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TRAITÉ 

DU   CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

E    T 
DU   CALCUL  INTÉGRAL. 


SECONDE    PARTIE. 

DU    CALCUL    INTÉGRAL. 

■I.  '         .1  .     ==S==SSSi 

CHAPITRE    PREMIER. 

De    t'ùitégration    des  fonctions    d'uni  seule    variifSie, 

3^S.L<B  Calcul  intégral  est  Tinverse  du  Calcul  ^ffërentiel  ;  il  a  pour 
but  de  remonter  des  coefficiens  dî^rentiels  aux  fonctions  dont  ils 
dérivent  (  n'.  8  }.  L'exposition  des  prindpes  de  ce  Calcul  présente 
des  divisions  analogues  à  celles  que  nous  a  offert  le  Calcul  iiSi- 
rentiel.  Il  peut  artÏTer  que  la  cûB^}osition  des  coefRciens  difiérentiels 
4e  la  fonction  cherchée  soit  donnée  immédiatement  par  les  vanablet 
Çalad  mtigrat.  A 


1      CfiA.  Intégration  DES  F0NCTi4>if s 

indépendantes  y  ou  qu'on  ait  seulement  une  équation  entre  quetr 
^ques-Dns  de  ces  coefficieos,  et  une  ou  plusieurs  des  variables:  le 
premier  cas  étant  le  plus  simple ,.  c'est  celui  qu^l  convient  de  traiter 
d'abord. 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  d'une  fanctioit 

dy  "    •    '* 

de  *•  est  donné  en  jk:,  on  a  —  ==-X',  ou  dy:=zXdx,  La  fonction  ' 

dx 

cherchée  tst  donc  celte  dont  la  dîffiéremîelle  tst  Xdx;  on  Tin- 
-idique  comme  il  suit  :  y  =iJXdx  ,  la  caractéristique  /  étant  l'in- 
verse de  la  caractéristique  d  .(*),  Pour  trouver  cette-  fonction  ^ 
il  faut  renverser  les  règles  de  la  différentiation  ;  mais  afin  de  procéder 
avec  ordre,  nous  nous  occuperons  successivement  des  différentes 
formes  que  peut  avoir  la  fonction  donnée  X^tX  que  nous  classerons 
aVnsi  qu'il  suit  : 

fonctions  rationnelles ,  XAx"^  +i?y -fC^c^ _g_ 


m 


fonctions  irrationnelles ,  U.  F\ 

fonctions  transcendantes  ,  f  (  C^,  1  T)  ,  f  (  U\  sîn  F} ,  etc. 
Intégration  des      359.  La  di^rentielle  de  -^a:*+-B,  étant  mAod'^dx:^  on  en 
fonction*   ration-  ûjc""*** 

Belles^  conclura  quellntégrale  de  a^dx  est  ——+ir,  car  eh  comparant 


tf :r"^  avec  mAs^^dx ,  on  a  /w— i  =»,.  et  mA:=^  ou  -^r=  — — ^-j-^* 

« 

Il  résulte  de  cet  exemple   que  lorsque  <fy=<w''^,J'=^T:^  +  •*♦  ** 
eoostante  B  est  arbitraire  (  n».  i  ç  ).  On  peut  lui  donner  une  forme 

(*)  U  lettre  /  a  été  employée  par  ceux  qui  ont  écrit  les  premiers  wr  le  Calcul 
mtégral ,  comme  rmitiale  du  mot  fimm  ^  parce  que  ,  sm^ant  les  idées  de  Leibnitz  , 
les  différentielles  représentant  les  accroisseroens  infiniment  petits  des  rariables ,  il 
s^CDsuit  qu'une  TariaWe  quelconque  est  la  somme  du  nombre  infini  d'accroisscmen» 
qu-ellc  a  reçus  depuis  son  origine  jusqu^au  moment  ob  on  la  considère,  et  c'est 
fOur  cela  qa*ik  ont  donné  à  la  fonction  que  nous  appelons  prrwt/îtie  le  nom  dTIn^ 
tégrati^  comme  étant  le  résultat  de  Tagrégation  de  toutes  les  diffirentîellcs  :  ces  dé-r 
nominations  étant bienentendnes ,.  nous  pomtons.  nous  servît  indifiétemmeflt  dft 
i\uie  ou  de  l'antre. 


D^  U  N  E      SEULE      V  A  Si  l  A  S  L  È.  J 

sefliblable  à  celle  du  premW  terme  ;  car  si  on  désigne  ^ar  b  la  valeur 

de  ;«:«  qui  rend  la  fonction  y  nulle,  on  aura  — ; —  +  ^  =  o  i 
7  1  •  ^  n+i 

d'où  5=  — et  par  conséquent 

^  =  — ^ -, , 

résultat  qui  ne  diffère  du  précédent  que  dans  la  forme  qu*on  a  donnée 
à  la  constante. 

360.  Avant  d'aller  plus  loin  il  est  à  propos  d^examiaer  un  cas  parti* 

culier  dans  lequel  la  valeur  de  y  trouvée  ci-dessus ,  devient  -  ;  c'est 

celui  ou  ;i= — i ,  car  on  a  alors  v=-^ = ==  -•  rour 

trouver  la  vraie  valeur  de  cette  fonction ,   il  faut  recourir  à  la 
règle  du  n*.  135  ,  et  nous  avons  fait  voir  par  cette  règle ,  pag.  244^ 

que se  réduisoit  à  1  tf— 1  fc,  dans  la  supposition  de  xr^o; 

nous  aurons  dans  l'exemple  actuel ,  en  changeant  les  lettres  conve* 
nablemenXyj^tf  (  I  ji:-— 1  b)\  mais  lorsque  «=— i,  on  a  dy^=iaxr^dx\ 

ûdx 
donc  <fy=£ -'«-—donne  >^=tf  (1a:— 1^)  ouy=sisl:r+i9. 

Toute  la  difficulté  de  l'intégration  des  fonctions  d\ine  seule  va- 
riable ,  ne  consiste  plus  que  dans  la  recherche  des  transformations 
propres  à  réduire  les  fonctions  proposées  à  un  ou  plusieurs 
monômes ,  à  chacun  desquels  on  puisse  appliquer  la  règle  du  n% 
précédent» 

361.  n  est  d'abord  évident  que  dy^=iax'^àx^bx''dx-\'Cx^dx.... 

^^m-^i  ^jc"^*  CX^^^ 

donne  v=  -*^ -1 1 -.  .\+B.  Je  n'aioute qu'une 

^       m+i         »4-r         ./>+!  '         ^ 

constante  arbitraire ,  car  il  est  aisé  de  voir  que  si  on  en  ajoutoit  une 

pour   chaque  monôme  ,  elles  n'équivaudroient   toutes  ensemble 

qu'à  une  seule ,  qui  seroit  égale  à  leur  somme. 

En  général  9  puisqu'on  a  vu  n^  14,  que 

d{w+V'-^w):^dlC+dVmmmdfy,' 

A  % 


\ 
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en  en  doit  conclure   que /{du+dv — dw)  =/du -^/d v  — / Jir ' 
et  que  f{Pdx+  Qdx^Rdx)  =JPdx -{-JQdx—JRdx. 

Nous  ferons  remarquer  dès  ce  0K>ment  une  conséquence  de  cette 
règle  y  qui  nous  sera  fort  utile  dans  la  suite.  En  intégrant  ainsi  chaque 
terme  de  la  différentielle  d.uv:=:udv  +  vdu  (n*.  t6  } ,  il  viendra 
#K  =/udv  +fydu ,  ce  qui  donne  une  relation  entre  les  fonctions  pri* 
mitives  des  diflfôrentielies  udp  ^  vdu ,  en  sorte  que  1  une  étant  connue  ^ 
Tautre  l'est  aussi  :  on  a  par  txfmi^\tjudv^=^uv^vdu.  La  diffiîrentielle 

u      ^diL  dv  u  du  dY 

i^-^^  —  -^«-r  (n%  17),  donnera  de  même  -2=/ Ju  -— 

dv           u  du  * 

d'où  on  tirera  /u  —  :5=  i +  /  — •  Uest  boa  de  rmarquer  que 

ce  résultat  nVst  qu'une  conséquence  du  précédent  »  car  en  substituant 

dv      ^ 
dans  la  vatenr  defudv^  trouvée  ci*dessus  —  au  lieu  die  ^r,  ce  qui' 

î  dv  t 

revient  â  changer  v  en — -^^puisque  —  =ic*^V=:— i<t  v^'s-^^^r-, 

dv           u  du 

on  *ûra/»— ■= h/ — ^ 

V  V  V 

Il  suit  de  ce  que  d^stu  '=^adu  ^  que  JaXdx  =s:  ajX  dx  y  et 
qu'on  peut  faire  sortir  du  signe/ la  constante  a^ 

j6i.  Si  on  se  donnoit  ^=:(  «*■+ h  )  Va:  ,  on  développeront  Ja  puis- 
sance indiquée,  et  on  întégreroit  chaque  monôme  quf  resulteroit.de 
cette  opération  \  mais,  il  est  bon  d*bbserver  quVMr  peut  arriver  aur 
résultat  sans  effectuer  le  développement  r  â  suffit  de  faire  ax-^-  b=^i , 

T  •■■■«  O  dT 

ce  qui  donne  *=  î= ,</jc=  — ;  substituant  dans    Tespression 

de  dy^^  on  trouve  ^^=i-^et  par  conséquent^=- ■ .  +  l^m 

Mettant  pour  ^  sa  valeur  ^  on  apra  donc  lorsque  4k=  t^^'^^T^^v 

Si  on  avoît  dy  =  (tf^+  b  f'j^^'dx ,  la»  transformation  réussîroîiR^ 
encore  ^^  car  en  posant  ux^+  *=  î  t  il  «  résulteroit  naxr^'dx  =  rfç^ 


D^  V  N  E      SEULE      V^ARIABLE*  f 

ce  qui  donne,  lorsqixt  ify=(ax^  +  byx^^'dXyy  =  - — ; — ^-  +-8^* 

.563.  Passons  aux  fonctions  fractionnaires^   ou  de   la   forme 

ji'x^'+B'^'+CxP...      • 
Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple ,  supposons  qu'on  ait 

^=7 T^i  ^^  faisant  a  x  ^b=^i^y  on  trouve  ar  =  -i=— y 

d7 

iAr  =s  — ,  et  par  conséquent 

4L 


^y  =  — ?+T^: — '^ 

développant  la  puissance  (i  —  ty^^  multipliant  le  résultat  par  /( 

et  divisant  après  par  ^%  on  aura  une  suite  de  momomes  à  intégrer. 

Prenons  pour  /exeioiple  le  cas  oh  iw=3  et  ii^:^a;  il  viendra 

en  appliquant  à  chacun  de  ces  monoAes  la  règle  générale ,  il  en 

résultera  ^  =  — £-i- — 3  * c+  î  *'U  +  *'  T'  ]  +  ^' 

On  remettra  ensuite  pour  ^  sa  valeur  et  on  aura  enfin,  lorsque 

On  construiroit  sans  peine  ht  formule  générale ,  et  si  on  avoit 

j4x^dx+  SxJ^dx+Cx^Jx...^ 

dy  agg^      ■      1  ■        , ;  ■      ■         ^ 

...  .    .       ('*  +  **; 

CB  l'écriroit  comme  il  suit  : 

Aj^dx  Ss^ix  Cxtix 


•  •  •  • 


et  on  opéreroit  sur  chaque  terdie  en  particulier ,  comme  nous  ve^ 
Àons  de  le  faire  sur  le  premier* 

364.  Occuponsknous  maintenant  de  k  ffxiionj  —p^.On  pourra» 
iMijouza  svppoier.  qpc  Tfarposaiit  de  «.  dans  )ë  numérateur  soit 


r 
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moindre  que  dans  le  dénominateur  ;  car ,  si  cela  n'étoit  pas ,  on 
diviseroit  U  par  Fy  et  nommant  Q  le  quotient  de  cette  division  ^ 

et  R  le  reste,  il  viendroit  #   —^csz/Qdx-^-j   -— .  :   mais    Q 

étant   une    fonction  rationnelle  et  entière, /Qir  s'obtîendroit 
par  l'application  immédiate  de  la  règle  du  n"".  3  59  ;  il  ne  resteroic 

/Rdx 
—— ,  dans  laquelle  la  fonction  R  est  d  un 

degré  moins  élevé  que  la  fonction  V. 

Udx 

La  forme  la  plus  générale  que  puisse  avoir  la  fraction  >■      ■ , 
sera  donc  -i :— ; : : — — i— -  .  Nous  avons 


tait  remarquer  dans  le  n*.  10 ,  que  lexpression  "■  3     >  *  1,  p^  X^èf^ 

qui  se  trouve  comprise  dans  la  précédente,  résukoit  de  l'assemblage 

j       ^     -•  /i<wf         n  dx  n  dx  »    /        ,    a 

des    fractions 1 r  + r-,    x+a.    ^+tf,   x+a  ^ 

x+tf        x-^-a  x+a 

étant  les  facteurs  du  dénominateur  x^+J'x^+R'x+C;  il  est 
facile  de  conclure  de  là  ^  que  si  le  dénominateur 
x^+A'xi^'  +  B'x'^+C^^....+T'  de  la  fraction  à  intégrer i 
et  oit  décomposé  dans  ses  facteurs  x+a^  x+a',  x-^^cl^  x-^-a!^'.... 
on  pourroit  la  regarder  comme  équivalente  a  l'ensemble  de  celles-ci  f 

Ndx        îTdx         N"dx         N'^'dx 
x-^-a  ^  x^J         *+tf"         x^d'' 
les  quantités  N^  N\  AT',  AT"  étant  indépendantes  de  x.  Pour  déter- 
miner ces  quantités ,  on  réduira  toutes  les  fractions  simples  au  même 
dénominateur ,  et  on  aura  une  expression  dont  on  pourra   conr 
parer  le  numérateur ,  terme  à  terme ,  avec  celui  de   la   fraction 

proposée;  car  il  sera 

-       N{x+a')(x^a'^{x+a''').,...+N'  (x+a){x^ar)Cx+i/'')... 

^'N'{x+a){x+a')lx+a''')....+N''ix+,a)^^^ 
pt  étant  développé ,  il  prendra  la  forme 

+  • . .  •  +NaW'd'\ ,  •  •  +iraaf'af'\ .'. .  +  AT'a  tfV.  • .  •  +Ar"^4V.  • . .  +  etc. 


On  tirera  de  cette  comparaisoa 


•  •  •  •    ^ 


JVtfW'. .  •  +iV'tf^V^ .  .JcIf'4Li^d\  . .  +N''aaW\ . .  +  etc.  =r; 

ces  équations  seront  en  nombre  suffisant  pour  donner  les  valeurs 

des  indéterminées  N ,  N\  JST*,  N'''  etc. 

L'intégration  de  la  fraction  proposée  sera  donc  réduite  à  celle  êe 

Ndx  N'dx  N^'dx  N''dx 

■  -i-    •  J-  —  4-    etc. 

xJ^a  jc+tf'  ;c+a'  x+a!" 

mais  il  est  facile  de  s'assurer  en  faisant  a:+^={  (  n"",  préc.  ) ,  que 

/Ndx 
=-y  I  (  4:  +  tf  )  ,  et  par  conséquent  Tintégrale  totale  de  Tex- 

pression  ci-dessus  sera 
^N\  {x^-a)  +  iVM  (AT+a')  +  A^"l  (a:+^'')  +  etc.  +  const. 

365.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  l'intégration  des  fractions 
rationnelles  n'a  aucune  difficulté  ,  dans  le  cas  où  leur  dénominateur 
se  décompose  en  faaeurs  réels  et  inégaux.  S'il  renfermoit  des  facteurs 
imaginaires  ,  le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer  réussiroit  encore  ;  les 
quantités  N  ,  JV',  JV^, .  •  •  se  présenteroient  à  la  vérité  sous  une  forme 
imaginaire ,  maïs  on  pourroit  arriver  à  un  résultat  réel ,  ainsi  qu'on 

▼a  le  voir  pour  la  fraction  ~ -.  Les  facteurs  de  son 


dénominateur  sont  jc+*+'jBV^---i  ^   jc+rt— jSV^ — i  ;  faisons  pouf 

abréger  x +«=;[,  nous  aurons  dx-md^j  et   la   fraction  proposée 

lAz-^B—Aa^dr 
se  changera  en  ^ — ^ ; — ^--^i   représentons  B — Aa   par   B\ 

et  il  viendra  ^    \     J  ^  = -^ — >-—  ^*   ^.  ;  posant 

jir->rB'  N  N' 


U+18^  — i)(î— |B  V— i)     i  +  liV^—i     ^  —  p^— , 

au  même  dénoimnateiir  les  termes  du  cecon4  memlKe, 
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et  comparant  avec  le  premier,  on  aura  pour  trourer  les  quantités 
A^  et  ^,  les  équations  suivantes, 

qui  donneront 

/fzs — ,        A= 

et  il  faudra  par  conséquent  intégrer 

/  ^  -  ■  r 


^^— i»«»""* 


d'où  on  tirera 


t  las  imasmaires  «  noitf  obsenrerons 


•  9 

Sant  V  r*  +  P'  =''>  et  daignant  par  «  l'arc  dont  -  est  le  coânus,  il 

viendra  l (i=tM  V^— 0  =  1 '■=*=»*^^»  (  "'•  i8x  ).  Mettant  ce» 
dernières  valeurs  dans  l'expresùon  précédente ,  on  obtiendra 

'^  J^  eonst^^Air-— — u-\'eont$. 


-^r—f -^ 


riotégrale  de  la  fr^cuon ^r^^ — î^  sera  donc 

— — —     S'  z 

$i  on  met  pour  {  et  pour  B'  leurs  valeurs  x+«  et  P—'A* ,  on  aura 

366,  Quoique  le  moyen  dont  aous  venons  de  fiiire  usage  réus- 
sisse ,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  imagina«^  t  il  «t  plus 
commode  néanmoins  d'éviter  ces  facteun  en  ne  décomposant  le 

dénominateur 


z' 
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de  la  fraction  cpi'on  $e  propose  d'intégrar  \  qu^cn 
facteurs  tét\s  du  premier  et  du  second  degré ,  et  si  on  représente  par 

les  facteurs  du  second  degré ,  on  supposer^  cette  fraction  ^ale  à 
Ndx         iTdx  N"dx  iTâx 

(^+«y+i8*^  C^+^T+i^*  (*+«'T+/3"' 
Il  est  facile  de  voir  qu'en  réduisant  ces  fraaions  au  même  déno-^ 
sninatéur ,  et  comparant  le  numérateur  du  résultat ,  terme  à  terme , 
avec  celui  de  la  proposée ,  on  se  procurera  un  nombre  suffisant 
d'éqitations ^  pour  déterminer  les  quantités  N»..y  P.^.y  Q....»: 
rintégration  de  la  fraction  proposée  ne  dépendra  donc   plus  que 

de  celle  des  fractions  de  la  forme  — ^  et  ^   ^   ^!  ^^  #  dont 

nous  nous   sommes  occupés  dans  les   n^*.  précédens.    Je   vab 

donner  néanmoins  la  manière  d^mtégrer  ;    ^    v,  .  '  ^  >  «M  «vom; 

recours  aux   formules   imaginaires. 
Pour  cela,  je  ferai   encore  4r+fle={9  et  il  viendni 

la  première  partie  du  second  membre  de  Téquation  ci -dessus 

du 
est  intégrable;  car  en  faisant  {^+iB*=»»  on  a  {^{;==  —  $ 


ce 


{•  +  /8*    ^     1    j^  J  a 


Quant  à  la  seconde  partie^  si   on  y  fait  i^sif^u^  on ^ aura 

Ç^d[         (y       du  .  du  ^ 

~'  ;  mais  on  a  vu  p.  1 14 ,  que  ■■■   ■  ^'  est  ui 


difiérentielle  de  Tare  dont  la  tang.  s  xr  ^  donc 

Çakul  intégrale  Q 
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m 

rëunî^ant  ces  deux  résultats ',  cm  obtieiixlra 


/ 


Q' 


C*+i8*  +  -J  •  afc  (tang  — M  +  eonse. 


.  Pour  ramener  ce  résultat  à  celui  dtt.n".  %6k.  j'observe  <nie  Tare 
dont  la  tangeote  est  -^^  a  poiv  skius —  ^      ■  ;  qu'il  est  par  con- 

séqoent  le  complément  de  celui  que  désigne  u  dans  te  n"*  cité,  eit 
sorte  quVn  nommant  w  la  demi  •*  circonférence  ,  il  est  exprimé 
parjT—^w.  En  substituant  cette  valeur  on  pourra  faire  abstracîSii 

'du" terme  ^  tt;  car  il  n'en  résulter ort  qu'un  terme  constant  qui  peut 
toujours  être  comptb  dans  la  constante  arbitraire»^ 

3^7.  Jusqu'à  présent  nous-  avons  supposé  que  tous  les  factieurs 

*  da  dénomiitatent  de  la  fraction  proposée ,  étoient  inégaux  -entr^eii^  ; 
mais  dans  le  cas  contraire ,  la  décomposition  de  cette  fraction  ne 
pourra  plus  avoir  lieu  dans  la  forme  que  po4^   avons^  adoptée  : 

:  ipa  te  yok  immédiatonent  sur  cet  escempljp  trè&^imple  ^m rr  » 

qu'on  ne  sauroit  représenter  par  - — -  ^  — ^  ,  puisque  ces  deux 

fractions  tt'fen  forment  qu'une  seule  — ^  .... 

I    Si  donc  tè  dénomîiMtf«ûr  ^^M'x'^'^Cxf^\\,..  +r%  de  là 

Udx 
fraction     ^  - ,  renferme   un  nonibre :  p  de  facteurs  du  premier 

degré  ^  réels  €t  égaux  ^  il  faudra  décomposer  cette  fraction  cbmtee 
3  suit 

N      N'       tr 


+  **•+ -? — '."tt:. : — r 


et  on  déterminera  les  coefficieos  N,  Nr...R^.Q  etc.,  ainsi  qu'il 
a  été  indiqué  pour  cltecun  des  cas  précédens.  >. 

Qn  pourroit  comfH'ehdre  dans  lé  cas  actuel  celui  oà  tes  facteurs- 
égaux  seroient  imaginaires,  mais  H  sera  plus  commode  ^e  n'eniplAjyer 
que  les  facteurs  réels  du  second,  degré  qui  renferment  chaque  couple 
de^  premiers ,  et  alo^Pba  Recomposera  la  fraction,  proposée  en  frac-^ 
tions  de  la  forme  suivante 
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Cette  hypothèse  étant  la  plus  générale  qa*on  puisse  faire  sur  la 

Udx 
nature  du  dénorainateur  delà  fraction  — — • ,  on  voit  que  l'intégration 

de  cette  fraction  ne  dépendra  jamais  que  de  celle  des  trois  espèces 

de  fonctions  suivantes 

Ndx   (f  ;pP-^^4-  q:x^\  . .  -h  Y)dx    ((^x^'  +  R'x^f-\  .  >  -f  r)iy 

la  première  a  déjà  été  traitée  dans  les  n**  précédens ,  on  pourroît , 

appliquer  à  la  seconde  la  règle  du  n*.  363  ;  mais  on  donne  au  ré» 

sultat  une  forme  plus  élégante ,  en  faisant 

{Pxf::^+Q^ci^+....  +  Y)dx      Mix  M'dx  MTdx  ^  M''^^-Jx 

(x+ty    ,  Xx:J^iy^ix+by-^^(x+ty--  •        Ar+* 

s  est  facile  de  voir  qu'en  fédûisanf  au  même  dédominateur  toutes 
les  fractions  du  second  meoiWe ,  le  numérateur .  qu'on  obtiendra 
sera  de  la  même  forme  que  celui  du  premier.  Cela  posé ,  soit  x+b=ii , 
il  viendra 

Mdx     _  M 

des  autres  ,  toutes  ces  intégrales  slfont  algébriques  >  la  dernière 

; —  renfermera  uii  logarithme. 

X'\:b  ^      ^  ^    ^ 

Pour  obtenir  Tintégrale  de  Pexpression  ^^""^^ + ^''^'^  ^  '  ^^^t 

on  lui  donnera  la  forme   . 

..    {^^.:ç^L)dx  {KxJrV)dx  Œ!"-x+L'''-)dx ^^ 

{x^^XfLx^-^^fi^^y^i^^^ 

tout  se  réduira  alors  à  intégrer  la  différentielle-, — ^ — —^ — lJL —  . 

Je  suppoietai  qu^on  ait  fait  Ar+«e=;{;  et  K  *  --.£=£,  ;  par  ce  moyen 

<^  naura  plus  à  traiter  que  ^     ;       ;    ^^  et  |e  vais  montrer  que 


00  trouvera  de  même  #  ^ —   ,^_,  =  7 r—-, — — r-rr-i   et  amsi 


'/li 


Bx 
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décomposerai  en  deux  parties/ -7 — ■    \  +  / Li — .  La  oremâ^ 

estintégraUe  iimnédiatement ,  et  celaseroit  en  disant  i^^li*:^u^ 
puisqu'on  a  î^c  =  lîî  ,   d'oir  Ton  tire  /"^C^C    ^^'^\ 

Je  supposerai  ensuite  /•; — ^-îx-  =  -, i. —  +  1 ~ — i —  i 

preaant  les  ^fférenitieUes  de  chaque  membre  ,  réduisant  au  même 
V  dénominateur  tous,  les  termes  du  résultat  et  supprimant  ce  déno^ 
minateur,  ainâ  que  le  facteur  commun  </{,  on  trouvera: 

comparant  '  le»  termes  sémMables  on  formera  deux  équadons  p 
L,==Gli'fH0\  G^— aCî  — i)<;+J5r=o, 

lesquelles  donneront  G  7=  -^ 4 — r—t  J?==  ■  /  ^      M   1   ;> 

op  aura  par  conséquent 

Cr+^*)''  "^^  •  l(if-a)/8''  (c'+iB')»-^:    (»î-W(î'  +  18*)*-  5---W- 

Si  dans  cette  équation  ob  met  j;^—i  à- la  place  de  ^'  et  qu'on  y 
fasse 'X,;=i. ,.  U  viendra- 

substituant  cette*  valeur  dans  la  même  équation  (<z).  il  en-résultera^ 

y"*  Me    _ri        '  r  ,       r«(H— 3)-  C 

h     dz 

£*équation  (a)  donnera eneore la  valeur  de  / -r— — -..    ■  ,  en  chàiH 

geant  f  en  ^-^1  et  Élisant  £.:âri;  si  on  remet  ensuite  céCte  valeur 
dans  l'équaûon  Q>) ,  on  aura: 

+ ^'Uf-^yi^-^>/     i — .         )....(.)> 


+ 


,  (Xf— 3)(xy— 5)(*f— 7)  /^^ £l 


) 
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»J 


i  on  dëduisolt  ensuite  de  réquatioo  {a)  la  valeur 


"-h 


A 


M  auroit  une  nouvelle  valetur 


d^ 


«le  1    ;  .  '    .^^    qui  dépendroit  de 


En  coBtiauaot  d'opérer  aksi,  oa  formera  une 


suite,  qu^l  faudra  teraùner,  lorsqu'on  sera  parvenu  au   ternie 


fl 


;  car  le  ternie  suivant 


^/(7 


— ^  auroit  ua 


coefficient  infini:  on  peut  s'en  assurer  en  faisant  successivement 
fi=x,  et  j=^>  dans  le^  équations  (*)  et  (c),  et  il  est  aisé  de 
sentir  à  quoi  tient  cette  circonstance  ;  car  si  l'on  pouvoit  arriver 
jQsqu'au  terme  dont  nous  venons  de  parler ,  on  auroxt  Fîntégral^ 

algébriquement ,  puisque/^  ^^       =±  fdit=±  [, 

.On  Tott  ici  ^origine  d'une  méthode  d'intégration  qui  est  aussil 
féconde"  qu'élégante  ^  c'est  celle  par  laquelle  on  passe  d'une  intégrale 
à  une  autre  :  nous  la  développerons  par  la  suite  d'une  manière 
plus  générale^* 

En  rapprochant  lies  résuftats  cïes  n».  précéd.  on  reofarquera  sam» 
doute  ^  que  les  différentielles  qui  se  présentent  sous  la  forme  de 
fractions  ratioiineîles ,  peuvent  toujours  s'intégrer ,  soit  algébrique^ 
ment  ^  Joit  par  le  moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle  y 
et  qu'il  n'est  besoin  pour  les  préparer ,  que  de  les  decompoiser 
en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  des  binçmes  ou  des 
trinômes.  Nous  n'avons  encore  indiqué  pour  cette  opération  que 
la  méthode  des  coefficiens  indéterminés  ^  parce  que  c'est  elle  qui  se 
présente  fa  première  $  m^is  nous  allons  maintenant  faire  connoitre 
plusieurs  procédés  ^  qui  exigent  moins  de  calcul. 

Kous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  Ta  décomposïtioii  du  dé« 
ftonûnateur  en  facteurs  binômes  ou  trinômes ,  puisque  cette  opé*> 
ration  fient  à  la  résolution  des  équations  $  en  effet ,  lorsqu'on  connoi^ 
les  racines  d'une  équation  algébrique ,  on  a  sur  le  champ  les  facteure 
bornes  de  la  fonction  rationnelle  entière  qui  compose  son  premier 
AMB^re  ;  et  réciproquemmt  si  on  ^e  à  zéro  une  fonction  d« 
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cette  espèce ,  les  racines  de  1  eqiiation  résult3nte ,  prises  avec  un  sîgae 
contraire  y  donneront  les  seconds  ternies  des  facteurs  binômes  :  les 
racines  imaginaires  produiront  les  facteurs  trinômes  ou  de  la 
forme  ^*  +  2'*'*^+**+i3*. 

U 
368.  Reprenons  la  fraction  -p-,   et  supposons  que  x-^^a  soit 

un  des  facteurs  inégaux  du  dénominateur  V;  en  sorte   qu'on  ait 

U         A        P 
y=^  (  ^  +  tf  )  Ç  ;    posons*  ensuite  —  = ^  7\^^  ^^*^^  ""^ 

fonction  indéterminée  de  x ,  mais  dans  laquelle  cette  quantité 
n'entre  point  comme  diviseur  ;  on  aura  U=zAi^-\-P{x^a)  ;  d*oîi 

on  tirera  P= -^.  Comme   P   est  une  fonction  entière  > 

x^a  .  "^ 

par  rapport  à  ;kr ,  il  faut  que  la  quantité  U — AQ^ ,  qui  est  aussi . 

une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x  ^  soit  divisible  par  x+a^ 

ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose  9  s'évanouisse  lorsqu'on  mettra  au 

lieu  de  x^  la  valeur  —  a  que  donne  le  facteur  x  +  a  égalé  à  zéro  : 

désignant  donc  par  u  et  par  f ,  ce  que  deviennent  17  et  Q  .après 

cette  substitution  qui  ne  change  rien  à' la  valeur  de  Tindéterminée  A , 

puisqu'elle  est  indépendante  de  x>  on  aura  u — ^q=o^  et  par 

u      '  .  ^ 

cpuséquent  -*^==-. 

Cette  valeur  exige  qu'on  connoisse  la  fonction  Q ,  donnée  par 
réquatioh  F=(jf+tf)Q,  et  on  la  trouvera  toujours  en  divisant 
f  par  x+ai  le  Calcul  différentiel  y  conduit  aussi  d'une  manière 
fort  simple,   car   en  differentiant    l'équation    ci -dessus,    on    a 

=5;:Q+(jc+tf)  — — ;  si  on  fait  dans  ce  résultat  x+a=o,  et 


^i|   'I    \M 


dx       ^     ^  /    dx 

dF 

qu'on   représente   par  v  ce  que    devient   alors  -  --j — ,  on  aura 


dx 


v  =  q  i  d'oîl  A  =  — . 


u 


-  L'expression  ^  =  -  aura  touipurs  une  valeur  finie  ;  «u-  le  nu- 
mérateur  et  le  dénominateur  ne  sauroient  devenir  nuls ,  puisque  la  ' 
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'^fraction  proposée  est  réduite  à  sa  plus  simple  .expression  et' que 
par  conséquent  la  fonction  V  ne  peut  contenir  le  facteur  x  •\'  a 
qui  fait  partie  du  dénominateur ,  et  qui  ne  s*y  trouvant  qu'une  fois , 
n'entre  point  non  plus  dans  Q.  £n  appliquant  d'une  manière  con- 
venable ce  raisonnement  aux  différens  cas  que  nous  allons  par- 
courir ^  on  se  convaincra  que  la  décomposition  d*une  fraction  ra- 
tionnelle quelconque  ,  dans  les  formes  que^  nous  avons  indiquées , 
est  toujours  possible»       ' 

369.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver  le»  numé- 
,  rateurs  des  fractions' partielles  qui  répondent  aux  facteurs  égaux» 
Dans  ce  cas  on  a  y=  Q(«"+  «)"  et  on  doit  supposer 
U  A  J,  A^  .  .     An-x       P 

en  réduisant  au  même  dénominateur ,  il  viendra 

V=  OSA  +-^.(*+ tf)  +  ^.(x+^)'. .,  +,^^,(x+  tf)— ]+ /»(x+  a)% 

•       U—QlA.JrAj:^x->ra)-\-AJ[^x-{raY +-^,-..(*+û)"-'] 

ix  +  ay 
et  comme  P  doit  être  une  fonction  entière ,  il  faudra  que  le  numé* 
irateur  de  son  expression  soit  divisible  n  fois  de  suite  par  ^  -f  ^  r 
ce  numérateur  s'évanouira  donc  lorsqu'on  y  mettra  — ^  au  lieu  de  jr« 
On  voit  d'abord  qu'il  se  réduit  dans  ce  cas  à  U-r-  QÂ ,  mais  pour 
que  U — QA  soit  divisible  par  a:+4,  il  faut,  en  conservant  les 
mêmes  dénominations  que  dans  le  n"*.  précédent  y  qu'on  ait  x^— ->^^=o 

©u     -Â=       r 

9 
Cette  valeur  changera  la  quantité  V^^QA  en  V- Q  qui^e 

divisera  par  x-^ay  ainsi  le  numérateur  de  P  après  cette  substi- 
tution, deviendra  tout  entier  divisible  par  x-^à^  et  on  aura  en 
eflaçant  en  même  tems  cefactenr  dans  le  dénominateur  ^  ei|faisant 

u 
pour  abréger  U Q=U,(x+a) 

p      l^.-Q[A^  +  A^(x+a)....+J^,(^x+ay-^l 

J'ZZ^Z      ■'   I        -I   .i-      I  ■  .■■..,  I  ■  ■  ^^«     vm  ^ 

Maintenant  pour  obtenir  A^  ;  on  £era  x-\-  assOy  et«n  désignaat 


»  ^    • 
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PV  /^i  9  ce  que  devient  (^^  >  P^^  substitution  de-^a  à  la  plaM 

de  :r,  on  aura  »,— y^,=;o,  ou  ^,=:— . 

Mettant  ensuite  au  lieu  de  A,  sa  valeur  ^  dans  U^'-^QA^ ,  il 

tn  r^ultera  la  quantité  l/« —  ^  Q  qui  ^  s'évaoouissant  lorsque 

x^a^=o^  sera  divisible  par  jr-f  ii;  le  numérateur  dei^endra  donc 
encore  divisible  par  x+a^  et  par  conséquent  P  se  réduira  à 

J79  représentant  le  quotient  de  b  division  de  (7,<^— Qparâr+«r; 

(F 
En  continuant  le  même  procédé  et  la  même  notation ,  on  trouvera 

encore  «, — ^^,=0,  d'où  ^  =— ,  et  ainsi  des  autres. 

Cest  id  que  Papplication ''du  Calcul  différentiel  est  commode; 
En  eflSet,  le  numérateur  de  la  valeur  de  P  devant  être  divisible 
par  (x+a)\  sera  nécessairement  de  la  forme  AT  (jr4-tf)%Jr  étant 
une  fonction  entière  Ae  x,  mab  qui  ne  contient  pas  le  facteur  x+ai 
d'après  la  remarque  du  n*.  153  ,  toutes  ses  différentielles  jusqu'à 
celle  de  Tordre  n — i  inclufiivement  ^  s'évanouiront  en  même  tetM 
qu'etie ,  lorsqu'on  supposera  ;r  4-  4  =  9» 

Donnons  à  ce  numérateur  la  forme  suivante 

Q{-Q—^—Ai^+a)—^-{x+ay^A^{x+ay J. 

I^a  fonction  Q  ne  contenant  po^it  le  fecteur  x-f^  »  il  est  évident 

que  c'est  seulement  la  partie  de  cette  expression  ^  renfermée  dans 

la  parenthi^e  qui  doit  devenir  divisil)le  par  (^x  +  a  )\ 

flo^^  trouverons  pQur  les  diflFérentiellas 

1/  , 

d^  j^^nA^dx  —  %A^{x'{'a)dxT^iA^{x'\'aYdx^..^^ 

K 

U  ■  ' 

^.*  — — i*3-^|J^'- 


9, 


C«l 


Ce*  résultats  derani  s^vànotôr  loNqu*da  y:  ftm  «+«saio,:c<»« 
duiront  aux  équàdoas  smvaotes 

——A^o  \  l     A=.— 

Q  II  1 

U  \     d*oi|    \    ■     •  ^        jx  ^ 

ctc»  J  V     etc. 

pourvu  qu'après  les  diéérentlations ,  on  substitue  — a  au  Heu  de  x; 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Q  dans 
ce  cas>  est  de  diviser  f^  par  (x+a)%  cependant  on  peut  y  par- 
venir par  la  difFérentiation ,  comme  dans  le  n"".  précèdent  ;  car 
puisqu'on  a  y=Q  (jr+tf)*,  en  difFérentiant  un  nombre  n  de  fois 
chacun  des  membres  de  cette  équation  y  et  fabant  ensuite  x  +  a=:o; 
on  trouvera  <r^=  i.x*  • .  .nQda^  (  n*.  133  )  ,  et  par  conséquent 

On  parviendra  à  l'expression  des  diiISrentielles  de  Q  dans  l'hypo^ 

thèse  de  x  +  a=:o  ^  en  prenant  successivement  celles  de  l'ordre 

i2+i,/»+i,  etc.  de   l'équation   r=  Q(ji?  +  a)" ;  car  il  est 

^sé  de'  voir 9  d'après  la  formule' du  n\  107  que  dans  ce   cas 

rf^*  F:=zd^^^  Q (*  +  «)* 5  par  exemple  ,   se  réduira   à 

d^*V=i.i.j.....{n+  i)^Q<r  II  suit  de  là  qu'on  pourra  ex^ 

primer  les  indéterminées  Ai^  A^^  A^y  etc.  à  l'aide  des  différentielles 

dii  numérateur  V  et  de  celles  du  dénominateur  V^  de  la  fraction 

proposée;  dans  ce  procédé  il  serolk  peut-être  plus  commode  de 

différentier  le  numérateur  de  l'expression  de  P  sous  la  forme  oik 

il  se  présenté  d^ord ,  ce  qui  donneroit ,  en  supprimant  les  termes 

fiffiectés  de  x-^-a^  les  équations 

d  V-^A  i  <l—A^(ldx  =  o 

J^U—Ad^Q^iA.d  Qdx-^iA^Qdx^^o 

iPl/rr-M^il'^iA^d^Qdx^eAuiqdx^^^A^Qdx^^^ 

f  \  .   •    •    ' *"■  ^  ^       t 

Calcul  im^ai.  C 


,XAMpr«mère  îacraou^  jtf.  sérac  dâecauBiéé' d'aîikurs  paxJ^écfai^ 
tion  £7—^  Q  =  o  y  dans  iaquaUe  ,  Aim  qve  dans  les  précédentes  ^ 
après  la  différemiation^  il  ae  faut  pavoublier  d'éaire  -~^  au  lieu 

370.  ni;>ppîomrnpusjnaîiiteûant  de  trouvée  le  «tuHésateur  d\ine 


partielle  de  la  forn^  -r^--^ — X — 


c  ./  t^  i      -4x+Bi  P 

en^éduisant  U  second  meml)re  au  mêi^ie  dénominateur  ^  on^rou ve 
£7==Q(^A:+i?)+/^(Jc»-|ii*:c+V>l.r.i,  doù  on  tire  ensuite 

2^=1  "^— -^ ; — ré.  Comme  /^  dok  loujoars  êtrfe  «ne  fonction 

cntièrt  par.  rapport  à  at,  il  feut  que  la  quantité  U—Q(Ax+B)^ 
Soît  divisible  par  i^'+ifltA:+**  +  â*:  elle  doit  donc  renfermer  au 
liôinbre  de  ses  facteurs  •  ceux  de  cette  deriiîèfe.'  et  s'évanouir  par 
tbnséquc!nt  daiîs  les  .mêmes  circonstances.  Ivlais   les   facteurs  j^e 

5if'+irta:+ct*  +  )2%sontÀr4-fle+j8V/ — i,  x+a — iSy/^^-ï»;  si  on  les 

^_^_    •    ^.       ^ V 

égale  à  zéro ,  on  aura  or  =  —  (  «t+jôl/ — i  ) ,  ji:=— :(«•— |8V^^— r  )  : 
ces  valeurs  étant  substituées  successivement  dans  t7 — (^ÇJx  +  S)^ 
doivent  faîfe  évanouir  '  tîette  quantité,  lîësïghant  donc  par  ^ 


r  •; 


r    ■■• 


ui±zu'V^ — j ,  ctf  =t:^V — I  î  ce  qM  détiennent  27  et  /Q ,  aprè» 
cette  transformation,  on  aura  '.-./'.,  ^ 

Cette  équation  est  double  à  éause  du' signé  ±  dont  sont  aâfectéâ 
phtsîeursf  *de  '  ses  termes,  et  elle  est  équivalente  à  celles  qu'on 
ïdrmeroît  ^  en  égalant  'séparément  .'a  zéro'  Ik  "partie!  reeUe  et  la 
pirtîe  imaginaire  ;  d'après  cejtte  considération  .on  kura  •  ' 

équations  qui  donnerçnt  les  valeurs  de  ^  et  de  B. 

.^'observçrai  gue  k.substàuJion.aç.-^,(4ct]0.4^I^')\rf'^      de  x; 
dans  la  quantité  £/•*—  Q  (  -^^  +  iS  )  peut  s'effectuer^  lï^s-aisément ^ 


c. 


D*  V  tf  H      $BUtE      V  A  R  rA.B  t  fi*  !« 

a  A  moyen  de»  propn^tés  des  sinus  et  des  cosinys  ;  car  ^a  disant 
V«\+^*s4sr^  f- =  c|t)if,  -  te.sia#^  on  a.        *  ' 

r  r 

(«dzA  V^ZIly—r^  cos  ^]±|/-^sinç)'"=5=/"(cos«^±/ —  isin  m  ç). 
On  p^nt  trouver  Q  jCooime  dans  le  n"*.  3168.   En  ef&t,  si  on^ 
diffcrentie  réquation  ^  (x*+ 2 Ax:+4t*+ /»*)?:=  T,  et  qu'on  fasse, 
ensuite  x*'4r  x«t;c+ <t* + ^8*==  o  ,  îl  viendra  Q  (  2rviv+  i^w/r  )  =s  rf  r", 

ou  Q  =  — ; —  ;  substituant  au  lieu  de  x  ses  deux  valeurs 

xxdx-\'Xtidx 


—  {ûLdtif^  V — i), représentant  par  vdtiv'V — i ,  ce  que  devient 
alors— ,  %t  écrivant  f=fcî'K—i  pour  Q>  U  viendra 

î=tj'v— 1  = — ; 

=f:Zj8K — 1 

multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre  par 


V'.^^i  t  et  égalant  ensuite  les  parties  réélis  et  les  parties  imagi* 

V  lu- 

naires de  chaque  membre ,  on  aura  f  =  —  —  »  y'=  =  -^. 

.  3  7 1 .  Si  le  £icteur  x^ + lax + *' + ^8%  se  trou  voit  plusieurs  fois  d9ns , 
le  dénominateur  Vy  et  qu'on  eût  ^F=Q(^+^*^+**+i8*)",  on. 
p^endroit  dans  ce  cas  (n\367)y 

U Ax^^B  A^x^B,  A^+B, 


P 

réduisant  au  même  dénominateur,  et  tirant  la  valeur  de  P,  on 
trouvera        ' 


«_C         +(^,x+J?.)(x'+a«x+»'+)8*)'+.«..]        S 

'  En  raisonnant  dans  le  cas  actuel  comme  dans .  lès  précédent } 
«n  eo  condora  que  lie  mùnérateur  de  cette  expressioa  doit  s*éTa^ 

nouir  par  la  substitution  de —  (  «  =b  je  v  —  i  ) ,  et  gardant  les  ffièmes' 

C» 
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dénominations  que    ci-dessus  ^  on   auront   après  cttte    opératîon 

ce  qui  donneroit  pour  déterminer  A  tt  B  ^  les  mêmes  équations 
que  dans  le  n*.  précédent/  Ayant  trouvé  les  valeurs  de  ces 
quantités,  on  les  substitueroît  dans  le  numérateur  àt  P ^  et  les 
termes  Î7— Q(^x+J)  devenant  divisibles  par  a:*+iotJt^4-**+i9% 
l'expression  entière  le  deviendroic  aussi.  Nommant  donc  i/,  »  le 
quotient  de  U — <^{Ax-\-B)  par  jc'4-ifltAr+flt*+|8%  on  auroit 

en  remettant  dans  ce  nouveau  numérateur  pour  x^  les  valeurs 
que  donne  Péquation  :r*+2tfAr+(t*+i8*x=:o^  et  égalant  k  résultat 
à  zéro ,  on  déterminera  A^  et  B,  ^  comme  on  a  déterixûné  plus 
haut  -^  et  5 ,  et  on  continuera  d'opérer  de  la  même  (nanière  * 
pour  parvenir  aux  valeurs  des  lettres  A^^j  B^^  A^^  B^.... 
.  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'ona  traité  dans  le  n''.  3  69; 
et  le  Calcul  différentiels'appliqlie  de  la  même  manière,  àl'un  et  à  Tautre* 
En  effet ,  puisque  Q  ne  contient  point  le  facteur  :»r*+iot4;+ct*+j3%* 
si  on  divise  le  numérateur  de  P  par  La  fonction  Q,  le  résultat  que  j^e  re- 
pr^enterai  par  csr  ^  devra  être  de  la  forme  ir=-jr  (  a:'  +  xax + ** + i8*  )% 
et  s'évanouir  par  conséquent  ainsi  que  ses  différentielks,.  depuis  le 
premier  ordre  jusquâ  l\>rdre  n^-^i  inclusivement,  lorsqu'on  fera 
af*4-xetji;4-<t*+i8"=o;  dans  cette  hypothèse ,  on  aura  l'es  équations 

chacune  desquelles  deviendra  double ,  lorsqu'on  mettra  pour  x  les  v*» 
leurs  dont  il  est  susceptible  ea  vertu  de  réquation.:r*^-PirtJc+«t*4^i8*=or 
en  égalant  séparément  à  zéro ,  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  , 
on  pbtiendra  un  nombre  suffisaiK  d'équations,  pour  déterriiiner 
A  ^  B  y  A^^B,^  etc. 

Il  fatt  encore  remarquer  que  it  l^^^Q  (**+  1  ««"+«* -bi8*)V 

on  tirera  Q  ==  ~-7-r z :r:  >  lorsqu  on  supposera 

jp*+  Iùlx-^  flt*^4-  i8*=  o. 

On  trouvera  JQ,  d^'Q^^  etc.  dans  ta  même  hypothèse,  en  prenant 

Ifisi  différentielles  des  ordres  /2+x,  /i4-i  etc  de  Téquatioa 

«t  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèse  rend 
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37X.  Je  vais  donnçr  maintenant  quelques  applications  de  ce  qui 

dx 
précède*  Soit  la  fraction  — = -, — — r-  ;   les  facteurs  de  son 

dénominateur  sont  faciles  à  découvrir  ;  car  il  peut  se  mettre  sou$ 
la  foTme  x^  {^-^-x^ — x-^i  )^^x^  (  x-^- 1  ){^x^ — i ).  L.e  facteur  at* — i, 
se  décompose  en  x* — i  et  je*-f  i ,  ou  x — i,  jc+i  et  jc*+i2 
on  a  donc 

x^'\'X^'--x^—x^^.^x\x'^  1  )  {xJr  I  )*  ( a:»+  I ) , 
et  par  conséquent  la  fraction  proposée  est  décomposable  comme 
il  suit 

Adx         BJx  Cdx       Ddx      Edx      Fdx     (Gx^jffjdx 

x—i^{x+iy^x+i^      X^     ^     X^    ^     X    ^        i+x'^ 

En  réduisant  au  mêm^  dénominateur  ,  et  comparant  le  résal* 

dx  ,'     . 

tat  avec  ^ : ^ ,  on  détcrmineroît  les  numérateurs  în- 

connus  ;  mais  je  vais  faire  usage  des  procédés  indiqués  précédemment* 
Considérant  d^abord  le  facteur  x — i  ,  qui  étant   égalé  à  zéro^ 

A  1  -.^       TT  "^^         d.(x'  +  X^—X^—x'J 

donne  Jif  ==  i ,  les  quantités  i/=  i ,  et—  =  — i — i  ^ 

deviennent,!  et  S;  on  a  donc  (n*.368)  -^  =  ^- Donc  la  première 

V 

fraction  partielle  est  -  • 


8     jc— I 

Pour  avoir  celles  qui  ont  pour  dénominateur  (jr+  i)',  je  me 
sers  de  la  règle  du  n\  369  >  et  ayant  trouvé  immédiatement  que 

x^  +  x^  —  x^ — x^ 

Q  = (    1^   Y ~^* — x^+x^-^x^ ,  j*ai ,  en  disant  x+ 1  =^ 

xz=z — I ,  d'où  î=4,  et-  =  -,  ainsi  la  seconde  fraction  partielle 

f      4 

4  ^ 

.  Mettant  dans  l'expression   17 ^^^  du  n"".  cité  >  au  liea  de  ^  sa 

1 

valeur  -,  j'ai 

P  _y~^Q_4^^'+^— ^H-^'_~-y^+.x^— 3^^+4Ar"— 4^+4 
x+i  4(*+  0  4 


2'x:  '  Ch*  I.  Intégration  des  fonctions 

Ui        18       o 

d'où  il  vient  —  =  — :=^;  on  a  donc  pour  la  troisième  fraction 

q       16      S 

9.    I  ' 


partielle  ^ 
'  8x+i 

il/ 
On  auroit  pu  déduire  ce  résultat  de  la  formule  ^,5=-7-^»"7rî        %. 
^  dx     Q  ,       \ 

U  i 

car  on  a  -pr^^  -5 ? ^ ^, 

Q       x^ — x^^x^—x^ 

à  -7=1  >  lorsqu'on  y  fait  4;=—  i. 

16       o 

On.  trouvera  tout  de  suite  les  fractions  partielles  qui  ont  res- 
pectivement  pour  dénominateurs  jr*  ,  at',  x^   par  les    formules 

-^=---,  ^j  =  — .rf.  -— ,  ^,  = —- J', -—,  en  observant  que 

dans  ce  cas    Q=jc^+a:^ — x — i^  et  que  les  seconds  membres 
des   équations  ci -dessus   se  réduisent  à   — i^         +iet  — i^ 

^  III 

lorsqu'on  fait  jt  =  o  ;  on  a  donc 5-  +  — r • 

,  U  ne  reste  plus  A  trouver  que  la  fraction  partielle  qui  a  pour 

dénominateur  — ; ;  on  pourroit  la  conclure  en  retranchant  de.  la 

X  -j- 1  «, 

proposée  y  toutes  les  précédentes  ;  mats  nous  allons  y  parvenir  dirèc*  * 
tementpar  les  formules  du  n^  370.  On  a  d'abord  Q±=jc®-^  at^— at^ — x'j 

puis  le  facteur  x^+i\  é,tant  ^alé  à  zéro^  donne  :r=:d=  V^.~i  ; 

d'oîi  on  tire  q^W — i  =— xdbî  V — i  ,1^=1,  et  «'=0;  les 
équations  qui  déterminent  A  tt  B  ^  deviennent  i  + 1^  +  i^=o  ^ 

\  A-^  1^  =  0,  et  on  trouve  par  conséquent  A  =;^ 5s=*—  ^. 

/  4 

Voilà  donc  la  fraction  proposée  -7- — ; 5 5  décomposée 

dans  les  suivantes 

\    dx         \      dx  ^    'dx     '   dx      dx      dx      I  (x+  i)dx  ^ 


^ 
ï 


D*  V  N  E      SiVLEVARIABLE.  %^ 

l^intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune  difficulté , 
et  on  obtiendra  pour  le  résultat 


!'(' 


I 


—  gU^^^+i)  —  -arc(tang=x)-|-ccy2j/. 
La  '  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la   fraction 


9  et  celle  des  termes  logarithmiques  donnera 


On  aura  donc 


373.  Proposons-nous «ncore  les  différentielles 


:"^x 


f*"+y 


et 


w  •      « 


forme  -  * — : — r-4  faisons  ensuite  ^  =  a*  et  il 


fi 


*"=i=l 


*  •     .,      I      x^dx 
Viendra  - 


/ 


.-  Nous  avons  donné  dans  le  n*.  tSy ,  les  facteurs  des  expressions 
A?^tf%  il  ne  s'agira  doncj)lus  que  d'appliquer  le  procédé  du  n^  37a  i 

1  la  décomposition  de  la  fraction   J^^  ,  dans  ses  fractions  par- 
tielles. Pour  abréger ,  nous  représenterons  l'un  des  facteurs  du  second 
degré  de  l'équation  ^"dzg'  par  x^^xaxKOi  ?+ a*,  ce  qui  donnera 
/:==«(  ces  9  ±  »/— 1  sin  ^  )  }  on  aura  donc 

«  d=  «  V-7  =  a»  (  cos  ip  y  db  y/HT  sîn  »»  y  ) 

:     *=i=J^V~.i^atf— .[^s(«-i)^±V^sin(«~i)^]; 
^vec  ces  valeu  rs  on  trouvera  sans  peine  .  v 

a**  , 

■  ^-m-.cos(/»~w)y, 


n 

.en.  observant  ,de  réduire  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus ,  au 
moyen  .des  expressions  'connues  de  sin  (*d=î)  et  de  cos  (x=b^)' 


\ 
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m 

La  fraction  partielle  correspondante  au  ÙLCttux  x^-^  xa  cos  f  +  a^^ 
aura  donc  pour  expression 

2         xcos(^n — m — i)  ^— 'tf  cos(/ï— »ï)f 


/la'*'^""*  X*—  lax  cos  f  +  a* 

L*arc  9  sera  toujours  de  la  forme  ^ ^  ^  û  11*  est  affiscté  da 

signe ,  +  et  de  la  forme ,  s'il  a  le  signé—.  Dans  le  premier  caSj 

n. 

M  ny  aura ,  si  n  est  impair ,  qu'un  nombre  de  fractions  sem« 

'X 

blables  à  la  précédente ,  mais  on  en  trouvera  de  plus  une  ayant  pour 


dénominateur  jr+ Il ,  et  par  conséquent  pour  numérateur 


(n*.  368). Dans  lesecond  cas,  si  «  est  pair ,  on  aura ,  fractions  de 

la  première  espèce,^  deux  dont  les  dénominateurs  seront  x-^a  et 

tf"*           ( — aY 
^+ â .  et  les  numérateurs  — — - ,  — ^ f-r-  ;  enfin  >  dansle  même 

cas ,  si  n  est  imp^r  t  on  trouvera fractions  dont  les  dénomiiuH 


second 


fW      *      X— tf 


/^x^dx 

D'après  ce  qui  précède  ^  Hutégration  del    ^^  ;  n'a  plus  aucune 

difficulté  ;  les  fractions  partielles  de  la  forme 

1         Xx  cos  (n — m—  i  )  ^— tf  cos  ( n^^m )^']dx 

«nMBM^MMi^  .       Il        ■  a I       I  I  II         II         --  ,1  — — ^ 

^fl'*"**^  X* 1  a  AT  COS  9  +  4* 

s'intégreront  en  faisant  jc-f-a  cosf  =  {,  et  en  les  comparant  à  Ui 
formule  du  n*.  36$,  qwi  donne  sur  le  champ 
±      c  ^   .^/ :     cos®cos(n — m — i)*.— -cos^/i— ^)a 

\  COSf/2-r/»— 1)0 1  y  JIP*— ai^^cos*  +  «^  +  ■    ■     ■         .  ■  ■  ■  iM^    > 

^"•'^'t      ^  '^  smp  . 

,  X — tfCOS^x 

X  aroi  tang = : .)  ; 

mais  il  est  facile  de  voir  que 

çosf  cos(/ï — OT-r-i)9  =  cos(«— m)^  4-sta9SÎn(/i-— ;» — Of  5 

substituant 


y 


sul^stituant  cette -valeur  dans  le  stcond  terme  dti  résultat  cî-deisus  y 
on  aura  ^ 

—  ■    .„     \  COS(/l /W— l)(p  1  V  X* XATCOSÇ  +  ^ 


X  arc  (  tang  = 


X  —  a  cos  ^ 


On  mettra  ensuite  dans  cette  formule  au  lieu  de  ^  ^  les  arcs 

ir    Xif    Kir  -  i^     4""     ^^ 

-,  —  ,—  ,  etc.  si  le  terme  tf*  est  positif,  et  les  arcs — ,  — ^,  — 9  ^^^ 
n     n     n  n      n      n 

«•il  est  négatif  (  »•;  167  )i  en  ayant  soyi  de  s'arrêter  au  multiple  de 
V  qui  précède  immédiatement  /ztt;  mais  si  n  est  impair ,  il  faudra  en- 
core ,  pour  avoir  Imtégralé  totale  de  la  différentielle  proposée,  ajouter 

à  la  somme  de  tous  les  résultats  obtenus ,  l'intégrale  de  — -zir^ZTZ^ 

jdans  le  premier  cas,  ou  celle  de'^  — — -  •  — r- ,  dans  le  second  :  enfia 

quand  n  sera  pair,  et  qu*en  même  tems  a*  sera  négatif,  le  dé* 
nominateur  x^  —  d"  ayant  alors  deux  facteurs  refis  ^  +  tf 
tXx — a^iX  faudra  ajouter  à  la  fois  les  deux  intégrales  dont  oa 
vient  de  parler. 

V 

374*  Ces  détails  suflisem  pour  faire  trouver  tous  les  termes 

m         X    CLX 

dont  rintégrale   I     ^  ■    ^  doit  être  composée ,  j'y  ajouterai  néan« 

^  ■  X.  1  11  <i         ** 

moins  encore  quelques  remarques.  Je  ferai  voir  d'abord. que  Tin* 
tégrile  de  la  fraction  partielle  qui  a  pour  dénominateur  le  facteur 
rationnel  du  premier  degré ,  se  trouve  comprise  dans  la  formule  gér 
nérale  donnée  plus  haut.  £n  effet  lorsque  n  est  impair,  et  que  «* 

est  positif^  en  poussant  la  suite  des  arcs  -:,  —,  —,  etc.  îosquà 

'.      n      n      n 

>—  ou  ^^  on  aura  alors  ^  =  ^r ,  cos  ^  =  —  i  et  sm  ^  =  o. 
jt       ' 

Faisant  ces  substitution^  dans  l'expression  dont  il  s'agit ,  le  terme 

cos  (/f-^m— ^  r  )  p\  Vx^-r^xax  cos  (p-^a^  devient 
cos(/ï — m — I  )'7rl  (x+a)  ou  zkzUx+a^  selon  qwe  »— /«— x 
Calcul  intigraU  D 


X 
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,est  un  nombre  pair  oa  impair.  Le  dernier  terme 

sîn(»  — w— i)»XarcYtang= -. -)   devient  constant; 


car  la  quantité  — — ^^^^  est  alors  ^^ ,  ou  infinie  ;  ainsi  elle 
^  asutf  ,  o 

tépond  à  un  arc  de  go*'  oa  à  -  ;  et  comme  à  la  suite  de  Kntégrale 

totale ,  on  doit  ajouter  une  constante  arbitraire ,  on  y  réunira  l'arc 
dont  on  vient  de  parler  ;    de  cette  manière  on   auia  seulement 

cfc — - —  \(x+a):  mais  il  ne  faudra  prendre  que  la  moitié  de 

ce  résultat  pour  s'accorder  avec  ce  qu'on  a  déjà  vu. 

Si  «•  est  négatif ,  l'arc  9  étant  de  la  forme  -î-^,  0/1  pourra  faire 
i  =  0 ,  il  en  résultera  cos  ^  =  i^  sin  ^  =  o ,  et  en  raisonnant  comme 
tout  -  à  -  l'heure ,  on  trouvera  *  ,  1  (  a: — «  ) ,  dont  il  ne  faudira 
prendre  que  la  moitié.  Enfin  lorsque ,  n  étant  pair,  **  sera  négatif, 

on  fera  i  =  o  et  i  =  - ,  et  on  aura  dans  la  première  hypothèse 

i 
cos  (f  =  i  ,sin  (p=o,  et  dansla  seconde,  cos (^=—i, et  an  ^=^0, 

et  on  tirera  de  là  les  deux  résultats  que  nous  venons  d'obtenir.    - 
Onpeut  donner  au tei»esin(«—;w—i)(p.arc^tang=--y^7^^ 

une  forme  telle  qu'il  devienne  nul ,  lorsque  sin  ^  =  o.   Pour  cela 

cos  f 
il  suffit  d*y  ajouter  Tare  constant,  dont  k  tangente  est  -^ 


sm^ 


changement  qui  ne  porte  que  sur  la  constante  arbitraire  ;  mais  on 

«U  .p..  ^  i.^J,y^^^±^:  1.  «—  ^  d«. 

.  ,      xsin^ 
arcs  précédons,  aura  donc  pour  tangente  la  quanute  ^^j^» 

Par  ce  moyen  le  terme  que  nous  considérons ,  deviendra 

3ip  (;.-;„_,)  ,.arc  (tang=  j^:^^^^  ) ,  et  sevano««a  ea 

même  tems  que  nn  f  • 


D    UNE      SEULE      V  A  Jt  l  A-B  l  Bê  tj 

57*f .  En*€k>iinattt  sucçesâyem^nt  à  >  les  valeuftfr^  f  ~»  ^>  etc. 

.  r  n    n     n 

lare  {/ï  —  /w--i-i)^  deviendru  . 

son  cosinus  et  son  sinus  se  changeront  successiveipent  en 
-cosif±il!:,    -cosli^±iil,    -cosil^dliil.etc. 

»  «         ^  n 

.   (/n+l)w  ..    3(/w.+  i)w^   '  ,     <f/n+iW 

.      sin — i-,         sm-LL_l_i^  sin  ^  '^     ^    /    ,etc.; 

.  «    •  »  «         \ 

«I  on  £iit  de  plus  «=:! ,  on  aura  pour  /-^ ,  c«tte  suite  de  tories 

COS  • iU-h  ly      i.**.-tirCOSV-H^J^ — C 1^ Jt:•^ — sm.  ■■-X 

.   9r 


:) 


>4^i.lZ.^x^?ii:±i2r^^+îdui^±0r'^ 


X  arct ~  taag 


n  n  n 

3^ 


/{ 


-icosîî=±±Ll/._„cos'±±±+,.+îsmi^±i> 


(  "^=  -^ — v  ) 

V.  I — xw$^    J 


«  n  n 


etc. 


qu'il  feudra  pousser  jusqu'au  multiple  qui  précède  «a,  et  on  aura 
ainsi  l'intégrale  totale ,  si  »  est  pair  j  nais  lorsqu'U  sera  impair ,  on 

ajoutera  le  terme  =tll(i+x), le  signe  +  ayant  lieu,  si  le  nombre 
w+ 1  est  impair,  et  le  signe  —  »  &i  ce  nombre  est  pair. 
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,    ,  .    iw    4w    6^  !•       j 

'Faisant  successivetneat  4»  égal  à  — ^,  — 9  — >  etc.,,  au  lieu  de 

n      n       n 

cos  (  n~r-m —  I  )  (p  et  sîn  (  n-^  /w  —  i  )  ^  ,  on  aura 


cos 


cos  ^^^ — "  ■      •  cos y  çtci 


n                                    n                                    n 
sia  -^-; — -^—  «        — sm :  1        —  sin ,  eic» 


et  il  viendra 


/. 


1/^    I — 4a:cos-^ '—+x* — $iti X 


1      4('n-+i>,|/,     ,   o^cl^^iil^ji.:^»— -sinl^^±i-^-:< 


'4,-cos--^- 1-1^     ^ — iJiccos : r^  — "iSin        -       ^^ 


X  arc  (    tang 


cefte'sidte  étant  continuée  jusqu'au  multiple  immédiatement 
inférieur  à  /^i  ;  si  le  nombre  n  est  impair  ,  on  ajoutera  le  terme 

+ll(:r~i),   et  s*a  est  pair,  les  deux  termes 
u 

4.£ir*-i)±-rC^+  i),,  te  signe-de  ce  derniet  dépendant 
«oome  d-dessus  ,  de  la  forme  du  nombre  «»+i^  bien  entend«_a«ssi  ,. 
^u^on  ajoutera ,.  dans  Tu*  «t  l^utte.  C3»  „  une  constante  arbitraire. 


D^  U  N  E      SEUlEVARIASiLE^  1^ 

îl  est  bon  d'observer  qu'on  pourra  délivrer  ces  formules  de 
sinus  et  de  cosinus,  dans  tous  les  cas  oii  l'équation  :c"±ir=:Oy 
sera  résoluble  indépendamment  de  la  division  du  cercle.   Je   ferai 

encore  remarquer  que  la  formule  I     \ 


,   se   ramené   imme- 


,  L  étant   un  coefficient  constant,  en 

-^J  ^=x. 

On  traiteroit  d'une  manière  semblable,  la  différentielle 

,  au  moyen  de&  facteurs  de  son  dénomî- 


x'"'—iarx''coS'^+a' 

nateur,  que  j'ai  donnés  n^.  172,  et   je   laisse  au   lecteur  le  soin 

d'effectuer  les  calculs. 

376,  Les  fonctions  irrationnelles  doivent  être  regardées  comme  d^sfonc^onsl»^ 
intégrées ,  toutes  les  fois  que  par  quelque  transformation  on  les  a  tionnelles» 
Tendues  rationnelles ,  ou  du  moins  lorsqu'on  les  a  ramenées  à  une 
suite  de  monômes  irrationnels  ;  car  alors  on  peut  y  appliquer  immé- 
diatement les  règles  précédentes» 

Proposons-nous  par  exemple T7=r^ —  ;  il  est  évident 

^+Vx 
qu'en  faisant  x:=i^,  toutes  le$  extractions  indiquées  s'effectuent  et  on 

,  tiiii±^I±>,  divisant  par  i+C,  il  vient 

.  I  -J-^     -1 

dont  l'intégrale  est 

r  r       l^       l^      ^      f 
-^  [  T~y"T+7~7+^~^'^  (tang-î)]+  ^^i^ 

et  remettant  pour  i  la  valeur  ^^x^  on  aura 

^\xi^x+\x^^x-^\v'l^+iX/^-^y/l^ 

yj'j.  La  première  espèce  de  fonctions  irrationnelles  dont  noua, 
allons  nous  occuper  ,    est   ceUe  qui  ne  renferme  que  le  radical 

\  A'\'Bx-\'Cx^  ^   et   qui  ne    saiiroît    avoir    que  l'une  ou  Pautve 
Aïs  formes  XdxV A^rBx-^Çx^  tx  __^^f_-.,  x  étant  une 


« 


Xdx 
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fonction  rationnelle  de  x.  Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  l'une 
de  ces  formes  rentre  dans  l'autre  ;  car  on  peut  écrire  la  première 
ainsi  qu'il  suit: 

V  A^'Bx-\^Cx'yi\^  A+Bx'\'Cx*     X(ji+Bx+Cx*)dx 

et  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction  rationnelle. 
Âvanf    d'indiquer    les    moyens    de    rendre    rationnelle  ,   p^r 

rapport  k  x  y  l'expression  \^ji  +  Bx+  Cx^ ,    nous   mettrons   la 

À       B 
quantité  A+Bx+Cx^^  sous  la  forme  C  (  ^  +  -r;  ^ -^  ^*  )» 

A  B 

et  faisant  ^  pour  abréger  £*=  >*,  —  =  « ,  --^  =  ^B  ^  il  en  résultera 

c  c 


V^A  +  Bx+Cx^  =f^X/<t+  fix  +  x\ 
Cela  posé,   nous  ferons   V^fit+j8Ar+Ar*=y+{i  en  élevant  au 

quarré ,  il  viendra  «+/8A:=i:r^4.^%  ce  qui  donnera  *=  ~-^  ,  d'oïl 

V^A+Bx^Cx'=:y{x  +  0=y(    T/i.^^    )• 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs,   on    changera   la   £fférentielle 
Xdx 

\/jH.£x4-  Cx*  ♦  ^°  '"**  *"*'*  "^^  ^*  forme  Z«/^,  Z  étant  une 

fonction  rationnelle  de  ^ ,  et  réelle  tant  que  C  sera  positif;  mais  si  C 
étoit  négatif ,  y  deviendroit  imaginaire  et  la  transformée  pourroit  le 
devenir  aussi« 

Dans  ce  cas,  on  auroit  V A-^-Bx — Cx^ ^  et  faisant   C  =  >*, 
—  =  * ,  -— -=  )3,il  viendroit  y  ^«t+j8x — x^.  La  quantité  x^^—fLx — « , 

peut  toujours  se  décompose^  en  facteurs  réels  du  premier  degré  ; 
représentons -les   par   x  — ^  et   x  —  a' \   il   est   évident   que 
jt + j8  jc— :t:»=— .(  X* — /3  x — *  )  =  (  x— tf  )  (  4' — x  ).  Posons  ensuite 

i/(xt-^4)(a' — x)r=(a:— 'tf);;;;  en  élevant  au  quarré  les  deux 
membres  de  cette  équation ,  elle  deviendra  divisible  par  x — 4  ^ 


N 


J>'  U  N  E      S^E  U  L  E      VA  R  J  A  M  L  £.  3I 

et  nous  aurons  a' —  at  =  {x  —  ^  )  {*,  d*oîi  nous  tirerons 


valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  différentielle  proposée* 

.  •  dx 

378.  Prenons  d*abord  pour  exemple  la  différentielle  >■-■ ; 

VA+Bx+Cx^ 

—1  Zd7 

la  première  des  transformations  précédentes  donnera  —z —     \\ 
dont  Pintégralc  spt l(i{ — i8)+  const.  remettant  pour  {  sa 

y 

valeur  —rx  +  Va  +  lix+x^  tt  pour  a^  fi  et  7  les  quantités  qullsf 
représentent  9  il  viendra 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

--^^[-■;^ç-'\^C+\/A+3x+Cxq+\-±^  +  conse.    - 

En  réunissant  les  termes  constans  et  en  observant  que  le  radical  ^C 
est  susc^tible  du  signe  =b^  on  aura 

379,  Soit  «our  second  exemple  ^  en    faisant 

Vj4+Bx—Cx^ 

usage    de    la   dernière   transformation    du    n"**    377  j    on   aura 

X  dz  3t 

-v-T--^'— r  9  d<>nt  llntégrale  est  -  arc  (  tang  =  <  )  +  comt.   &ibsti- 

tuant  au  lieu  de  ç  sa  valeur  ,    tirée  de  Téquatioii 

€L — x  =  (Ar — tf)^*,et  mettant  j/^  pour  7,  on  obtiendra 

r      dx  2        X        VT^x^ 

\.  ===== — :  >arc  r  tang=     _^ 1  +  co/wiw 

4  et  a'  étant  les  radnes  de  Téquation  *• — ^  a: p-  =  a 
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Supposons  qu'on   ait  -rf  =  i?  =  i  ,  et  jB  =  o  ;   la   diflFércntîclie 

dx 
proposée  devient  dans  ce   cas  particulier      itj:  ,  et  la  formule 

V  i  —  X*' 


précédente  donne  pour  son  intégrale 

—  2  .  arc  (  tang  =  — )+  const;  car  à  ^  a'  étant  alors  les 

Vi+x 

racines  de  jc* — i  =  o ,  il  faut  prendre  tf  =  —  i  et  tf'=  i ,  pour  ne 
pas  tomber  dans  Timaginaire.  Je   vais  montrer   que  ce  résultat 

4x 
revient  à  Tare  dont  le  sinus  =  at  ,  et  dont  on  sait  que     . ; 

exprime  la  différentielle  (  n"*.  23  )  ;  pour  cela  je  rappellerai  que 

d'après  les  formules  trigonométriques  tang  x  A  •=^ —  9 

d'où  il  suit  que  Tare  double  de  celui  qui  est  indiqué  dans  la  for- 


i/ 1  — —  A**  l 

mule  précédente ,  a  pour  tangente  ,  et  que  par  conse« 

X 

X 

quent ,  il  est  le  complément  de  Tare ,  dont     ■   '  ■    ■    :   seroit    la 

•    tangente   et  x  le  sinus.    Nommant  donc  s  ce  dernier,   on  aura 

/^     àx                    9r  f^         % 
r=.s Jir'çonst.^  comprenant  Tare  — —  dans  la  cons« 
|/l— jr»                X                            ^  % 

/\      dx 
,       ■     ■  =^  J  +  consu 
V^i—x^     . 

•    Tobserverai  qu*on  peut  ramener  immédiatement  la  différentielle 

^  dx  ,      dx 

■>  '  '   —  =  -.  ,  à  celle  d*ui|  arc  de  cercl  ; 

VA  +  Jîr— CV       yV<t  +  lix—x* 

car  en  faisant   d'abord*  x  —  ^  =  r ,  on  aura  —  —  ; 

du 

posant  ensuite  *+ jiô*  =  g*  et  i^sugUy  on  trouvera  -^ —  i 

dont  l'intégrale  est  y.  arc  (  sin  =  /^  )  +  const. 

Npus  ne  quitterons  point  ce  sujet  sans  montrer  comment  l'in- 

tégration 


/ 
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tégration  conduit  aux  expressions  imaginaires  du  sinus  et  du  CQ- 
sinus  données  dans  le  n"*.  38  de  l'Introduction.  On  sait ,  indépendam« 
ment  des  séries  ^  que  quand  xz=z%ms^om.dx=^ds  cos  «^  (  n"".  93  )  ^ 

^  •»■■  ,  a  X 

et  comme  alors  cos5  =  V  i — x^ ^  il  eh  résulte  ^5  =  --; — =•  ; 

en  coipparant  cette   formule   avec  —       ■     ■    ,  on  trouve 

A=zi^      -ff  =  o ,      C*=  —  I  ,      et  rintégrale  générale  devient 

— y  \(  XY—i  +  y  1 X^)  +  C0nSt.  y 

on  en  conclura  donc  *=■ —       ■  1(cosj4-  v — i  sin5)+  cons't, 

y^  —  i 

Mais  lorsqu'on  suppose  s=o  ^  on  a  en  même  tems  sin  ^=0  ^  cos  s=t 
et  1 1  =  o  i  il  résulte  de  là ,  o=^const.  et  l'équation  ci^dessus  donne 

dtisV — i=l(cos5±V — i.sini  )  ,  puisque  le  radical  v — i 
emporte  avec  lui  le  double  signe  rfc. 

380.  C'est  en  général  du  oTombre  de  termes  compris  sous  le 
radical ,  que  dépend  la  complication  des  difFérentielIes  irrationnelles , 
et  la  difficulté  à^  les  intégrer  ;  pour  nous  occuper  d'abord  des  cas 
les  plus  amples ,  nous  traiterons  premièrement  celles  dans  lesquelles 
la  qus^ntité  irrationnelle  n'a  que  deux  termes. 

Soit  la  différentielle  Xdx  {a+ix)'i^ ^  X  étant  une  fonction 
rationnelle  quelconque  de  ;i:  ;  oA  fera  (  ^  +  ^  jc)«  =;f,  et  on  aura 

X  =        ■   ydxz=i  -^^^-- — i.  En  y  substituant  ces  valeurs ,  la  fonc- 
b  b 

tion  X  se  changera  dan$  une  fonction  rationnelle  ^q  [$  que  nous 

fi 
désignerons  par  Z;  la  différentielle  proposée  deviendra  ^^^"-^^^Vç, 

et  Vîntégrera  par  les  méthodes  relatives  aux  fonctions  rationnelles. 

Il  faut  observer  que  cette  transformation  conduit  en  général  à 
intégrer  ime  différentielle  Vdx  ^  V  étant  composé  comme  on 
voudra  ,  mais  cependant  d'une  manière  rationnelle ,  djes  quantités  x 

m 

M  {^a-^-hxy^.  En  effets  les  substitutions  indiquées  ci-dessuis  chan- 
Calcul  intigraU  £  ' 
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geront  F  en  une  fonction  rationnelle  de  { ^  et  on  aura  à  int^er 

Enfin,   si   on  avoît    à   intégrer 

i  désignant  une  fonction  rationnelle  quelconque  des  quantités  com- 
prises dans  la  grande  parenthèse ,  on  la  rendroit  rationnelle  par  rap^ 
port  à  ;[,  en  faisant  a-^-hx-^z^'-.  Pour  fixer  les  idées,  ne  sup- 
posons que  trois  irrationnelles  ;  il  viendra 

b       *  b         *  - 

et  la  difêrentielle  proposée  se  changera  en 

J  l    b    '    ^  '    ^  '    ^  r       b 

résultat  qui ,  par  l'hypothèse ,  est  rationnel  par  rapport  à  ç/ 
Prenons  «pour  exemple  la  différentielle   - 

xdx  xdx 

d'après  la  formule  ci- dessus  il  faudra  feire  i  +  Ar=: j^  •  *=:[ ® ,  et  il 

viendra  ^^^''^^^''^^'^  =— é^tCt'  +  t^+t'  +  t'+t^+c')  ^  €»  în- 

I — î 
tégrant  on  trouvera  —  (f {*  +  \^  +  î*+7î'+  fî'  +  f  î' )  +  ^^^^^^ 

remettant  ensuite  pour  i  sa  valeur  \/ 1  -f  jr ,  on  aura  Tintégcale  de- 
mandée. 

381.  Passons  à  un  cas  plus  compliqué  ;   soit  à  intégrer 


m 


X  dxl--: — -7-)  :  nous  ferons  —■ — rr-=A  ce  qui  donnera 

\a!'\-b'xJ  à^Vx      ^'         ^ 

(a  +  bx^a^  *     ,  .A        #         • 

-7 — -T-jj.ziijf'",  et  on  aura,  en  vertu  de  la  première  équation, 
tf  -f-  r  xy 

'^  ^—\^  ._n{ba'-ab')[-^dji 

b\^—b'  (*V— *)• 

En  mettant  au  lieu  de  :r  et  de  ^  :r  ces  valeurs ,  la   différentielle 

n(ba'—ab')Zf^-'dT       ^     .    . 
proposée  prendra  la  forme  —^ jrr^ — rv; 9    ^    étant  une 

{^bi—b) 
fraction  rationnelle  de  Z. 
Dans  le  cas  actuel,  comme  dans  le  précédent,  la  même  trans- 
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formadoB  rendroit  rationoelle  «  par  rappon  à  {»  toute  difFérenti«Ue 

qui  le  scroît  par  rapport  aux  quantités  x  et  ■  ,      ,  . 
Enfin  si  on  avoit 


f  désignant  une  fonction  rationnelle  des  quantités  indiquées ,  on  la  ren« 

4  -j-  bx 
droit  rationnelle  par  rapport  à  i\  en  posant  ■   '  ^/   =  ^"^». 

581.  Le  succès  de  la  transformation  dans  ce   dernier  exemple 

est  dû  à  ce  que  les  irrationnalités  ne   portent  que  sur  la  même 

quantité }  il  n  aur<Mt  pas  été  le  même  si  Ton  s  etoit  proposé  d!in- 

dx  '    . 

tégrer  — ■ — ;        -;   mais  alors ,  en  multipliant  les  deux 

termes  de    cette   fraction   par    v  1  +  ^^j{^Vi — x%  k  dénomina- 

dxV^  1+  x^-^dxv  i — X* 

teur  devient  rationnel ,  et  le  résultat  ,— se 

XX* 


Jx\^i+x^       dxV^i 


x^ 


partage  en  deux  parties -^ et  ^ — ->  dont  chacune 

X  •♦  2  X 

peut  devenir  rationnelle  par  une  substitution  particulière.  Une  des 
plus  commodes  est  de  faire  pour  la  première  V'i+x'={x^  et 
pour  la  seconde  r  I — x*=szuxi  on  trouve  alors  x:^ — == 

et  *  =  — — -  ,  et  11  vient  à  intégrer        ^    ^ 


dxViJ^x*      dx^i X* 

JTobserverai  d'ailleurs  que  les  différentielles  ^ et ; — - 

^  XX*  XX* 

se  rapportent  k  celle  qui  a  été  traitée  dans   les   n""*  377  et  suiv. 
On  trouyeroit  après  les  opérations  et  les  réductions  convenables 

--  ^arcCtang=--^^ — ^"N  +  const. 
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383.  Ce  que  nous  venons  de  pratiquer  sur  un  exemple  parti- 
culier ,  s'étend  à  un  très^grand  nombre  de  cas ,  et  repose  sur  cette 
remarque,  qui  doit  «voir  été  faite  par  ceux  qui  connoissent  à  fond 
la  théorie  des  équations  ;  c'est  qu'il  existe  un  facteur  par  lequel  ,*  en 
multipliant  une  quantité  irrationnelle ,  op  peut  la  rendre  rationnelle. 
En  effet,  une  expression  irrationnelle  peut  toujours  être  regardée 
comme  la  racine  d'une  équation  algébrique  qu'on  obtiendroit  en 
égalant  cette  expression  à  une  inconnue  et  en  faisant  disparoître 
ensuite  les  radicaux  de  la  manière  la  plus  simple  ;  une  fois  parvenu 
à  l'équation  dont  nous  parlons ,  soa  dernier  terme  qui  sera  délivré 
de  radicaux,  étant  divisé  par  l'expression  proposée,  donnera  le 
facteur  cherché.  Ce  procédé ,  quoique  fondé  sur  la  nature  de  la 
chose ,  peut  conduire  beaucoup  pjus  loin  qu'il  ne  faut  ;  l'exemple 
suivant  nous  offrira  l'occasion  d'en  indiquer  un  autre  plus  commode 
et  plus  simple» 

Soit  —  ^.  ^  ;   je  remarque  qu'un  radical  quarré  est 

susceptible  de  deux  Valeurs,  et  qu'un  radical  cube  en  a  trois; 
car  en  nommant  «  et  /3  les  deux   racines   imaginaires   de  l'équa- 

tion  u^  —  1=0,  on  a  V  A^=^A  ^  ou  =Aa  ou  A^  :  combi- 
nant successivement  chacune  de  ces  valeurs  avec  celles  que  peut 
prendre  le  radical  quarré ,  on  obtiendra  pour  le  dénominateur  de  la 
fraction  proposée ,  les  trois  formes  suivantes 

^^  a+x — \^a — AT,     tî/a-^-x — Va — x,     js'^T+^c — \^  a — Jtr% 

\/a-^x+Va—x^     d^a—x+Va—x^     fiV  a  +  x-^V^a—x\ 
En  faisant  le  produit  de  ces  quantités,  et  en  observant  que 

on  trouverai  un  résultat  délivré  de  radicaux.   Il  suit  donc  de  là: 

,  t.  .7 

que  si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  proposée  par 
le  produit  des  cinq  derniers  facteurs,  on  parviendra  à  un  déno- 
minateur réel  ;  les  irrationnelles  se  trouvant  transportées  au  numé- 
rateur ,'  on  pourra  partager  celui  -  ci  en  autant  de  parties  qu'il  f 
aura  de  radicaux  différens ,  et  traiter  chacune  en  particuUer.  • 

Je  ne  dissimulerai  point  que  ce  moyen  est  assez  compliqué ,  et 
que  l'habitude  de  l'analyse  peut  souvent  faire  trouver  des  transr 
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formations  heureuses  qui  conduiront  au  but,  d'une  mâniète » plusf , 
simple  ;  cependant  j'ai  voulu  saisir  Toccasion  d'indiquer  aux  lecteurs 
attentifs  un  procédé  pour  faire  disparoître  les  radicaux ,  qui  n'a 
point  encore  passé  dans  les  livres  élémentaires.  Il  est  facile  de 
l'appliquer  à  telle  expression  qu'on  voudra ,  en  affectant  successi- 
vement les  radicaux  d'un  degré  quelconque  n  de  toutes  les  racines 
de  J'équation  li" — \  ==0.  On  voit  aussi  qu'en  égalant  à  une  même 
inconnue  ,  les  àifférentes  formes  que  prendra  l'expression  pro- 
posée, on  formera  l'équation  rationnelle  dont  elle  dépend,  d'une 
manière  analogue. à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"".'  160. 

384.  Si  la  différentielle  proposée  ne .  renfermoit  que  deux  irra- 
tionnelles de  la  forme  Va  +  *a:  et  V al  ^  Vx  ,  on  pourroit  l'en 
débarrasser  enposant  ^  +  *x=r(y-jç^'jt]^r*;  car  il  viéndroit' 

a— Je     -/ r-     tVar—ba!     ^--^—rr     V  ah'—ba' 

xr= .   V  a'\'bx=z ■■  -  \     Va'+bx=z — — 

b'i^—b'  Vb't^—b  Vb'e  —  b 

et  au  moyen  de  ces  valeurs  ,  on  parviendroit  à  un  résultat  qui  ne 

çontiendroit  plus  que  Tirrationnelle  V b' t^ — b  qu'on  feroît  dispa- 
iroître  par  line  nouvelle  transformation. 

385.  Nous  dWotis  nous  occuper  maintenant  de  la  différentielle 

L' 
x'^^dx  (  tf  +  ^-ît"  )  f ,  dans  laquelle  nous  supposerons  que  m  et  n  sont 

des  nombres  entiers ,  ce  qui  n'en  diminuera  point  la  généralité. 

Si  on  a  voit,  par  exemple'^  x     dx{a+bx^)9yOnkroit  x=i^j 

p 
d'où  il  résulteroit  6:^d[  (^a-^-b^^^.  On  peut  aussi  regarder  n  comme 

essentieltement  positive ,  parce  que  dans  le  cas  oii  on  auroit 

x'^^dx{a'\-  bx-^y  ^  on  supposeroit  ^  =  -,  et  il  viendroît 

l 

Cherchons  dans  quel  cas  x"^^ d x  {a -\' b  :}^y  ^  ^ç\\t  devenir  ration- 

p 
nelle.  Sôit  a+*A:"=:f?,  en  sorte  qu'on  ait  {a-^^bx'^y—f^  on  trouvera 

b     *    •      ^    b    J    *^  nb^  b 
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ta  diâSirentieUe-  proposée  deviendra  par-là 


h^''<^y"' 


et  on  voit  qu'elle  sera  rationnelle  toutes  les  fois  que  —  sera  un 

n 

nombre  entier. 

Il  existe  encore  d'autres  cas  oii  elle  peut  le  devenir,  et  nous  let 
déterminerons  en  faisant  ^  +  ^  x^=  y^tfi  ;  nous  aurons 


a:*=: -.  Jt" 


— q  a^u     du 

im.  w 


ifi — b  ^  ^^  "»  . 

et  à  cautfe  de  (4*  +  f  ji;:')^  = ,  il  viendra  à  intégrer 

m  .p 


m  .  /» 


nz 


résultat  qui  sera  rationnel  si (•  -  est  un  nombre  entier  ;  d'oà  il 

u       q 

suit  que  la  diflferentielle  x'^^dx^aJ^hot^)^    deviendra    rationnelle 

lorsque  l'un  des  deux  nombres  —  et 1-  -  sera  entier, 

n         n       q  , 

On   peut  voir  qu'il  n'existe  pas  d'autres  transformations   que 

les  précédentes  qui  puissent  la  rendre  telle ,  et  j'observerai  que  la 

dernière  peut  se  déduire  de  la  première;  car,  on  a 


x^ 


mais  on  peut  donner  à  la  quantité  (tf+A:c*)ïIa  forme  (  a  or*  +  b  )î, 
pourvu  qu'on  la  multiplie  par  x  ^  ,  et  on  aura  alors 

x'^'dx  (  tf  +  i  jc"  )?  =  x'^'^^dxCb  +  a  x'^)u 


Si  maintenant  on  fait  m^  —:=m\'^n=^n'^  on  verra  d'après  la 
première  transformation  >  que  la  formule  proposée  ne  peut  devenir 
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m' 

rationnelle  dans  ce  fiouvel  état  ^  que  lorsque-^  sera  un  nombre  entier  > 

n 
m     p 

OU,  ce  qui  revient   au  même^  lorsque  • — 1-->  en  sera  un;  on 

71         ^ 

np 
passera  donc  d'un  résultat  à  l'autre,  en  changeant  m  en  /7z-| , 

n  tvi  —  Tiy  h  en  ^ ,  et  tf  en  ^. 

j8é.  Nous  traiterons  encore  la  fonction  Xdx{x'{'  V  1  +  :i;*)',à 
ctose  du  rapport  qu'elle  a  avec  celles  dont  nous  nous  sommes  oc- . 
cupés  dans  les  n*^.  précédens.  On  la  rendra  rationnelle  en  faisant 

:r  4.  r  I  +x*=«^,  ce  qui  donne  0:== ,<&==-i —^ . 

Les  mêmes  substitutions  réussiroient  encore  quand  la  fonction  X 
renfermeroit  V  i  +  x%  pourvu  qu'elle  soit  rationnelle  par  rapport 

à  ce  radical,  puisqu'on  a  k  i  +;c*  =  «*— jc  = 

387.  Puisqu'il  n'est  pas  possible  iL'intégrer  en  général  la  formule 

/x"'~'^^(tf+*-«"")^,  l'idée  qui  se  présente  d'abord,  est  de  cher- 
cher à  la  réduire  aux  cas  les  plus  simples  qu'elle  peut  renfermer , 

comme  nous  avons  fait  n^  367 ,  à  l'égard  de  j   \    ^         que  nous 


tt'4- 1 


avons 


/i 


remarque  du  n%  361 ,  en  vertu  de  laquelle  on  ^  fudv^=^uv-^fvdui 

p 
car  si  on  décompose  la  quantité  jc"^*rfjf  (tf+i:c")^^  en  deux  fac- 
teurs, dont  Fun  pouvant  s'intégrer  soit  représenté  par  ^r,  et 
l'autre  par  i<,  on  fera  dépendre  l'intégration  de  la  formule  pro- 
posée de  celle  de  fvdu  qui ,  dans  certains  cas ,  sera  plus  simple  que 
la  proposée ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Parmi  les  diverses  manières  dont  on  peut  décomposer  la  diffé- 
rentielle x'^-'dx {a-\- b x"")^' ^Ti  facteurs,  celle  qui  s'offre  la  pre- 
mière,   consiste  à    faire    x^^^dxc=dv  ^  ce  qui  donne  v=  —  i 
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p  pnb  -C  — » 

il  eh  résulte  u={a-\'b^y  ,  duz=z  £ — jc*-' (tf+*x:")«      et 

/x^'dx(a + **")?=—  (a + i3^)9-J—  fx''+^'d  x(a + bx^)ï    . . .  (I)i 

Cette  formule  nous  donne  déjà  une  réduction  bien  remarquable , 
mais  on  arrivera  encore  à  quelque  chose  de  plus  simple,  en  observant 

que  puisque  ( a+bx^)f  =  {a+bx^y    * (n+bx"")  on  a 

fx'"-'dx(a+bx^)9z=afx'^'dx{a+bx^y  '+b/x'^t^'dx(a+bx)^(ay, 

substituant  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 

» 

dente,   et  tirant  du  résultat  la  valeur    de  /x'^'^^^ dx {aJ^bx^y 
comme  celle  d^une  inconnue ,  on  obtiendra 

'  — (tf  +  bx^)i^afxr-'dx{a+bx^y'^'^ 

P  P  P 

Si,  pour  pins  de  simplicité ,  on  écrit  -  au  lieu  de-  —  iet-+  i; 

q  9        '        1 

•  P  I         • 

au  lieu  de  - 1  et  qu'on  réduise  tous  les.  termes  au  même  denomi« 

nateur,  il  viendra 

.  «^,   .,  ;        r     x^     qx''(a^bx'')l'^^—aqmrx'^'dx(a^bxry     ,  . 

b^qm-^-pn-^-qn) 
mettant  encore  m  à  la  place  de  m-f/t,  et  par  conséquent  m-^n  à 
Celle  de  m,  on  aura 

b(^qm  -{•  pn) 

Il  est  aisé  de  voir  que  puisqu'on  peut  ramener  Tintégration  de 

p  p 

/x'^-'dx{a+bx^)q  à  celle  de  /x'^-^-'dx  (a+bx^^y^  on  ramènera 

p, 
aussi  cette  dernière  à  celle  fx'^'^^^^dx  (a+bx*  )j  en  écrivant  m — n^ 

à  la  place  de  m^  dans  Téquatlon  (JI)  ;  puis  changeant  encore  m 

en   772  —  xn  y   dans    cette  même   équation ,    elle    fera    connoitre 

/;ç'"-*"-"'</jc(^+  bx'^y  au  moyen de/Ar'"'^"-"VAr(<ï+  bx^)  et  ainsi  de  suite: 

on 
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E+» 


(I.)   A— /+^*)"=-- M^T+^T) — ■ 


v.)A--i»'+*f>= 


.)  /«""'«i-Ci — l)By+»/>)j 


^        f *"-"  (iï + *x")î  ■^— (m— n)^/*"-"— «f*(<z + **")*  "^ 


*«(/»+y) 


q'{m—-n)..,,{m  —  în)fx''^*''-*dx(a+ix^^i 


a'a'i  m 


l>\mq-^np^. . .  .(/nj — ('"""  ')  «f +»/') 


— «»f — «jp)*^"**  "  \      l^*(mq 


VIII.)A-^'l . .  («^j;,) 


] 


+ 


^«p*— 


•^fm^^q^mifn — nj  •  •  •  (/w — in) 


IX.)  f- 

I 


C4, 


\ 
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en  aura 


J» 
et  en  général, 

p 

la  lettre  i  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
.  Substituant  la  première  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (  II  )  ; 
puis  ta  seconde ,  puis  chacune  des  suîvanto ,  oh  obtiendra  !• 
résultat  (VII)  du  tableau  ci -joint.  Il  faudra  dans  le  dernier 
terme  prendre  le  signe  supérieur ,  si  i  est  impair,  et  le  signe  infé« 
rieur  5  s'il  est  pair. 

Il  est  aisé  de  voir  que  toutes  les  fois  que  m  sera  un  multiple 
de/t^  on  rencontrera  un  terme  pour  lequel  m — x/z=o;  laquan- 

ûxé  J  x""^^^^  d  X  (  tf  4-  */^)?  qui  est  multipliée  par  ce  facteur ,  dispa- 

rôîtra;  la  série  (VII)  sera  donc  entièrement  délivrée  du  signe /,  et 

p 
on  aura  ainsi  l'intégrale  i^Jo^^^dx  (  tf + *;t")»  :  ce  résultat  s'accorde 

avec  ce  qu!on  a  vu  dans  le  n"".  385. 

388.  Reprenons  l'équation  (^à)  du  n\  précédent  » 

fx'^'dxtaJr bx^)î=afx'^-'dx(a+bx^'^'^+bfx'^-'dx(a+  *jc^)?*-  ,' 

p  .^ 
et  mettons  pour /r"+*r"^;t:(tf4-*jt")?  *la  valeur  que  donne  l'équa- 

tioo  (b) ,  il  viendra 

qm+pn 
Çakul  intégral.  F 


<  \, 


4Î       Cn.l.  Il^TEGRÂTION  DES  FONCTIOTTS 

En  substituant 1  à  la  place  de  -,  dans  cette  é^quatioo ,  on  ob- 

tiendra  Jx'^'dx  (  ^  +  *  jc"  )ï  \  au  moyen  de/x"*-'ir(4+  bxr)^  "", 
et  ainsi  de  proche  en  proche  9  jusqu'à  ce  que  toutes  les  unités  qui 

pourroient  etke  contenues  dans  le  nombre  fractiontiaire  -  •   soient 

cpuîséfis. 

189.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les 

nombres  m^  n  tt  -,  étoient  positifs ,  nous  allons  indiquer  main- 

7 

tenant  ce  qu'il  faudroit  faire  s'ils  étoient  négatifs. 

Supposons   d'abord   que  m   soit  affectée  du  signe  — .  Dans  ce  ^ 
cas,  on  renverseroit  Péquation  (c),  pour  en  tirer  la  valeur  de 

p 
fx^-^dx{a^b:(^)9^  et  mettant  par-tout  — m  au  lieu  de  /»,  il 

viendroit (IV) 

En  écrivant  dans  cette  formule  —  m-f  n ,  au  Ueu  de  m ,  on  trouvera 

p  '  p 

f  x-'^'^'dx  {a-^-b^^ y^  par  le  moyen  de  /x-"«»+»»-» dx(a+bx^"]^^ 

et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  donnera  la  formule  (  VHI  )  du  tableau ,  dans 


laquelle  l'intégrale  cherchée  dépendra  de/x'^^''^'*^^dx(a+b^)9  ^] 
Le  jfacteur  /;;; — inq — npj  qui  multiplie  cette  expression,  s'évanouira,  si 

tnqi^^fip        TU       p 
qn  n        q 

or  comme  i  est  un  nombre  entier  ^  il  faudra  que —  «n  soit 

q         Ti 

un  aussi  :  cette  condition  étant  remplie ,  on  obtiendra  l'intégrale  de 

p 

/x-'^^dx{a+bx''y. 

Si  m  et  n  étoient  négatives,  mais  que  m  fût  plus  grand  que  n^ 
il  faudroit  se  servir  de  la  formule  Cil)  ,  en  y  changeant  /w  en  — m^^ 
et  n  en  — n. 


'    • 


DUNE      S  E  V  L  E      VARIABLE.  4) 

Lorsque  -  sera  un  nombre  négatif,  on  renversera  l'équation  (111} , 


en  prenant  la  valeur  de /*"-V*(4+*a*)?~*,eticrivant  ensuite 

(V) 


P  P 

—  -  +  I  au  lieu  de  - ,  il  Tiendra 


■■^  •-< 


(^mq  +  nq—np)f3i^'Jx(a+t3^)f 

'    Si  on  fait  «—1=0,  »=t,  f=i,  rf  =  j3»et  *  =  i,  on 
trouvera  un  résultat  semblable  à  l'équation  (  <»  )  du  n».  367. 
390.   Nous^  aurions  pu   décomposer  aussi   la    différentielle 

***'**(*+**")',  dans  les   deuiç  acteurs   suivanst   x*^  et 


«*-»  dx[^a.\.  h  n^^t  i   il  est  aisé   de   reconnoître  ,   en   faisant 
*+***=l»  <ï»e  le  second  est  int^rable  immédiatement ,  et  qull 

donne    - — i. —  ;  désignant  donc  ce  résultat  par  v ,  et 

pellant  u  l'autre  facteur,  *■-•,  nous  aurons 


n^(P  +  l) 


—  * 


e+i 


...(yi).' 


Cette  équation  q»ii  ofee  encore  une  nouvelle  réduction ,  conduiroit 
h  l'équation  (II),  si  on  décomposoit  (tf+^x'iif^en  \ 

(«  +  **)»  X  (tf  +  *Jf")  comme  dans  te  n*».  '387. 

Pour  faciliter  Yusage  de«  formules  précédentes,  je  les  4, réunies 
dans  le  tableau  de  la  page  40. 

391.  Avant  d'appliquer  ces  formules  à  quelques  exemples,  je 
▼ats  £ûre  remarquer  certains  cas,  dans  lesquels  leurs  dénomina- 
teurs deviennent  nuls.  Cela  arrive  pour  les  formules  (I)  et  (IV),; 

F  » 
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p  p 

lorsque  mj=:zo\  fx'^^dx^a^bx'')!^   A  J xr"^^ dx{a -{' b>^y^ 

/  •  •  -  ^dx  •£ 

se  réduisent  alors  à  1  —  (  tf +i;t")^.  En  faisant  tf+*:i:"=^%comme 

dans  le  n^.jSj,  il  rient  à  intégrer  ^^7 y* 

Le  dénominateur  de  la  formule  (II)  s'évanouit  par  la  suppo^ 
sition  de  ^  =  0,   ou  parcelle  de  /tzj 4-/2/^  =  0.  .Par  la  première 

on,  awra  seulement  à  intégrer  aijx'^^dx^  la  seconde  donne 
p  m  ^^ 

-= ,  et  il  en  résulte /:r"^'4/r(tf+^a?'*)   «;  cette  intégrale 

y.  »      , 

se  ramène  aux  fonctions  rationnelles,  en  faisant  a\  bod'tss.od'xi' ^ 

ic^'^^^du 
transformation  d'après  laquelle  il  vient  — — -^ — 7— • 

Ceci  s'applique  également  à  la  formule  (III),  dont   le   dénO« 
minateur  devient  mil,  lorsque  mq+np  =  o. 
H^  Quand  on  a  /*— ^  =  0,  ou  /z^o,  ou^  =  0  9  le  dénominateur 

de  la  formule  (V)  s'évanouit;  mais  /A:'*^Wjr(i2+*ji:'')*, devient 
rationnelle  dans  le  premier  et  le  secoi»!  cas ,  et  dans  le  troisièâie^ 
elle  se  change  en  un  monôme. 

Le  dénominateur  de  la  formule  (VI)  s'évanouit  de  trois  manières^ 
savoir  quand  n  =  o^  quand  b  =  Oy  et  quand  /;-4-^=:o.  Les  deux 
premiers  cas  rentrent  Tun  dans  l'autre,  parce  que  dans  tous  deux^ 

le  facteur  {a  +  bx'')i  devient  constant,  et  l'on  a  seulement  à  in- 

' 7-7^  ,  différen- 

[^a-^-bx  J 

tielle  qui  se  rapporte  atix  fractions  rationnelles. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  les  diverses  exceptions .  que 

souf&ent  les  formules  que  nous  venons  d'examiner ,  ne  portent  que 

sur  des  cas  oh  l'intégration  s'exécute  facilement. 

f^x^^^^dx  . 

392.  Soit  la  formule  /  -,   m  étant  un,  nombre  entier 

•/   K    I  —r-  :«?* 

positif;  on' trouve  par  la  formule  (II)  ,   en  y  faisant  .tf=ij 

p  X  ' 

i=— I,    n  —  Xy    -=-*—, 

^  q  X 


d'une    srvle    V  a  ».  j as  I.  Et        45, 

écrivons  m  au  lieu  de  m — i  et  nous  aurons 

.  • 

Jîoftnons  successivement  â  ib  dificrentes  valeurs ,  en  commençant 
pour  les  nombres  impairs.;  nous  aurons 

y"*     Xdx  y r- 

77=:  =  —»'   i -^  xr -iç- const. 


J  V  X  —  x\  6  ■       '     nj  ^ 


a:V 


JC'. 


^d 


.*•.  - 


On  tirera  de. là 


:i;*4'  <^Ar^> 


y  t—x*        M      3«î      ^'i'V     ■  ■ 

€tc. 

La  loi  4ç  ces  TakuH  «st  év^i^wt»;  'et.ea  désignant  par  .ir+ 1  un 
nombre  impair  quelconque,  on  construira  la  formule.  (IX)  -du 
tableau.  J'observerai  qu'on  Va.  déduiroit  immédiatement  de  la  for- 
mule (  VH),  éft  faisant  m--t=i:xr  +  if  et  en  réduisant  le  coeffi- 
cient de  chaque  ttnne  à  sa  plus  simple  écpression. 


a6      CH.  I.  iNTéGkÂTIÙN  2>ÉS  FÔNÇTIVlfS 

^  s,  I 

Passons  mdntenant  aux  valeurs  paires  de  m.  En   supposant 
x«=:2,  m==4,  /«^=:6^  etc.  on  trouve 


etc. 

dans  ce  cas  toutes  les  intégrales  proposées  dépendront  de 

/=arc(sin=jif)4-«»My.  et  en  représentant  par^l*arc 
indiqué , .  on  aura 


A  +  const. 


x*d. 


/T=: 


=~,^*/7 


x^d 


V4        1.4  y  i«4 


y; 

J)/  li-x*  V6  ^4.6        1.4.6  >  ^1.4.6 

etc.  ^ 

En  génératisânt  ht  loi  qui  r^ne  dans  ces  résultats ,  on  construira 
la  formule  (X)  qui ^^,  comme  la  précédente,  se  drer  aussi 

de  la  formule  (  Vn  ^. 

393.  Cherchons  mainteftaitt- les  formules  qui  répondent  aux 
cas  où  m  est  négative.  On  a  alors  par  la  formule  (  lY  )  du 
tableau  ^^ 

en  écrivant  — «  ,  au  lieu  de—m—  i ,  il  Vient 


/^ 


^JC 


:.+ 


m 


m 


-Â 


*^i— Irt 
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On  ne  peut  pas  supposer  /n  =  i  ^  puisque  cette  valeur  rend  le  dé- 
nominateur  nul  ;   il  faut  donc    cher<:her  à  priori  l'intégrale  de 

y^ — -  .On  la  trouveroît  facilement  d'après  ce  qui  a  été  dit 

n*/  385  ;   mais  on  peut  7  parvenir  aussi  de  la  manière  suivante: 
on  fera  i — A:*=r{*;  d'oîi  il  résultera  j;=V^i— {%  dx=  ~^   5-  et 

dx  —  dr 

par  conséquent  — -     .       = p,    équation  dont   ïe   second 

membre  a  pourmt.égrale  —  31  (i+î)+il  (  i—r)  =— 1 1  T^^V 

-— '  )    • 

jnultipliant  par  i  + V^i — x^  ^  les  deux  termes  de  la  fraction  corn* 
prise  sous  le  signe  1 ,  on  obtiendra 

On  aura  «donc  enfin 

:y^=i '  V^ -, ) +«"'• 

En  posant  m  =  3  ,  m  =  ç ,  etc.  il  viendra 

dx  ^~i^ 


y"*      dx        __       ^'-^^'^  ^     dx 


dx^    .      v/~ 


»/7- 


.  etc. 


I ... 
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tmMX  ensuite  mss 2 9  ^^4^  m:=s:ity  etCt  o»  trouvem 

^4  V/711:?  ^      3^'     V  i^TT^ 

y:^     dx        _      ^^^^^"  ,  A  r     dx 

etc. 

de  ces  deux  suites  de  formules  on  tirera ,  comme  dans  le  n*.  pré« 
cèdent ,  Içs  formules  (  XI  )  et  (  XII  ). 

394.  En  général  y  on  ramènera  Tintégrale /x=*=*iAr(/i+*Jc*)  tf 

^  fx*'''=^=^dx  {a^bx"").  ï       ^  m  désignant  le   plus    grand    des 
muldples^  de  ;»  ^  qu'on  puisse   rçtranc)ier   de  m  ^  et  5  le  nombre 

d'unités  contenues  dam  re3q>osant  -.  Si  l'on  avoît  par  exemple; 

1 

s 

Jx^Jx  {a+bx^)\^  cfl'sc  servant  de  la  formule  (H) ,  on  ramèneroît 

•  "  •  « 

d*abord  cette  intégrale  à  cette  die  pcdx^a-^bx^y^  et  on  feroît 

dépendre  cette  dernière  de  /xdx{a+bx^y^  par  le  moyen  de  la 
formule  (  III  ).    /  ' 

3  9  5  .•  Les  âîfii|rentielles  de  la  forme  x'^hlx^a +bx^+ cx^  )  ï ,  sont 

susceptibles  de  réductions  analogues  aux  précédentes.  Si  on  fait 

p 
x'^^dx'^s.dv  et  (tf  +  bo(^ + tf**")  i = » ,  la  formule /arfv  =s  w—^jyduy 

donnera 
mais 

substhuant 


\ 


V 


•  w       «   • 


d'une      seule      VARtÀStE.  49 

substituant  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  Téquaiion  {a)  ^ 
faisant  pour  abréger   «f+^^+cj^^^^^et  prenant   la  valeur 

de  /^c'*+'»'***JAr  Xf     ,  on  trouvera 

Si  dans  cette  formule ,  on  cliange  ^  en  -  + 1  ^  ce  qui  revient  à 
écrire  p+q  zii  lieu  de  / ,  qu'on  y  mette  aussi  m  à  la  place  pi+in^ 
on  trouvera. ;.•.*...•••«..••. *  .  .fx'^^dxXf= 

^x^-^Xf    — (f  ;!n —  ^;î+/?n  )bfar'^-^dxXi—aq(m^%n)fx''^=^^^'dxX^ 

c(ûm+zpn) 

Uintégrale/A/*^VA:-Sr^  dépendra  donc  àA  Jo^^'-^^dxX^  et  de 

Jx'^-^-^dxjà. 

Uéquation  (tf)  peut  être  traitée  comme  Féquatîon  (I)  du 
^^*3^7>  ^  ^^  ^^  combinant  avec  l'équation  (i*)  ^  oit  tirera  des 

t 
Iraleurs  de  Kntégfale/jir"~'^Jc-Srf,  descendantes  ou  ascendantes,' 

soit  par,  4'apport  à  Texposam  ài^x^  Soit  par  rapport  à  celui  de  X  , 

et  aiialogucs  aux  formates  (IH),  (W)  «t  (^V)  desn^'.^g^^jSç. 

396,  n  y  a'  qaêluues  caj  ,^,dan8    lesquels    la  -différentielle 

yÂ:"^^^:«r(ii4-*.^+cA*")?,  peut'se  réduire  à  «rie  Sùîte  de  di&rentidles 
binômes. 

Si  on Jait  *^=i/+*;  ]« .étant  une  cQii$âuitë  indéterminée,  on 
pourra. faire  disparç^tjrjs  Ip  tftr«c  fcr*  dans  la  qiiamité  iî-[-*jp*+<:x?*  , 
et  la  mettre  sous  la  forme  a'+^V;  mais  on  aura  .ea.même  teins 

i  I  1— i. 

^  =r  ( /^ + a ) »,  </jr =--(♦«+ it  )  »*    dui&  \sL  différenîtidle  proposée 

deviendra  '         *       . 


-  («+<t)'^~V«  (a'+fV)i. 


\  m 


Il  suit  de  là  jgue  lorsque  n—  sera  ua  nombre  çnjier  -positif^  la 


m 
tt 
Calcul  intégrale   . 


•^ 
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iformule  proposée  pourra  se  ramener  à  une  suite  £nie  de  £fi6» 

fentîelles  de  îa  forme   t^du{a'+ Vtt ^. 

^Oû  peut   encore  trouver  un  autre  cas  oîi  la  mêmt  chose  ait 

p 
lieu,  çndonnaint  à  x^-^^âxi^a-^-bx^-^cx^yi  4a   forme  suivante: 

X     *      dx{aor^'\'}yx'^^âf  ^  qui*  résulte   de  la  division  de  la 
qiumtîté   tf -f  i;r*+ iijT**  par  ^r**;  |iosant  ensuite  x;^:y=^U'\'Ay 

pour  faire  disparoître  Je  terme  *jr-"^  il  viendra  ir:=:(j;«  +*)  % 

1/^-3=  «^--<(a» 4-  ce}   "    ^i/,  ce  qui  changera  la  différemleUe  propo^ 

^ft ( d -f « )       «v        JLu\ tf V 4- *'' )*  >  et  il  fendf â  alors  que 

1 L ?   soit   un  nombre   entîef  positif,  ou   bien  que 


mq^^xnp — nei 


en  soit  lui ,  si  l'exposant  /«  est  négatif 


nq 

397.  En  opérant  .si^  rintégrale    ..,,., 

aJhnnemous l!airoi»ériri«r/ït^*^*^« +<►«>* + ex*") «  (n?.  395  )  ,  otr 
obtiendront  des^iio^ôniK^aQalogufSi^k  Oiifefoit  dépendre  la  ^rmufe 
Jxr-'^x  Ciï-lr^-^*:+«**?+«***  )%ft^  eiBemjrte  ^  des  trois  iot^ales 

dans  lesquelles^ -ï  représente  a+bx^+cx^'^+ex^^ 

398.  Lr  seufo  diffistmtiatîon  peut  conduire  à  un  grand  nombre 
de  xifiuhais  xie  -cettt  -  natute  $  je  vais  en^'  itidiquér-  qudqiïes^mns  dés^ 
plus  ganéarauK^    ^  :  'i.       •  i'     ' 

Si  on  différentie  i^^^^*"**"*^ ,  H  viendra 

Mais. 

r^+'AT*  ^v  ==   l/Jfx'^dx  (a  +  ^AT»  -f  ex*"  +  ex^"  +fx^  4. .,.) ,    • 

i/f^x^'^'dl7=nî7Jf:(^'dx{b^'  +  icx*^'  +  ^ex^'^'-'^jifx^^  + ...)). 
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En  indiquant  séjiaréiQefit  llai^alp  de  chaque  t^me  df  ces  équa- 
tions et  faisant 

/C^AT-  dx     =Jlf ,        /U^xr^dx^sM\       JU^MT-^âx  :^M\  • 
JUy^^x^dx^N^ 
SU^o^'dU  ^?^ 
il  viendra 

La  diffinrentielle  de  U^^^e^^  citant  aussi ii|tégré«  termeà term<  «loiiMm 

£/H->x^>==:(m+i)A^+(;^+i)P,      . 
€t  si  ;  exprifue  le  noq4>f^  de  terpes  de  la  fonction  U ,  en  pourra  ; 
&  1  aide  de  cette  dernière  équation ,  trouver  Pune  des  intégrales 
représentées  par  ilf ^  M...  au  moyen  des  q — i  autres, 

Oa  peut  tirer  des  mêmes  formules  de  nouvelles  réductions ,  en 
dMogeanc  m  eir  m+A ,  en  w-4-  an. . . .  et  en  posant 

car  on  aura  comme  d-dessus  ^ 

«te.  etc. 

etc. 
et  n  on  connott  un  nombre  f— i  des  intégrales  renfermées  tant  dans 
«c^éqiiadonf  que  dtosles  prétédentes,  on  coanootra  toutes  les  autres. 
Soit  encore 


Si  on  suppose 

J&FtxTdx 

JUr^'V^rd* 

/j[;r^'yt^^dx  =(2, 

oaattra 


JVff^Mf^dx      =iir, 

JUfrr^^x'^dx    ssF 


J 
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JV'=flJM'+AiM"+c-M'"+ . . . .,    P—  a'M'+*'itf"+c'itf"'+  :...... 

etc.  etCr 

q=aP  ^bP'ArcF'  ^ =  a.'N  ^h'N'  +  c'lT  +  , ^ 

Q;z=aP'-\-l>P"+cP'"+,. . .  ^  ,.=a'N'+  i'N''+e'N"'+ 

etc.  etc. 

R=n{bP+xeP'  +  yP"+,,},Sr=n(i'.N+^c'N'  +  ye'N"  +  ..y 

R'=n (àP'+  % cP"+  yeP!"+,,\  S'=nQ>'Nl-\- i<;W'+  i«'Nf"^ , , >; 

etc. 

Eofiit  £W-'/'«+«je"rt-'    —       (i«+i)Q  +  (/+i)^+(f+i)'5 

27i^'f'î+'ar"+"+'=:(«+ir+i)Q'+(/»+i)AÎ4-(f+i)^'j    • 

CtC*  ,      ;  .   ,  ,  e  • 

Ces  relations  sont  faciles  .à  vérifier  et  mêim  à  trouvcr.d'après.ce  qui 
précède.  Si  q  désigne  le  npipbre.  .des^  termes  .de  4^  fonctioa  U  et  q^ 
celui  des  termes  de  li  fonction  f^,^  il  suffira  de  connoître  f +?' — i. 
des  intégrales 3f,  ifef^  •,A7,JV\  .,'P,P'.  .,Q^  Q'..,/Î,iî'.  .,^,5'.  .^ 

pour  déterminer  toutes  les  autres. 
399*  Nous  alloos  ûous  ^occuper  en.  p^irticuUar  delà  &>rmule. 

Pdx        "  ' 

de  Lagrange  et  de  Legendre.  ' 

Toute  différentiflUe  Xdx  y  dans  laquelle   X  est  une    fbnctioiv 

rationnelle  de  ^  et  de  v/«+/2^+>^*+<''^^+«^*    que    nous  dési- 

Pdx 
gnerons  par  il^  pourra  toujoufs  se  ramener  à  dépendre  de  — -  ; 

car  il  est  évident  que  X  ne  pourra  avoùr  que  la  forme  -; — =r-^  y 

A  j  B  ^  C  tt  D  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x-  ;  or  en 
multipliant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  C — DR  y  il  viendra 
AC—^PR^—(^AD-^CB^RAC^BDK^       {AD-^CB)R 

La  première  partie  de  ce  résultat  est  rationoelle  ;  'si-  on  'multiplie 
par  R.  les  deux  termes  de  la  seconde  ,  elle  se  changera  en^ 
\A£f—CB)R^    t        -.       AC-^BDR*     ^OAD—CSyR^     _ 
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^      {A-^BKSdx         ^^^         Pdx 
on  trouvera  enfin  -^ —  ' —  =  Jv^+  — — .. 

400.  Je  vais  montrer  maintenant  y  d'après  Legendre ,  que  quelle  que 

Pdx 
soit  la  fonction  rationnelle  P  ^  la  différentielle  — ^—    peut   être   ra- 

nenée  à  d'autres  beaucoup  plus  simples^ 

En  substituant  dabord  ,  à  la  place  de  v ,  dans  la  quan- 
tité soumise  au  radical  >  et  réduisant  tous  ses  termes  au  même 
dénominateur,  elle  deviendra  de  la  forme  ■   ■  ^ — ^ — rr— ; 

0n  piouita  par  conséquent  faire  sortir  du  radical  le  dénominateur; 
En  égalant  à  zéro  les  coefEciens  /3'  et  i^  y  Kntégrale  proposée  se 

réduira  à         .    ,         ~  ^  P'  étant  une  fonction  rationnelle 

de  jp^:  p  et  5  seront  déterminés  par  les  équations  0=o,  ^"  =  0; 
mais  il  est  essentiel  de  s'assurer  que  ces  quantités  auront  ton jt>urs 
des  valeurs  réelles^ 
Pour  y  parvenir  mettons  *+/8x+>^*+<r:i:'+f  ^*,  sous  la  formé 

(A        A  y  J^  L       j^ 

-  +  -;r+  -x^+  -x^+x^)  t, 
f        •  f  •  y 

et  concevons  que  la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  ^soit  dé- 
composée en  facteurs  réels  du  second  degré  x^-^fx+g ,  x^—fx-^-^^ 
ce  qui  est  toujours  possible;  il  suffira  alors  de  faire  dans  chacun 
de  ces  facteurs  la  substitution  indiquée ,  et  d'égaler  à  zéro  les 
termes  affectés  de  ta  première  puissance  de  jr  :  on  négligera  le 
dénominateur  commun ,  puisqu'il  sort  du  radicaL  Ce  calcul  étant 
e&ctué,  il  en  résultera  les  équations 

Vf— /(/^+f)+i^=o,       a/^— /'(/'+ î)+ig'=o, 
lesquelles  donneront ,  sous  une  forme  rationnelle ,  les  valeurs  de 
/+f  et  de  /^f  ;  or  il  suit  de  la  théorie  des  équations ,  qite  p  tt  q 
seront  les  racines  de  «* — (z'+f  )«+/'?  ==^o>  «t  seront  réelles  sr 

-{p-^-îY  ^^"^^^^  P<1%  ou  si  -(z'+f)* — /'?  =  -  (/'^y)*est  une: 
4  ^  ^  4  4 

quantité  positive. 

yoyons  maintenant  si  cette  condition  est  toujours  rempKe*; 


soient  a^byC^d^lts  quatre  ractaes  de  Téquation 

^  y  fi  tf 

x^+  -  x^+  -  x^-i —  JC+  -  =0.  n  est  érident  qu'on  aura 
t  i  •         t 

f=za-\-bf     g=atf     fssc+d,     g'=  c  </;  les  équations 
Vf— /(/'+f)+2^=o  et  ^pq'—f(J^■¥^)  +  ^^—Oy  deviendfone 
Vf — («+*)(/'+f)  +  i«^^o,       Vf-*(«+<')  iP'^q)  +  icd:ssoi 
Tirant  de  ce¥ dernières,  les  valeurs  i^p+q  et  àt  pq,  on  d)ax% 

foroiant  au  moyen  de  ces  expressions,  celle  de 

et  décomposant  en  acteurs  \t  résultat  qu'on  aura  obtenu ,  on  trourer» 

-^^P"^^^ («+*-c-^)- -• 

Lorsque  les  quatre  racines  a^k^cttd seront  réelles ,  on  pourri 
les  disposer  dans  Tordre  de  leurs  grandeurs  respectives ,  en  plaçant 
les  négatives  après  les  positives  ;  dans  ce  cas ,  les  différences 
^.^c ,  a-^d^  b-^c ,  * — d^  seront  toutes  positives  >  (/>— f  )*  sera 
donc  positif  y  P  ^^  1  seront  donc  réels» 

Si  deux  des  racines  a^  b  etc.  sont  imaginaires ^  elles  seront  né« 

cessairement  de  la  forme  m-^-n  K  — i,  w— «  k -^-i ,  et  elles  pour« 
4ront  toujours  être  comprises  AatÉs  le  même  £icteor  du  second  de* 

gré  ;  posons  donc  qu'on  ait  ^  =5:1»+»  V — i  ,*=m*-»  V^ — i  ,  il 
en  résultera  tfi=if2*+n%tf+A— < — d=xm^^c^^d^  ûnsi  les 
quantités ^+7  tt  pq  seront  réelles;  on  aura  de  plus^ 

tf — c  =  m  +  nV — I— c  ,    a^-'d^is.m^n  r  — i— .^/^ 

d'où   (tf — ^)'(*~*<^)  =^* — ZC/W+V+  »*  =  (/» — c)*+/ï* 

quantités  essentiellement  positives» 
Enfin ,  si  on  a.  à  la  fois 

on  déyelof^era  les  produits 
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les  îmagioaires  disparaîtront  et  il  viendra 

«• + »»—  a  /»  ^'— z/x  /?'+/»'•+ /z'*= (  zw  —  77/  )•  +  (  j» —  ny^ 

résultats  nécessairment  positifs. 

Si  les  racines  c  et  ^  étoient  respectivement  égales  atix  racines  atth^ 
les  valeurs  précédentes  àt  p^q  ft  de  /-^  devîeo^koknt  |;  mais 

dans  ce  cas  on  anroit  x^'\ — jc'+-Ar*H — a: H — =(;c— -tfy(x— *)*,  et 

le  radical  disparoîtroit.  Lorsque  Tune  des  racioes  a  om  h  sera  égale 
à  IVn^  des  racines  ^  ou  ^  ^  it  en  résultera  /^  -^  ^  r=:  o  ;  dans  cette 
circonstance,  on  peut  etf  combinant  ensemble  les  deux  racines 
^!es  9  en  former  un  facteur  «juarré  qui  sortira  du  radical.  Soit 
par  exemple  tf=c,  il  vient  (at— tf )*(x*+ *a:+  j8'}  au  lieu  de 

3:^+  -jt^+  etc.  et  rintégrale  proposée  se  change  en 


Â 


Pdx 


qui  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercles  et  des  logarithmes. 

Enfin  si  on  avoit  a+bisic-^-d^  les  quantités  p+q  tt  p — q  de- 
viendroient  infinies ,  mais  on  auroit  en  même  tems  f=^f^  ce  qui 

changetoit  les  deux  facteurs  du  second  degré  de  jr^H — ^^+  etc. 

/ 
en  ji:*— /r+gr  et  x^—fx-^g'i  la  simple  supposition  de'*=2j^H — 

fait  disparoître  le  second  terme  de  Tun  et  de  Tautre. 

Nous  voilà  donc  convaincus  que  la  transformation  proposée 
ci- dessus^  conduiroit  toujours  à  une  expression  réelle,  et  qu'on 

^pourra  changer  jR  en  - — î- — r^K  A'^+i8'j^*+/7*  ,  par  la  substîtutioa 

P'^qy 

de «  au  lieu  de  ^  ;  mais  cette  substitution  donne  aosse 
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tt  désignant  par  P'  ce  que  devient  alors  la  fonction  P  ^  nous  aurons 

Pdx  P'iq—P)dy , 


f 


se  trouve  ramenée  par  là  à   celle    de 

/Qdy 
^/\  ,  O  étant  une  fonction  rationnelle  de  y. 

Je  vais  montrer  qu'on  peut  rédinre  cette  fonction  à  ne  renfermer 
gue  des  puissances  paires  de  y^  En  la  supposant  fractionnaire ,  on 

W  donne  la  forme  f,^^,  les  lettres  5,  T,  £^  et  f^ ,  représentant 

des  fonctions  de  j^* ,  et  si  on  multiplie  les  deux   termes  de  cette 

l/S—  FTy^+  (  UT^  ^S)y. 
fonction  par  U^^Vy^  il  viendra  — « ^  ^^ y^  ^  : "^ — ^' 

posant  ^^-^Ty'^g       yP-r^^        ç  ^  ^  ^^^^^  ^^^ 

Qoxt  des  fonctions  paires  ou  de  y^y  et  la  fonction  Q  sera  trans- 
formée  en  (?+^i  la  différentielle  deviendra 

<ï<iy  Hydy 


Faisant  y*=  i   dans    la   seconde  partie  ,    elle    se    changer*   ta 

H  dr 

-— ■         ^         ,  -tétant  une  fonction  rationnelle  de  5 ,  et  on  pourra 

par  conséquent  Tinjégrer  par  le  procédé  du  n*.  377;  il  ne  restera 
plus  i  traiter  que  —■         '  ^      .    .  Nous  nous  occuperons  donc 

désormais  !de  la  seule  intégrale   /  ;  et 

toujours  pour   abréger  ^«  +  ^Ar*+7.^  =  /î, 

401.  Si  la  fonction  P  est  entière,  elle  ne  poprra  avoir  que  la 
forme  A^Bx^-^  Ca:*+ iD;r*-l^etc.  puisqu'elle  ne  doit  contenir 

que 


nous  ferons 
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<[ae  des  puissances  paires  de  x  ;  dans  ce  cas   I — -^-^   deviendra 
^f'D"i'^/—^  +  ^c.  Mais  / — — ^  se  ramènera  par  les  for- 


^P==r^'P 


'-^dx 


immédiatement  en  diiFérentiant  la  quantité  Rx^""^,  ce  qui  donne 

..     */ ^ :     x^''*^(&X'\'Xy3^)dx 

i%m^i)x-^dxV\+fix\+yx^+    ,   ^r_.-— 1.     i 

V^+^x^+yx^ 

féduisant  au  même  dénominateur  ^  prenant  séparément  l'intégrale 
de  chaque  terme  et  remettant  R  au  lieu  de  V^«+  fix^'+yx*  ^  il  viendra 


+  (^tm —  ^)'yj— 


Wjt 


Par  le  ffloyen  de  cette  équation  «  oa  ramènera  tous  les  cas  de  l'ex- 

/x^^dx  '  ,  Cx'dx         rdx      fx*dx  . 

_^,auxdeuxsuivans,y*-^=J  ÂV."Â"» 

et  on  voie  par  là  que  P    étant   une  fonction  rationnelle    et 

/Pdx 
— ^  renfermera  deux  parties  ^  Tune  int^ée^  et  l'autre 

^     .dx 


/ 


•/ 


401.  Passons  au  cas  oii  P  est  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque. Après  en  avoir  extrait  la  partie  entière ,  qu'on  traitera 
oomme  11  vient  d*être  dit  ^  on  fera  x^=iu ,  et   on  décomposera 

la  fraction  restante  en  fractions  partielles  de  la  forme  7 : 

N 
ou  7-^ —^  N  et  a  étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires^* 

•      .  r       dx 

et  il  viendra  à  intégra  une  suite  de  t^mes ,  tels  qite  N  /    .  ^  ,    ^,  '  : 

^  J    y^x^-^-AfR 

qu'il  faudra  tâcher^  de  réduire  à  d'autres  ^  dans  lesquels  l'exposant 

de  x^^a  soit  le  moindre  possible. 

Pour  suivre  la  même  marche  que  dans  le  n*.  précédent  »  nous 

Cakul  ïntégraU  H 


5S    ChA.  Intégration  DES  FOSCTioss 

chercherons  une  fonction  qui ,  étant  4ifi^eatiée  »  puisse  doRfter  une 

suite  de  termes  de  \i  forme 

Mx  Sdx  Cdx  ,  ^ 

Ot^  en  réduisant  ces  termes  au  même  dénooûttateur  »  la  fonctioa 
qu'on  trouvera  par  la  réunion  de  tous  les  numérateurs  ^  ne  con« 
tiendra  que  des  puissances  paires  de  ^  >  et  avec  un  peu  d'habitude 

xR 


n^t  ^ 


delà  diffërentîation ,  on  verra  que  la  diâ^rentielle  de -r-.  ,    . 

^  (x*+a) 

satisfait  à  cette  condition» 

.      {x'^^+a)(xdR+lUx)  —  't(n^i)'x'Bdx       .        ^ 
On  en  tut -^ ^— -r — ^ — ^ »  mettant 

ix'+ay 

pour  R  et  JR  leurs  valeurs ,  et  réduisant  tdos  le»  tetmes  au  même- 

dénominateur ,  il  viendra 

Ç — (i72 — ^)yx^ — [(xn — 4)18— 3tf>]^^ — [(i«^-3)et— itfi8]y'  +  tf^Wy 

i  {x^'  +  ay  yR 

taisant    x^+a  :^  ^^    nous   aurons    jr*=  ^ —  a  ^    et   substituant 

dans  la  quantité  qui  multiplie  -^  ^  ôa  pourra  lui  donner  la  forme 
^î'  +  Hf+Cî+Z?       jé  B  CD 

î  î  jL  1  î 

En  cfiectttant  avec  attendon  les  calculs  indiqués ,  remettant  pour  ^ 

dx 
sa  valeur  ^  multipliant  le  résultat  par  -^  >  et  prenant  llnt^ale  de 

chaque  terme  >  on  trouvera 

xR         .      >.  r  ^x       ,      . .       ^r    ^x 

7—; — —5  par  des 
l^  +^;  R 

intégrales  de  plus  en  plus  simples  y  tant  que.  n  s^passera  Tunité.  Lors* 

y"*    dx 
— ^ — r-r,  on  aura  «=i,  ^a*— 4=0^  «* 

i  Intégrale  proposée'  dépendra  de 
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Quand  ;r* + a  sera  un  diviseur  de  la  quantité  *+i8;c*+>x*^  on  aura 
« — ^^4+>tf*=:o  et  le  terme  multiplié  par  Hft^^^a^ — y^  disparoî- 

tra;on 


/!+ 1  aulieuden,  et  onaura parce  moyen  1^ 

dx  /•       dx 


en 


y*     «/jr         ^- ... 


«e  trouvera  exprimé  par 


/x-  ^/^'' 


+  4) 


ii 


403.  En  rapprochant  ces  résultats  de  ceux  du  n*.  précédent ,  3 
sâra  prouvé  que ,  quelle  que  soit  la  fonction  P  ^  l'intégration  de 

peat  être  ramenée  à  celle  de 

Si  on  avoit  des  moyens  poiur  obtenir  ces  dernières  intégrales , 
au  moins  par  approximation ,  comme  on  en  a  pour  calculer  les 
logarithmes  et  les  arcs  de  cercle ,  on  pourroit  regarder  comme 
intégrées  toutes  les  expressions  qui  sy  rameneroient  »  de  même 
qu'on  regarde  comme  intégrées  toutes  celles  qui  conduisent  à  des 
logarithmes  et  à  des  arcs  <ie  cercle. 

.  ,  .     r     ^^         r^^    r  x^dx 

"»*^^^«  J  (x-+.)i?'  J  T*  J  nr*  *°"'  <* 

nouvelles  fonctions  transcendantes  qu'il  faut  introduire  dans  le 
calcul  ;  et  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  3  il  paroît  que  les  travaux 
à  faire  sur  Pintégration  des  fonctions  d'une  seule  variable ,  doivent 
avoir  pour  objet  Tànalyse  des  espèces  distinctes  de  fonctions  trans- 
ceikhintes  >  et  la  recherche  des  moyens  de  les  calculer  par  approxi-. 
mation  et  de  les  comparer  entre  elles.  Nous  donnerons  dans  la 
suite  une  idéeide  ce  qui  a  été  fait  à  cet  égard,  par  rapport 
aux' 'intégrales  dont  nous  venons  de  parler  ;  mais  pour  le  moment 
nous  ferons  connoître  encore  quelques  cas  assez  étendus,  qu'oa 
peut  y  ramener. 


Les 
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404.  I*.  Il  est  évident  que  I Qax  ■ ,  Q  desk* 

gnantune  fonctîosi  rationnelle  à^Xy  est  un  de  ces  cas^  piiisqu'en  mulr 

tipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  K -rf+j5jc+ C:c%rin- 

/•  Pdx 

■  -  t 

traitée  n%  399  et  suîvans. 

y^  P  il  X 

—  I  .   '      ,  F  désignant  une  fonction  rattou^ 

nelle  de  jr,  devient ,  en  faisant  x*z=[9 

r        P^i  ^f        P^i         , 

maïs  par  cette  substitution  P  se  chdugera  en  Af+JV^/^,  Af  et  N 
étant  aussi  des  fonctions  rationnelles  de  ^i  on  aura  donc  alors 

expressions  doatles  deux  termes  rentrent  dans  la  forme  générale  dut 

»**  399-    , 

/Pdx 
4,-    ■  ^7^  P  étant  toujours  une  fonction  ratiônr 

nelle  de  ^,  se  ramène  encore  à  la  même  forme.  0'après  ce  qu'on- 
a  vu  page  56,  on  pourra  changer  P  en  M-^rNx ,  M  ti  N  étant 
des  fonctions  paires  de  x,  et  Tintégrale  proposée  deviendra 

/Mdx  r  Noçdx 

Traitons  d  abord  la   seconde  partie  %  et  pour  cela  faisons 

Vci  +  fix+ yx*  =  t  ;  i>ous  aurons  :ir= = ^-^^^  ^ 

^y 

stprès  la  substitution  de  cette  valeur ,  et  de  celle  de  dx  qui  en 

/Nxdx^  '  '  *  . 
^,  ne  contiendra  d*autre  radical  que 
{ 

V  (L"- — 4àty+j^y^f  et  pourra  être  ramenée  à  la  forme 


9 
.3 


•s 
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— ======,  dans  laquelle   Q  est  une  fonction  ration^ 

nelle  de  {^ 

.    /*      'Mdx 
Occupons*nous  maintenant  de  la  prenuàre  partie  1^ —  l 

En  faisant  V'«+igjr*-f>A:*=.rjv,  on  trouverat 


X*. 


Si  pour  abr^er  on  fait  ^^*— 4*>+4*y*=tf  ^  on  trouvas 

'-'■--jr-' *•=-?+;•  ""=ôri^'  (^+"'-— ' 

x^du  ^^y^^y        Vf 

dToh  ^;i;  = -.  Mettant  pour  du  sn  valeur  ^^^  :»" 

Viendra  </ jt  =î  —     ^*^   "^   —  ;  divisant  ce  résultat  par  xy ,  valeur 

x  »^>*— 4*>+4*y* 

supposée  du  radical  V^a+j3a:*+7a:^,  on  aura  enfin 

dx  ix^y^dy 


-iw^L. 


Au  moyen  de  cette  expression  et  de  celle  de  x  on  transformera  Yinté^ 
grale  proposée  en  une  autre  composée  de  deux  parties ,  savoir  :  une 
première  qui  sera  rationnelle ,   et  une  seconde  qui  ne  contiendra 

que  le  radical  Ki3* — 4^7+4«y^,  et  qu'on   réduira  facilement   à 

/^y^^y 
|/?ZI Z 4*  ^^^  laquelle  R  désigne  une  fonction  ra- 

tionnelle  de'j^*, 

4%  fPdx  y  ûL+ lix'' + yx^ j  est  susceptible  des  mêmes   trans- 

formations  que  leé  précédentes ,  lorsque  P  est  une  fonctioi» 
rationnelle  de  x.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  ramener  à  la  formule 

du  n'.  399,  l*»ntégrale/Ptf*  («+j8**+>«<)  *;  car  en  muWplianir 

et  en  divisant  par  (tx^+fix^'+yx^y^  on  aura. 
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résultats  qui  sont  compris  dans  les  deux  précédens. 

I 

5^/Prfx^(*-^-jBi:+>x'+c^x')*■  se  traitera  en  faisant  disparoitre 
du  radicale* + )8  :c + 7  r» + cTjt^  le  terme  tj^  par  la  supposition 

de V/«+i8;K-+^jr*+/!?=i=y  Â+xj, 

ou  par  celle  de  v^«+jBx+>^jc'+«r;t'=x/^+ç  , 
et  après  avoir  élevé  les  deux  membres  de  ces  équations  au  cube  ^ 
elles  ne  renfermeront  plus  que  la  première  et  la  seconde  puissance 
de  x\  l'expression  de  cette  dernière  variable  ne  contiendra  donc 
qu'un  radical  quarré^  sous  lequel  la  variable  \^  ne  passera  pas  la 
troisième  puissance  j  et  par  conséquent  l'intégrale  proposée  étant 
transformée  en  ;[y  se  trouvera  comprise  dans  la  formule  du  n"".  399. 
p Pix 

6"*.  /     y  ■— -  '  ^  peut    encore    se 

ramener  à  la  formule  du  n^399,  parce  que  dans  la  quantité 
comprise  sous  le  radical,  les  coefficiens  des  termes  également 
éloignés  des  extrêmes  sont  les  m^es.  En  effet ,  on  peut  donner 
à  cette  quantité  la  forme 

[•('*+p)+'(-'+?r)+»('+;)+^]-- 


x"" 


faisant  ensuite  Jir+-  =  :j,  on  trouvera 

X 

substituant,  il  viendra  Ar^[*(î^ — 3{)  +  /3(î* — i)  +  r{:+<'']: 
par  là  on  changera  l'intégrale  proposée  en  ^ 


/ 


Px''hx 


La  résolntion  de  l'équation  x+-=ii  paf  rapport  à  a:  ,  donne 
x  =  -  {±v  {;' — 4î  cette  valeur  étant  mise  dans  la  fonction  P, 
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lui  fera  prendre  \z,  forme  M±:N v/t*~4,  M^  N  désignant  des 
fonctions  rationnelles  de  ^  j  et  en  représentant  ie  radical  par  R ,  oa 

aura  à  intégrer  ÇMx    dx      ^     P Nx'^^dx}/ ^--4.  On  tireroit 

—  £ 

de  l'expression  de  :v ,  celle  de  x    ^dx  ;  mais  on  y  parviendra  plus 

simplement     ainsi    qu'il    suit.    Uéquation    x  +  -  =  î  >  donne 

**+ 1  ==^{,  et  on  a  par  conséquent  at*  +  i;if  +  i  =  ^r^j;  -|-  z^= 
^({+1)  :  on  trouvera  de  même  x^ — iy+  i^=^x [^^  %x=:x  (  j[ — 1). 
Prenant  les  racines  quarrées,  il  vient 

retranchant  la  seconde  de  ces  équations  de  la  première ,  il  en  résulte 

î       i^  _»  "2 

i=±j^^(V/^+i-.</^— z)  ou  %x  ^==fc(V/î+i— /ij— 1); 

différentiant  on  trouve 

en  substituant  dc\(  ->--^  ^    ■     |  au  lieu  de  ar~*  </«, 

Vv/^  +  i     /£— zy 

/Mx  ^dx 
— jr ,  elle  deviendra  réductible  à  la 

forme  demandée,  et  il  en   sera  de  même  de  la  seconde  partie 
5 — ^^= — 'j  lorsqu'au  heu  de  x  Vx>  on  y  mettra 

sps      ^    ^ — -—. — ^ — ;  car  elle  deviendra 

^'\         R  R  S 

ftiultiplîant  et  avisant  ta  première  fraction  par  k  (  + 1 ,  la  seconde 
par  V^;^ — X  )  les  deux  résultats  rentreront  dans  la  formule  du  n%  399» 


/ 
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yPdy 
.       ■  ■   •  dépend  de  Fîntorale    précé-î 


dente;  car  si  on  décompose  P  en  M+Ny^  M  et  N  étant  des 
fonctions  paires  de  y^  H  qu'on  fasse  y*=  x  ^  on  aura  d'abord  une 

Mdx 

prisie  sous  le  radical  pourra  être  mise  sous  la  forme 
«t  en  la  transformant  comme  ci* dessus ^  il  viendra 


première  partie   /^  _^  ■  -    .  La  quantité  com« 


fi 


Mx  ^dx 

y  résultat  qu'on  obtiendroit  en  faisant  «£=o; 


dans  l'intégrale  précédente.  La  seconde  partie  de  llntégrale  proposée 


sera  /    i  - — ^  -^    ■  et  deviendra 


/v 


par  la  supposition  de^*=A-  (*); 


2 


S/fl  +  >jr+  <r:t:»+>jc3qFi8^* 


(^)  La  transfortnation  dont  nous  ayons  fiilt  usage  dans  les  deux  derniers  cas 
cl«dessus  a  une  propriété  trop  importante  dans  la  Théorie  des  Equations ,  pour  ne 
pas  l'indiquer  ici,  puisqu'elle  ne  se  trouve  point  dans  les  Elémens  d* Algèbre.  Par 
son  moyen  en  abaisse  au- degré  m  toute  équation  du  degré  %m ,  comprise  dans  la 
formule  ^*'»+***«^*+i8  jf*»--*+yjt»»--^ ..  .+7*3 +i3  jc*+A 
laquelle  les  coefEciens  des  termes  également  éloignés  des  extrêmes  sont  les  mêmes 
et  qu'on  peut  écrire  en  conséquence  de  la  manière  suivante 

En  faisant  x+  ~-=r{f  ^^  en  r^ulte  en  général 

^«*^  ^  ^       '        a      ^     /*^         1.3  ^     ^  2.3.4  ^ 

et  ^près  la  substitution  des  résultats  tirés  de  cette  dernière  «formule,  il  ne  restera' 
dans  l'équation  proposée  que  ^'^  et  les  puissances  qui  lui  sont  inférieures. 

On  sait  que  les  équations  x*'^^rti=o,  étant  divisées  par  le  licteur  [xdzt  -. 
donnent  une  galion  de  la  £9rme  de  celle  qu«  nous  yeiuxis  de  considérer ,  et 

40^ 


V 

l>    V  N  E      SEULE       VARIABLE,  ^J 

40Ç.  Voilà  à  peu  près  ce  qu'on  sait  de  plus  général  sur  l'inté- 
gration des  fonctions  d'une  seule  variable  dans  l'ëtât  actuel  de 
Analyse.  En  compulsant  avec  soin  les  collections  Académiques , 
r-tout  celle.de  Petersbourg,  on  trouveroit  encore  quelques 
tormules  particulières  intégrées  ou  ramenées  à  des  cas  connus , 
Z  Z  ?;^"'^''''"^»»o««  ingénieuses  ;  mais  je  n'aurois  pu  me  livrer  à 
«s  dctaus ,  sans  sortir  des  bornes  que  l'étendue  de  la   carrière 

qui  me  reste  à  parcourir ,  m'imppse  nécessairement  :  je  traiterai 
cependant  «nm»  io<.  '£^-^..1..  ' 


cependant  encore  les  formules 


wtegrées  par  Lexell ,  dans  les  Actes  de  Petersbourg  (  1781  i-partîe). 
U première  devient  rationnelle,  lorsqu'on  fait  *^^^'~»_^. 


car   on   a 


*"•      »   "      '^ -^^^ — ^;dm- 

wnt  les  deux  membre  de  cette  dernière  équation,  par  ceux  delà 

première ,  on  aura  "'"^'"^  ~         '^*        .... 

I — «»"  ~  X  t  j ^m  x  »  œvisant  encore  le  pre- 

«ier  membre  de  cette  dernière  par  «,  et  le  second  par  la  valeur 


«""-'^«  dx 


de»,  il  viendra  enfin ^=  __ 

^Pour  traiter  la  seconde  di^entielte  proposée  ,   LexeU  pose 
*/i**-i=j,,  ce  qui  donne  K'-y")=i-*-;  en  différentiattt 

^^^^  ..  _        _ I 

^ * 

qu-.l  e*  arrive  »ta„'t  à  l'équation  *-H..±x==o.  lorsqu'on  ia  diviie  par.*»db.  j 
.1  suit  donc  de  là  que  U  résolution  complète  de  ce,  équation,  peut  être  ram«,éê 

.enTs^lt?"  '"  '"'*^"''  ^""^^  •'  tout  ce  qu'on  a  pu  Lre  ju«,„'à  ^ 
sent  sans  ayo«  recour,  aux  propriétés  de,  ,înu,  et  de.  cosinus. 
Léqaat.o«  *«?+«*^.+etc.  s'appelle  réciproque,  parce  qu'elle  ne  change 

pulor«p'on  y  met  i-  au  lieu  de  *,  ellea  été  remarquée  d'abord  par  Moivre: 


f 

i 
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il  trouve  >'*'^VjK  =  Ar'"-*^ a:,  d'oîi 


et 


I— y"*        I— -x"       I— y"*  ^'^ 


\ 


De  l'meéflratîon .     ^^^*   '^'î^^^g^a'^ /-S^^-*'   s'obtîent  facilement  lorsqu'on  a  déve- 
par  les  séries.        loppé  ta  fonction  X  en  série,  parce  qu'on  n'a  plus  à  intégrer 

que  des  monômes  auxquels  s'applique  immédiatement  la  règle 
du  n\  361.  En  effet ,  soit  X=Ax^+Bx''^^Cx''^''+Dx^^''+ttc. 
si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dx  ^tt  qu'on 
intégre  «eéparément  chaque  terme  du  %tconà  ^  il  viendra 

J Xdx  =s 1 -1 f-  etc>  +  const. 

« 

Lorsqu'on  ren^^ontrera  dans  le  développement  de  x  un  terme  de 

A 
la  ferme — ,  il  ea  résukera  dans  Ftstégrale,  le  terme  A\». 

•  X 

407.  La  fonction  la  plus  simple  qtt*oa  puisse  réduire  en  série  l 

I  \  X  X^  X 

est ,  et  il  ea  résulte +   -3 t+  etc.;  d'oU 

a^x  *  a  a.^  tr  a^ 


f 


dx  X  x'  -  x^  x^ 

J-  +  ■     ^  *— — —  +  etc.  +  C0nstm 


/^  ix 
=1  (tf+:f  )  ,  on  aura  donc 

X         x^  x^  x^ 

l  (a+x\z=z  -^^ ™^ -t-^, — ^ -^  +  etc.  +  consi»  ' 

•  a         la*  3^^  4rt* 

Pour  trouver  ce  qu^exprime  là  constante ,  il  n'y  a  qu*â  faîre  x=:o; 

on  aura  dans    cette  supposition  \  4^=^  confite  ^   et   par  conséquent  ! 

v         tf  /      tf        a*        3a*  4tf* 

fféstihat  conforme  à  cebi  du  n*.   26  de  Introduction. 

— //r  î 

En  iolégraot  — ,  aprrb  avoif  réduit ~  en  série  ^   on 

a^^^x  tf— ^  j 

trouvera 

,   ,  Jf  \  X      ^    x^  x^  x^ 

1(1 )= J 3- ^  —  etc.; 

•ombinaat  cette  équatioii  avec  la  pfécédcme^  par  addttioft  tt 


•     f  •*        N  ^^  -*■"  ^' 

'(■-;^)=-V--=r--s?--'"=-; 
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par  soustraction^  on  aura 

X^    ^  X*  X^  JC* 

I  r  ^  =e  1  r  ^  +  — ^  +  — p  +  etc.  ). 

\    a  —  X    J  \  a  la?  jn*  J 

Ces  séries  une  fois  trouvées,  il  tst  facile  d'en  dédmre  d*auCret 
^  soient  plus  convergentes  »  ^nsi  que  nous  Tavons  fait  dans 
llntroduction. 

4o8»  Smt  la  diffiérentidiie  ^ — -  ^  qui  peut  se  mettre  sous  Ui 

a 

forme  p ,  et  qui  appartient  par  conséquent  à  Tare  dont  la 

X 

X  d 

tangente  =  -  :  en  réduisant r  en  série ,  il  viendra 

a  a*+x^ 

a  i  x^  x^  x^ 

+    -r 7    etc.; 


a»+x'  a  a^  a?  à^ 

multipliant  par  ^ ,  et  int^rant  chaque  monôme  en  particufier  ; 

/dx  X 

•-J J-  =  arc  (  tang  a=  -  )  +-  const.  3s= 

X  X^  X^  3f^ 

-   —    r    +    — r*   ""^   •■— —   +   etc.  +   const^ 

a  ^ar  ça*  7a' 

Si  on  veut  tirer  de  cette  équation*  la  valeur  du  plus  petit  des 

X 

arcs  dont  la  tangente  est  - ,  il  faudra  supprimer  la  constante 

arbitraire  ,    puisque  l'arc  cherché  est    nul   lorsque  jc  =  0  9  et 
'on  aura 

XX  X^  X^  X'^     ' 

arc(ta«g^-)=.-  -  ^    +    -p-  ~    —  +  etc. 

résultat  conforme  à  celui  du  n*.  38  de  Tlntioduction, 

x^dx 
En  opérant  de  môme  sur  -- — — ,  on  trouve 


dx  :e*+l  :t-4^+«  ;^«+M+i 

i- TrTTTTTN-s: — etc.  +  co/îi/j 


1% 
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On  poiirroit  aussi  développer 


oT  +  x 

négatives  de  x^  on  aiiroit  dans  ce  cas 
î  I  û*  tf'* 


—  y  suivant  les  '  puissances 


.5» 


x'^+a" 


«-rt  _.art        T" 


.3n 


.*» 


+  etc. 


et  il  viendroit  après  avoir  multiplié  par  x'^dx ,  et  intégré 


(3« 


— /7Z— I  j;*:  > 

+  etc.  +  con^/.  ) 


Cette  dernière  série  sera  convergente  lorsque  x  surpassera  la 
quantité  a ,  et  qu'on  aura  en  même  tems  m  <C  n  ^t  n  >  i  ; 
mais  il  faudra  de  plus ,  ,pour  qu'elle  ne  renferme  que  des  termes 
algébriques ,  qu'auam  des  diviseurs  ,  compris  tous  dans  la  forme 
in — m — I,  ne  devienne  nul.  Cette  circonstance  auroit  lieu 
nécessairement  si  m+i  étoit  un  multiple  de  /z,  et  dans  ce  cas, 
la   difFérentielle   dévieloppée  contiendroit   un   terme  de  la  forme 

ttX 

rtC*-o»  —  dont  rintégrale  seroit  ^'V**  \  x. 

"  X 

Si  on  fait  dans  le  résultat  ci-dessus  /ir=o ,  /2=:i  et  tf=  i ,  il  devient 

P   dx  1  I  I 

"  1  =. 4 ' -j-  +  etc.  +  const. 

dx 

Mais  quoique  l'expression  p,  soit   la  difFérentielle  de  l'arc 

■      X  "Y*  X 

dont  la  tangente  est  x  ^  W  n'en  faut  pas  conclure  que  la  série 
que  nous  venons  d^pbtenir,  soit  le  développement  de  cet  arc, 
puisqu'elle  devient  infinie  lorsque  ^  =  o.  La  considération  de  la 
constante  arbitraire  lèvera  cette  difficulté,  si  Ton  fait  attention 
que  pour  connoître  Ig  vraie  valeur  d'une  série,  il  faut  toujours 
partir  du  cas  oîi  elle  est  convergente.  Or  la  série 

1 ;; ^  +  etc.  1  est  d  autant  plus ,  que  x  est  plus 

grand ,  et  elle  s'évâhouit  lorsque  x  est  infini  ;  l'équation 

I 

— T-  +  etc.   +  consu 

^X"  ^x^ 

m 

se  changera  dans  cette  limite  en  arc  de  90'.=  -  =  coast,   Substî- 


arc(tang  =  *)=— -  +  -^  — 


\ 


/ 
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tuant  cette  valeur  <de  la ,  constante ,  on  aura 

'    arc(tang.  =  *)=r-i+-^— jl^+etc. 

udx 

On  pourrait  intégrer  aussi  la  fraction  rationnelle  -— —  (  n"".  364  ) , 

/^ 

en  développant  en  série  l'expression  —  ;  mais  ce  moyen  ne  con- 

duiroit  qu'à  des  résultats  fort  compliqués  et  rarement  convergens  : 
d'ailleurs  ces  calculs  sont  à  peu  près  inutiles ,  puisqu'on  sait  ra-* 
mener  cette  différentielle  aux  logarithmes  ,et  aux  arcs  de  cercles  ^ 
faciles  à  évaluer  par  les  tables  xju'on  en  a. 


409.  La  formule  fx'^^dx\a  +  bx^)^  est  facile  à  intégrer  par  le 
développement .  de  la  quantité  (  ^  +  *  at"  )yen  série ,  et  il  vient  poiir 
résultat .fx'^^dx^a-^-  h :v«)7= 


m 


V- 


q  a  m^fi       \.%qâr     m+in 


+ 


I.X.j^V 


472 


t}n 


■-  +  etc. 


Si  on  vouloît  avoir  une  série  descendante  par  rapport  à  a:  ,  il 
faudroit  donner  à  la  différentielle  proposée  la  forme 


+ const. 


m^ 


•    l 


x  y  dxf^b-^-ax'^)!  ^  et  on  trouveroit  après  avoir  développé 
( t+tf  AT-" >,  multiplié  le  résultat  par  x  i  <^Jf  et  intégré.  ••; 
•*.  -^ .  • .fx'^-'dxia^  ^jtr")f= 


«•H — 


m+ 


ip—^n 


W4 


{p-^o^)n 


pa     qx 


'  ,P(P—^y      qx        ^ 


q  +  np      qb  mq+(p — q)n       I  •  2?*^      mq+  (p — zq^n  \ 

Tant  que  les  quantités  a  et  b  seront  positives  toutes  deux ,  ou  que  q 
sera  un  pombre  impair  ^  on  pourra  se  servir  indifférera incnt  de  cette 
série  ou  de  la  précédente  ;  mais  lorsque  q  sera  pair ,  la  première  for- 

mule  deviendra  imaginaire  par  le  facteur  ai  si  a^  est  négati/,  et  la 
même  chose  arrivera  à  la  seconde  >  si  b^  est  négatif. 


70      CHrl.  ÏNTÂORATIOlf  DES  f  0  N CTT019S 

dx 

410*  Soît  -y  expression  qui  est  la  différentielle  de  Tare 

dont  le  sinus  =a:;  on  aura 


ce>/75^ 


j/j ^a  2.4  2.4.6  x.4.6.8 

et  de  là , /-— 3=:^===:r+- _+ — i- — +~^  —  +  etc.+ 

En  supprimait  la  constante  ^  la  série  s*anéantira  lorsque  jr=o  ;  elle 
donnera  par  conséquent  1%  valeur  du  plus  petit  des  arcs  dont  If 
sinus  =:r,  comme  dans  le  n""*  104. 

Voici  encore  quelques  résultats  faciles  à  obtenir  d'après  ce  qui 
précède  ^  mais  quH  Jest  bon  de  connoitre, 

dx  dx  -.  ,^  \du       . 

i\     .,        =  ^     .         ;  faisant  t/3F=«,  on  a    ^  ? 

Vx'-^xx    Vx.  V  I— jc  V  I  — «• 

mais  par  la  série  précédente  il  vient 

/^  idu           ,       ï  u^       1.1   «*       1.1.5   «''  V 

=q:i(f^4- +--ri + 2-^ — r+  «te.)        +  «ow/3 
/7^Z7*             *  3       ^-4   5      *-4-6    7 

dpnç 

y"^    dx  0      tx       1.1**      1.1.5^  X     >— . 

V/:r— ;w?  ^3       ^-4    $      1-4-6   7 


2%  dx\^ %aX'^x^^{%ayx^dxÇl^^^\ 

(xW                  I    AT             I.I        X^              I.I.?        JC^ 
1——   y=I ;; 2"T1 ^^^' 
i^y             21a       2«4   4a*         2.4«6    oâ 


L'intégrale  Jdx  Vxax—^xx  peut  s'exprimer  de  plusieurs  sianières 
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par  ëts  arcs  cle  cercle.  Elle  s'obikndra  d*abord  en  rendant  ration- 
ncUe  par  la  méthode  du  n^  377 ,  la  différentielle  proposée  ;  on  y 

parriendra  encore  en  faisant  :v=<i — u ,  ce  qui  changera  dxV  xax^^xx 

l 
en  — duY  a^ — a*,  ou  — du{a^ — u*)\.  Si  on  compare  cette  diffé- 
rentielle avec  celle  du  premier  membre  de  la  formule  (  III  )  du  tableau 

(  page  40  ).,  on  duica  m^i=o^  »  =  ^,  ^=x:l,*=^i,etil  faudra 

écrire  a^  au  lieu  de  ^  ^  2^  au  lieu  de  :r  ;  il  viendra  alors 

^'^fdu  (  tf*—  ar  )  ==  —  '  '  $ 

OU  ^fdu (V— «^•)»  =  — i/^V/ a*  -  «•— ^a*/^— =r ;  mais 

y'  =  arc  (    sin  =  -  \  :  donc 

La  comparaison  die  ce  résuhat  avec  la  série  obtenue  ci  -  dessus 
donne  une  exprassîon  trè^^nvergentc  de  .la>  demi  -  circonférence 
du  cercle.  Déterminons  d*abord  la  constante  arbitraire,  de  manière  que 

la  fonction  —  l^^-^^)^  imx—xx^-^^  .  arcf  sin  = j + const. 

s'évanouisse  lorsque  x=iO ,  et  ^our  cela  supposons  x  nul  et  égalons 
ce  résultat  à  zéro  ;  ît  viendra*  — ^  j  a*  •  arc{  sîn  =  i  ).  +  const.  =  o ,  d'où 

c^«ix.=iix*,arc(sin==i)=50*.arc  de  90% 
En   substituant  celte  valeur  ,  il  ËMidra  observer  que 

sin= j+5tf*.arcdc90^=5a\arc(  cos= — —  \ 

et  on  aura  pour  résultat 

--|(tf--:e)  V^2tfx--jrjt  +  la\arc(  É0s==^^^\ 

Cela  fait  ,  on  eâàcera  aussi  la  constante  dans  la  série  qui  exprime 
JdxV %ax*'-^j^^  pour  que  c^e  série  Vévanottisse  lorsque  ir  =  o  ; 
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et  on  aura  —  l(ii  — .  jp  )  V^xax—x^^^^a^.  arc  (  cos^^         \ 


.1  .    •    «         ^s 


3       lia         X.4    7*4^  2.4.6    9.0^'' 


Posant  ensuite  a;  =  -,  il  viendra 


cos j=:arc(cos  =  j)=arc  de  60%=^, 


T 


arc 

et  il  en  résultera 

—  ï^VT+'^=( 7 7-^ — fi — etc)«# 

6     ^3      i.j.i*      1.4.7. X*       X. 4.6. 9.1* 

d'où  on  tirera 

9r=:|i/T+6( ^ : : — 7 — -^ — 5— €tc.). 

3       2.5«i*      2.4.7.2*       2.4.6.9.2'* 
La  série  trouvée  page  70 ,  pour  1  arc  dont  le  sinus  esc  x  ^  lors« 

qu*on  y  fait  jc=  5=  sin  30*  =  sin  j,  donne 

6 

=3(1  +_L_+ — LlL_+_24i1-_+  etc.)- 

^^     ^  2. 3. 2*^2.4.5. 2*^2. 4.6.7*2«^ 

En  retranchant  cette  expression  de  «r  de  la  précédente  >  on  trouversc 

3V/T     •r'             ï                  !•*                  1.Ï.3  . 

f*^  ^j-6(^-—  ■    ,,.,  .  — , J. — -_  etc.) 

4  3       2.5.2*      2.4.7»2*    ,  2«4.6.9.2'  I 

-'^  2.3.2*         2.4.5«2*  2.4. 6.7. 2**  ' 

équation  de  laquelle  on  tirera 
5^- 1  J.      3>"       .         3>3'        .  3 -'73  .  ^.^ 

=  I  +  ' ;•  i ;; r  + 7 ^ r  +  etc. 

4  2^3.5.2*       2.4.5. 7. X*       2.4.6.7.9.2* 

Ce  résultat  paroit  d  autant  plus  curieux  y  qu'on  ne  voit  pas  tout 
de  suite  comment  on  pourroh  y  parvenir  autrement ,  et  nous  ne 
Tavons  donné  que  pour  montrer  de  quelle  manière  Tintégration 
peut  conduire  à  la  connoissance  des  séries ,  mais  nous  réserverons  les 
détails  relatifs  à  cçt  objet  pour  le  traité  des  séries. 

3*.    /    .  donfae  après  la  rMuction  de  k  i  +  ;r*  en  série 

et  rintégratîon , 

y^  dx  \  x^       1^3    x"       1.3. <   X'* 

V ir^x'  a  3        *-4    5        ^•4*6    7 


4-  c^iii/. 

on 
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ett  trouveroit  par  la  méthode  du  n*.  378 

=  l(Sf  +  V^  !  +  *•>+«>»#«. 


h 


t^i+jp" 


4-.  r/^     =t^ !_- Ll? LllL_-etc.+ 

J  y  g* X  a.***     1.4.4A;*      1.4.0.0* 

on  a  d'ailleurs  par  le  n°.  378  /  ^  =  U  *  +  *^*'— »  ).+ «>«^» 

La  série  précédeote  renferme  la  transcendante  1  x ,  mais  on  peut  en 

obtenir  une  autre  entièrement  algébrique  en   faisant  x  =  i  +  xt  ; 

^    dx       ^    .        ^     du  j^iu   /"    ,  »\tÎ 

parce  moyen /-—nzizz:  devient  /  =/- — (   1+7  )'   : 


i/x^ 


développant  (  1+^  j     ,  multipliant  chaque  terme  par      

V   ^y   -'  V  xu 

intégrant  on  trouve 

-— — 3—.— __  (  1  K« ^+ — i £-»!-_  +  etc.)  +  const. 

y^xu  +  u*      l/^  22.3     2.45.4      24.67.8 


xu  +  u* 

ou  ^    ^ 

'  '  ^xu  +  «• 


i^     du  ,  i.u'       i.3«*  1.3. <w'     .    ^    \t/"^  . 

•/K2iK4-«*  a. 3. 2     2.4. 5.4      2.4.0.7.Ô 


\. 


4x1.  Les  exemples  pfécédens  doivent  suffire  pour  familiariser  te 
lecteur  avec  l'application  du  développement  en  série ,  à  l'intégration  ; 
mais  quand  on  a  pour  but  de  parvenir  à  des  valeurs  approchées 
des  intégrales  dont  on  ne  peut  obtenir  Texpression  algébrique ,  S 
est  important  d'avoir  plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  in- 
tégràle^  afin  de  ^choisir  celle  qui  se  trouve  convergente  pour  la 
valeur  particulière  qu'on  se  propose  de  donner  à  la  variable  x.  On 
peut ,  dans  beaucoup  de  cas  ^  se  procurer  en  même  tems  une  série  as« 
dante  et  une  série  descendante  ^  en  développant  de  ces  deux  manières 
le  coefficient  différentiel.  Les  diverses  réductions  des  intégrales 
à  d'autres  plus  simples  ^  qui  ont  été  trouvées  dans  les  n««.  387 — 3^0 
et  dont  le  tableau  de  la  page  40  offre  le  résultat  ,  donnent 
aussi  des  valeurs  en  séries^  lorsqu'on  les  imagine  continuées  à 
fin^ni. 

La  formule  (  VU) ,  tirée  delà  formule  (II)  (n%  387  )  exprime 
CàUuL  intc^ral.        •  K  / 
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t 

rintégrale/jr*-"Vx(4+  *'^)'f  par  une  série  ordonnée  suivant  (ef 
puissances  descemkntcs  de  «* ,  lorsqu'on  néglige  le  dernier  terme  ^ 
ce  qui  est  permis  quand  on  suppose  x  très-grand ,  et  qu'en  consi- 
dérant beaucoup  de  termes  >  le  nombre  i  se  trouve  tet  que  le  coeffi* 

cient  difiefefiticl  xT-^-^a  +  bà^^r=x^  Ju>i«4>;   >  compris   dans  le 


dernier  terme,  est  très-peti^. 
La  formule  (  Vlil  ) ,  tirée  de  la  formule  (  IV  )  convient  a»  cas  ok  /» 

est  négatif;  et  si  on  y  change  /»  en  — /»,elle  donnera/jif*""'i/;c(tf +*«")« 
en  une  suite  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x^ 
On  pourra  l'employer  lorsque  cette  variable  sera  très*petîte  ^  parce 

qu'alors  le  coefficient  différentiel  *"+'■-'" (ii+  bx^y  pevrt  être  né- 
gligé quand  i  est  très-considérable« 

Il  faut  à  ce  sujet  se  rappeller  des  remarques  qui  ont  été  fritet 
dans  le  n*.  jc^i ,  sur  les  cas  oh  les  formules  dont  celles-ci  sont  tirées^ 
cessent  d'être  applicables-^  à  cause  de  Tévanouissement  de  leur  dé^ 
Bominateur. 

411.  Donnons  quelques  exemples  de  l'usage  des  formules  (  VII) 
et  (VIII)  pour  la  réduction  en  série ,  et  conunençons  par  faire 

servir  la  dernière  à  développer  / 

JVl'-XX 

On  a  dans  cet  eidemple  — /»— 1=0,  ou  m:^ — i,  )ï  =  ii 
^=—1 ,  j=2  ;tf  =  i,A  =  —  l;et  avec  ces  valeurs  on  trouve 

JviZirx  î         3-5         3-5^7 

Cette  formule  donne  un  résultat  digne  de  remarque  lorsqu'on  y 
£ût  x=^ij  cas  auquel^  en  supposant  la  constante  nulle ^  on  a 


Â 


éLx  '^ 

— p^  =:arc(sin  =  jr)  =  arc  de  30*^  =-;  car  il  vient 

6 


^/I XX 

w      ,  1  1*4  1.4.6  .  t/T 

-  =  (  I  +  — ^+ -4-+ ^ — j+  etc. )-ï-i 

6-     ^  3*4      3-Î-4       3'5*7*4  4 

ax 


•k 


^13^  Soit  encore  /- 


diffère 


qu'en  ce  quei=+ 1 ,  au  lieu  de  isn — i ,  et  la  formule  générale  donne 

r7:===(*--*»+^^*»----î^^*^+etcOV'7?I=+cow*.; 
J/i+A^  3         3-5         3-5-7 

Kl  +  x* 

suit  que  la  série  précédente  est  le  développement  de  la  fonction 

1  (  jicr+  V  I  +'*^^)3|  .OU  du  moins  n'en  difère  que  par  une  constante. 
4 14,  Nous  aijons  appliquer  la  formule  (  VII  )  au  développement  de 


/%     dx 

aon  / ^r— 

JxVî-^; 


Fexpression  /■     _         ,  suivant  les  puissances  descendantes  de  x.  , 

^xx 


V 


En  comparant  /^ — ^  ■,     avec  A"-'^(^*Jt*)5,  on  trouve 

*^  xV  l'-^xx 

*» — 1= — I  f  ou   i»=o ,  n=i  9  /= — 1 9  î=5=i ,  tf=i  y  *= — 1 1 
et  la  série  devient 

•/xl^i— *,    V*^     3**     3-5*       3-5-7*  y 

En  intégrant  J^  -  (  n*.  377  )  on  «a  pour  résultat 

J  XY  1 XX 

J  +  «>/w^  mais  comme  lorsqu'on  fait  ;ir=i ,  la 

partie  variable  de  cette  fonction  s'anéantit  ain^i  que  celle  de  la  série 
précédente  9  il  s'ensuit  que  l'une  est  le  dévelôppeaiem  «de  l'autre. 

On4>assera  de   C        ■       à  y  f  ,  en  multipliant  la  pre- 

J  xV  l — XX      J  Xr  XX — I 

ffltère  par  — :=:r=:  =  —  ^ — ^  »  ^^  faisant  la  même  multiplication  sur 
V — I  ^ 

la  série  et  en  observant  que  V — i  .V  i — xx^^yjcx — i ,  on  aura 
le  développement  de  f  r* 

415.  L'expression  f         ^    ^  développée  par  la  formule  (VIII)  ^ 

donne  la  série  suivante 

K  X 


consu 


1 
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7<$ 

(X      ibifi     3«7^*J? 


•) 


«n  se  servant  de  la  formule  (  VII  )  on  trouve 


+  etc.    j  V  tf  +  Ajc*+  cojBif» 


3^         3-7-^* 

T — ' 


3.7.11^' 


3^11 


5.9.  ijx'*      y 


C— -     .     . 

416.  Le  but  de  la  réduction  des  différeatielles,  ea  série  est  de  les 
transformer  dans  une  suite'  de  termes  dont  chacun  soit  intégrable 
en  particulier,  et  il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela  que  ces  termes, 
soient  des  monomes.^ 

JxV  l €*J? 

Si  on  avoît  par  exempte "  ■.■  —  ^  et  que  c  fut  une 

Kl— AT* 

quantité  fort  petite,  on  pourroit  deireloppet  V 1— .«•;c»  dans  une 
série  très- convergente,  parce  que  dans  la  différentielle  proposée  r*  ne. 

peut  jamais  surpasser  t ,  à  cause  du  radical  v  i — x^.  On  aura 


V^J— «•*•=: 


■^*« — ili****. 


'•'•'cV. 


1  a. 4 

^  et  il  viendra  à  intégrer  ta  suite 


i«4.& 


etc. 


X  '  x-4 


1. 1*^ 

2«4.6 


eV— etc.); 


/ 


dpnt  chaque  terme  rentre  dans  ta  formule  f  ■  ^  traitée  dana 

ks  n^  39^9^  3 9T  9  ^^  substituant  au  lieu  de 

/^at'  r  x^dx  f  ^^^ 

fes  expressions  données  dans  le  n*'-  392  ^  il  en.  résulterai 


v/7=:?- 


+ 


-  e  pjr  v^ir:!?— ^1 


^•4    Lv+      *-4  y  1-4    J 

1.4.6     UV6        4.6.         2«»4.6.  J»    .  2.4.6/    J. 


«te 


+  Qonst,. 


\ 
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série  dans  laquelle  A  représente  un  arc  de  cercle  4pntvle  sinus  =  at» 

417.  Dans  l'exemple  ci- dessus,  Tintégration  de  chaque  terme  de 

la  suite  n*a  souffert  aucune  difficulté  ;  mais  si  on  avoit  à  intégrer  une 

série  de  la  forme  (^+^'C/+^'^Z7*+^'''C^+  etc.  )  Fdx, 

dans  laquelle  U  tt  F  représentent  des  fonctions  quelconques  dex^ 

ïï  poiirroit  être  assez  difficile  dans  certains  cas  d'intég;rer   chaque 

terme  en  particulier, 

Lagrange  réduit  ces  opérations  à  la  seule  întégration  de  la  (£ffe« 

Fdx     •  - 

rentielle —  »  et  il  développe  le  résultat  en  série  ordonnée  suî- 

r — a  U 

vant  les  puissances  de  a  ;  dans  cette  dernière ,  que  je  représenterai  par 

'     tf  ^  JÇ;+ aX'-\^a^X'* + a^X"  +  etd 

> 

Xy  X\  X?y  X"^^  étant  des  fonctions  de  jc>  il  remplace  les  puis-» 

sances  de  a  pat  fes  coefficiens  A^  A'^  A!\  etc.  de  la  suite  pro^» 

posée  ^  et  il  trouve  ainsi  pour  l'intégrale  demandée 

AX\A'X^A!'X'^A"'X"'\  etc. 

Vdx 
Dans  Texemple  précédent  •  la  formule —r  devient 

J.X  f     ^  '  I  "—  ^* 

.,— > ,  expression  qui  •  ea  faisant  y^ =  r  . 

(l— tfA:*}i^I— AT*  '— ^^ 


dy 

se'change  en — ::::  et  dont  Kntégrale  est 

arc  (cos  •=zy")'\'Const.  remettant  pour  y  sa  valeur  on  aura 


I 


•.arc /'cos  ==^  K^  -^-^-const. 


Les  conditions  qu'on-  s'imposera  dans  là  déteminatioa  de  îa  cens- 

^dxVl 


tante  de  la  fonction  I — ,  devront  être  appliquées 

nhtégrale  trouvée  ci -dessus..  Si  Ton  vouToit,  par  exemple^  que 

/dxV^i—e''x^   ^  ^ 

: — ;...  fut  nulle  lorsque  ^=0 ,  on  égaleroit  aussi  â  zéro  « 

après  la  supposition  cfe  xs^o^  Te  résultat  obtenu  précédemment^  et 
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comme  la  partie  variable  s'évanouit  d'elle-même ,  on  voit  que  la 
constante  doit  ôtre  nulle  dans  cette  hypothèse.  Cela  fait ,  on  déve* 

loppera  la  fonction     _.  arc  (  cos  =  \/^ )  en  série  suî- 


yant  les  puissances  de  a,  par  les  méthodes  données  dans  le  chapitre  II 
du  Calcul  différentiel ,  et  on  remplacera  dans  cette  série  les  puis- 
sances  de  a  par  les  coefHciens  qui  multiplient  celles  de  x^  dans  la 
série  proposée. 

418.  Le  procédé  que  nous  vêtions  d'exposer  peut  se  démontrer 

Vdx 
comme  il  suit  :  la  différentielle étant  réduite  es  série  suK» 

vant  les  puissances  de  4,  deviendra 

(  I  +  tf  Î7+ tf*i7*+ tf^£/^+ etc. )  ^^* ; 
prenant  l'int^rale  de  chacun  de  ses  termes ,  on  aura 

/^V  dx 
jL—  a^'JFdx  +  aJUFdx^a^fU^  Vdx^a^JU^  rdx+  etc; 
I — al/ 

/*f^dx 
--=Jf ,  et    qu'on  déve- 
I — aU  ^ 

loppe  X  «a  série  suivant  les  puissances  de  a ,  on  aura  encore 

^^"'"^  —à^Xi+aXi'+a'Xi''+a'Xi'''+  etc. 


Jt. 


X\ ,  Xi\  Xi'\  etc.  .étant  des  fonctions  connues  ée  x\  comparant 
les  termes  de  ce  résultat  avec  le  précédent  y  on  trouve 

fFdx    =Xi 

-fWdx=Xi' 

fV^Fdx^Xi" 

etc. 

il  est  évident  maintenant  qu'en  remplaçant  dans  la  séfie 

à'Xi  +  <tAri'+  a^X  l'^J^  etc.  les  puissances  de  a  par  les  coefficîens 

A ,  A\  A'\  etc.  on  aura  l'intégrale  de  k  série  proposée* 

(^ +^'£^+^'^£/*+ etc.)f^^i. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  Xi  est  ce  que  devient  X  lorsqu'on    , 

y  fait  4  =  Q,  et  que  Xi'^  Xi"  ttc.  représentent  les  valeurs  ile 

dX       I      d:'X 

7-  , 77-  etc.  dans  la  même  circonstance  •  (  n*.  loo  ). 

d^       lir%     dà^  •  •       •     .   ^    . 
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419.  Texposerai   encore  briévemem    comment  U  faudroU  s'y 

prendre  poiir  intégrer  par  les  séries  la  diffihrentieUe  —  —  , 

lorsque  e  dîâère  peu  de  Tunîté  ,  parce  que  le  résultat  servira  dans 
la  suite. 

La  fonction    ■■  se  décompose  en  -«-  ; 

y  i  —  x'^  V  i—x    V  i  +x 

mais  on  a  =  eA ;  la  différentielle  proposée  se  réduit 

donc  à  fdx.-   _s=r.l/^  «-| .  Développant  le  radical 

|/^  e-^ en  série  suivant  les  puissances  de  i — e ,  et  faisant  pour 

abréger  =  »?  on  aura  à  intégrer 

•    I  >/* — «^     ^i       in  i.i        »•  i*i»t        a*  ^ 

^•^  -,z::7'V^'Vnri3~'iq'(7T^+ 1.4.6  (.+^)»-*^^J 

suite  qui  dépendra  de  la  différentielle •  \/^ . 

1+  x 
Pour  trmtcr  cette  différentielle, -on  mettra  la  quantité 


a 


l+Xr 

SOUS  la  forme ; —  =  i  +  - — •  et  on  aura  alors 

I — a+x  I — a+x  ' 


j^S  f    l  y/i — ^x         adx     \y\ — tx\ 

^  1 — X        I — a-^-x  i-— JC  J 

Faisant  -i=^=yMl  viendra  *==.i=2l,  ^=_!^i=l)^, 
et  la  dlfférenttelle  proposée  se  changera  e» 
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Cette  expression  ^  dont  le  second  terme  se  décompose  en 

i ^ — j ^— T-T  f  s'mtegre  facilement  puisqu'elle 

est  rationnelle  ^  et  donne  pour  résultat 

Si  00  reut  que  Tintégrale  de  la  difFérentielle  proposée  soit  nulle 
lorsquej^rsOy  il  faudra  supprimer  la  constante.  En  développant 
la  fonction  précédente  en  série  suivant  les  puissances  de  ^t,    et 

remplaçant  ces  puissances  par  les  coefficiens  de  celles  de  , 

on  aura  le  série  demandée. 

410*  Nous  allons  donner  dans  cet  article  et  dans  les  smVans  le$ 
moyens  d'intégrer  par  approximation  la  différentielle  ; 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  décomposé  son  dénominateur  en  deux 

facteurs  réels  de  la  forme  e+f^*  et  g+hx^^  elle  se  changera  en 
p  jjg 

= ,  et  en  divSant  les  deux  termes  de  cette  fraction 


'  >       n 


I  Pi^ 

par  ^7gf  elle  deviendra  •—=■,    .      .  ,  ;  faisant 


^^(■+7'-)(-+i'-) 


-  =/^',        -"  =f  •  ^  on  n'aura  plus  à  traiter  que  la  diflérentielle 

Pdx 

■      '  ■  — ■■         ■    '       ""-'♦ 

Si  les  deux  constantes/  et  q  sont  tràs-inégales  entr'elles;  que  /^ 
par  exemple,  soit  beaucoup  plus  grand  que  q ,  on  supposera /^*;i:*=i^y 

4'oi>  il  xMtera  q^x^^^-u^     dx^ >  et  là  différentielle 

4P*  '  P. 


k 

r 


•--P^C/ATjf      SEULE       VARIABLE.  %l 

•  j                t                      ï                     Ndu  ^    ,, 

xi-vdtssusrsr  changera  en ,  Onde* 

composera  c^ette  nouvelle  expression  dans  les  facteurs 

I       Ndu  *  I 

— -  "■  et -'    "     ■    '  ;  on  développera  le  second  dans 

une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  —  x^*^  et  dont  Tin* 

P 
tégnrtioiiy  d'aprifs.>ks^  articles  précëdens  ,  dépendra  de  celle  de  la. 

^       .     '      *      <.'         .   S  du  ...  ^     . 

fonction    ■    ■    ,  ■  ■  .  ■  .. ^  fonction  qui  se  rapporte  a 

celles  dû  n^  377  et  dans  laquelle  on  a  feit  ^=r*. 

Pour  que  fapproximation  ait  lieu  dans  tous  les  cas ,  îl  faut  que 

les.  tçnnési  des  la  .série  quiiexprime  V^i -f  r^a^  restent  toujours  forC 
petits  ;  or  la  grandeur  de  chacun  d'eux  ne  dépend  pas  seulement  de 
celle  dii  coefficient  r*  ^  mais  encore  des  valeurs  dont  u  est  suscep* 
tible.,  et  par  consii^tïA  si  icette.  variable  peut  devenir  assez  grande  ^ 
là  série  dont  il  s'agit  ne  sera  plus  convergente»  Il  existe  des  artifices 
analytiques,  pour  faire  disparoître  cet  inconvénient  ;  mais  ils  ne  sont 
pas  particuliers  au  cas  qui  nous  occupe  ;  Us  tiennent  à  une 
théorie  complète  ^  relative  aux  limites  des  intégrales  et  dont  nous  par- 
lerons bientôt. 

4x1.  On  pourra  encore  employer  avec  succès  la  réduction  en 
série  lorsque  les  deux  quantités  p  tt  g  différeront  très  -  peu  l'une 
de  Tautre.  Dains,  t:e  cas  on  mettra  la  diffîrentielle  proposée  sous  la 

-  I  Pdx  -^ 

ferme  [^^4<..i.  ^  ,  -i  ,■  ■.  :  on  fera  ensuite 

I  -  I - 

-f=sr*+i^,   -— =f*— .j^    et  il  viendra 

CêUul  intégral,  L 


m 
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I  P  itx 

la  diâerentielle  sera  donc  — . '    v    .         On  déltlopp«ra  le 

radical  en  série  suivant  les  puissances  de  «r,  ce  qui  donnera 
f      I  I         J''  1.3       l*  \Pix 

et  rintégrale  de  cette  suite  s'obtien^a  au  moyen'  de  celles  de 

La  série  ciTtlessus  sera  convergente  tant  que  le  dénominateur  sera  de' 
la  forme  r^+x";  mais  elle  cesser  oit  dç  Têtrc  st  Qaav^ît  /■•— r«%  et  que 
la  valeur  de  x  dût  être  fort  peu  différente  de  r  .*  nous  tr^terons.ce  cas 
d'exception  quand  nous  reviendrons  sur  celui  du  n"",  précédent. 

.412.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  différentielle.  •  •••••..•» 

s'intégreroit  toujours,  au  moins  par  approxi^a* 


tion^  s'il  étoit  possible  de  la  traasferper  iu»  une  aurfevâaas  laquelle 

les   rapports    -et  -  fusserU   ou   très^négaux  ou  presqu^égâiix : 

or  c'est  à  quoi  Lagrange  e$t  parvenu  ^^'lUie^tteni^e  tràs-élégstate.-     ^ 
Il  transforme  d'abord  la  diffisrentkUe  proposée  en  une  autre  Jà 

la  forme  Ldu^ .    ^  dans  laquelle  L  tîM  sont 

V^(l=fc/^V)(l=fc:y*«*) 

des  fonctions  rationnelles  de  u\  et  les  seconds  termes  des  binômes 
idcp*u^ ,  irbj^'i^^  sont  tous  deux  positifs  ou  tou$  deux  négatifs 
en  miême  tems.  Pour  cela ,  il  fait  '  ^ 


X  ^^{.e+fx^)(g+hx^)^xiy 


Tant  que  x  et  y^(e+fx*)(g+bx^  seront  réels  i  k-nou«rclle^Wi'- 
riable  sera  réelle  aussi.  Il  résulte  de  la  supposàiôm  cîc^essus 


vc 


I  . 


Péquation  g=-K  ■>  .■  .1;  s^.se  chauM  («  cette  *«rè/. .-«>.» »l 


\v^ 


,  1 


D^  V  Tf  E      s'ttf'zÉ      y  A  R  I  A  »  l  E.      ,8j 

'e*ii*(^4..A;r*)==x*(e+/V  étant  diffêrentîée,  donne 

xdx  edu  ^ 

tirant  ensvdte  de  .cette  même  équation  la  valeuf  de  x%  il  viendra 

h  ^lâ^t  :±:  t  V I  +  i(i/^— tf  A)r^+ ^•AV 

jc»=  ■    ■  ■'        '  '     '     ^     ■'       ■  '  f 


Comme  il  ne  s'agit  ici  que  d'une  «impie  transformation ,  noos 

ne  ferons  usag«  que  du  signe  supérieur  du  radical  ^  et  par  le  moyen 

tâu 
<le  la  dernière  équation  ,  nous  changerons  — ; — -^-^ — rTT"  ^^ 

du  '      .       •     •  /     ' 

—       '       "    expression  qui  représentera.  ••«••••: 
\^  I  +  2(i/g'— ^  A)tf^+ «•*•»** 

f 

,  Substituant  la  valeur  de  at*  dans  P,  il  en  ré* 


sultera  une  fonction  rationnelle  de  2^'  et  de •  •  •  •: 

\^  t-^x^tfg—cli)  i^+e'AV  cf  par  conséquent  la  différentielle  pro« 

posée  pourra  être  mise  sous  la  forme  •  •  • •  • 

,  ,  '       Mdu 

Ldu  4- 


Ha  fonction   i  +  i(i/g-^«A)«'4-e'AV  se  décompose  en  deux 
facteurs,, savoir:  i+.  (aî/if— «*+iV^/V— c^&A  ) V(*)  ^ 

Si  »  comme  dans  le  n".  410 ,  aous  supposons  -  >  ~  la  quantité 

f^-^âhf  sera  nécessairement  positive  ;  §es  facteurs  >^+  eh  et  >J^— e* 
seront  tous  deux  de  même  signe,  leur  somme  xfg  sera  encore  de 
même  ;signe  qu'eux  ,  et  enfin  fjg  etf^ — eh  étant  de  nckême  signe ,  don^ 
nerom  un  produit  /*^ — «/g*  <iui  sera  positif;  d'où  il  suit  que  les 

demr  quantités  if^-eh^  Z^/^^—e/gk ,  1/^— «  A— z  \^/*^—e/gk 

•^. — ' : ; : : — -^^ — . 

^  IPyPour  effectuer  C»iitinodément.céfte  àécoit>position,ilfiiuti^iK>||4f^par  rapport 
^  f,  VitfutMn  t*-{- 1  ( ifg-^th  )ut-\-i'h^u^,  et  (ùxt  eatuite  t;=.i  dans  les  radiia.' 


\ 
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seront  réelles  :  elles  seront  aussi  toutes  deuv  du  même  signe  ^  puisifii^ 
leur  produit  <*i*  est  essentiellement  positif ,  et  ce  signe  dépendra  de 
celui  de  fg.  On  posera  donc 

q''=:±:tfg'=p€h=piViJ^g''—cfghi 
le  signe  supérieur  répondant  au  cas  où  le  produit  /g  est  positif, 
et  le  signe  inférieur  à  celui  où  il  est  négatif.  En  extrayant  la  racine 
de  chaque  membre  des  équations  précédentes  ^  on  trouvera 

Par  le  moyen  de  ces  valeurs  ,  qui  seront  toujours  réelles ,  on  pourra 
prendre  p  tt  q  positifs ,  en  faisant  usage  de  la  seconde  valeur  de 
cette  dernière  quantité  quand  fgttth  seront  de  même  signe.  On 
aura  dans  tous  les  cas  /  >  f ,  et  la  différentielle  proposée 
P  dx 

—     ■     *'^  sera  ramenée  à  cette  autre. • •••••< 

Mdu 
Ldu  4- 


V^(i±pV)(i=i=fV) 
La  même  transformation  qui  nous  a  conduits  de  Tune  de  ces  ex- 
pressions à  l'autre ,  a  aussi  la  propriété  d'augmenter  Tinégalité  des 
coefïiciens  /*  et  f  *,  lorsqu'on  l'applique  à  la  seconde  partie  de  la 
dernière,  ce  qu'on  exécutera  paiement,  en  supposant  dans  les 
calculs  ci-dessus  #  =  r ,  g^=  i ,  /==fc:/?*,  A  =  ±y%  et  changeant 
p  tn  p\  f  en  /.  Le  résultat  qu'on  obtiendra  étant  semblable  au 
précédent  sera  encore  susceptible  d'être  traité  de  même, et  On  fera 
successivement 


u" 


u'R! 


^  />^/,^»  f  —P  -r^ P   —q    9\-.    q  .—p-^Kpr^—q^ 


'/t 


D*  V  If  M      S  EV  t  E      VARIABLE.  8f 

R  représente  le  radical  )/ {\:±:p u%idcqlF) et R\ R", etc. désignent 

ce  qu'il  devient  quand  on  change/,  j,  w  en/',  q',  ^9?'*%  ^'9  ^\  *^^« 

Les  expressions  ci- dessus  donnent 

db^V— I+/Î'                 du  du' 

a*  = 2 -L . =  — — ; — 

=bi/*  *  R  R! 

,^      ct/V^— i  +  A''  du'  du" 


!/''•  = 


1/*  •  R'  A^ 

db/'V»— i  +  ^'''  ^tt''  du''' 


d=2/«     •    •  /l"  R'" 

etc. 

Par  la  première  de  ces  valeurs  ■  ■       -  se  changera  en  i  a  «  -J jr; — ^ 

If  et  Jlf'  étant  des  fonctions  rationnelles  de  u'^;  la  valeur  de  u'^ 

f  ,       A        AT^/z  ,,,  .  ,,      M'aie'        ...      .       , 

changera  de  même  -  ■     —  en  L'du  -{ — —  et  ainsi  de  suite  :  U 

R  R 

différentielle  proposée  après  trois  substitutions ,  par  exemple  y  sera. 

donc  transformée  en  cette  autre 

M"  du'" 
Ldu  +  L'du'+  LU'u"+  L'"di/"+  >  ■    ■    ■: 

Les  trois  premiers  termes  étant  rationnels  ^  la  difficulté  de  l'intégration 
ne  porte  que  sur  le  quatrième  ;  mais  linégsriité  des  coefficiens  cor- 
respondans  p'  et  f  \  p"  et  ^",  p'"  et  q'"  va  toujours  en  augmentant. 
En  effet,  puisque  par  l'hypothèse/  surpasse  j ,  les  quantités/, /',y,y, 
forment  une  progresâpn  croissante  ;  à  l'égard  de  f ',  on  mettra  son 

expression  sous  la  fgrme  q  =?;  ■  .L^j ■  %  qui   re- 

q^ 

vient  à  /=-^;  d'où,  à  cause  de  /'>/  et  /]>f<,  il  suit  /<f  et 

à  plus  forte  raison  </'.  Les  valeurs  de  q"  et  de  t^"  étant  traitées 
de  même  que  celle  de  /,  on  trouvera  q"<^'f  l'"<^9\  ^^  on  verra 
par  conséquent  que  les  quantités  q ,  q'^  q'\  q"'y  forment  une  pro- 
gression décroissante ,  mais  dans  laquelle  il  n  y  aura  aucun  terme 
négatif. 

En  répétant  donc ,  autant  qu'il  sera  nécessaire ,  les  transformations 
indiquées  précédemment^  et  dont  nous  n'avons  porté  le  nombre 


•  • 


X 

m'- 

-«'' 

-^1 

m.  — 

■n" 

1 

m  — 

-»'" 
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qu'à  trois,  on  parviendra  à  trouver  dwx  coefEciws  ^  •  •  •,  f"'* 
dont  1^  second  soit. aussi  petit  qu'on  voudra;  par  ce  moyen  la 
différentielle  proposée  sera  ramenée  à  une  suite  de  dilEerentiellei 
rationnelles  et  à  une  diflërentielle  irrationnelle  y  qui  se  rapportera 
à  celle  qui  a  été  traitée  dans  le  n^'.^io. 

Au  lieu  de  calculer  immédiatement  les  quantités  p'.j  p"  ^  p"^ 
*^  î' y  4\  i^9  ^^c-  *1  ^^^  plws  commode  de  chercher  les  sommes 
et  les  différences  de  celles  qui  se   correspondent;   car  si  on  fait 

m-^-n  m — n 

p  +q    =m  ^  p  —q  z=zn     \  [p  = ,  q  = 

/  +/  =wl  ,  /  — f'  =«'  f  y  = ^ ,   q'  = 

/  +  f  ^m" ,  /  —q"  =n"  l  doon^  \/  = ^^—  ,  /'  = 

s» 

p    +y    =;»   ,/?   — j^    -zizn    1  f/' ;; ,  q 

etc.  I 

il  en  résultera 

etc.  ctc/ 

41  j.  Comme  rien  ne  limite  l'étendue  des  sè-îes /^  ,/>',  Z^/",  etc. 
q  ,  y',  y'',  q-'\  etc.  il  est  évident  qu'on  peut  les  continuer  en  ar- 
rière ;  c'est-à-dire ,  considérer  les  termes  qui ,  d'après  la  loi  établie 
dans  ces  séries ,  devroient  précéder/  et  q\tt  en  désignant  ces  termes 
par  ]p ,  ^p ,  etc.  on  aura 

/r_/f+K    p   ^^q^  q=.  p^^y    p  -^  q 

/>=  /+  K    />   —  y  ^  ^_,  ;y--K   /?    —  q 

etc. 
Mais   puisque   la  différence    entre  les   termes   correspondans  des 
séries  p ,  /,  p'\  p"\  etc.    q ,  q\  q'\  f\  etc.     augmente  dans  tous 
ceux  qui  suivent  les  termes  p  tt   q^   elle  diminuera   nécessaire- 
ment dans  ceux  qui  les  précèdent  ;  et  par  conséquent  les  quantités  /> 
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et  ^q s  y  et  'y ,  etc.  doivent  approcher  de  plus  en  plus  de  régalité. 
On  tirera^  sans  peine  des  expressions  de  ^  ,  ^ ,  'p  ^  V  *  ^*^- 1^^  Valeurs 
suivantes 

P= — : — y  1=^P9 

2 


%\ 


P= — ;: 9  i=^   P9 


< . 


etc. 
Pour  s'assurer  de  nouveau  que  les  quantités  ^p ,  f,  V>  'V*  ^^^« 
tendent  sans  cesse  vers  Tégalité.,  il  faut  observer  qu'à  cause  de/'>f , 
on  aura  ></i  et  V>î  ;  d'un  autre  côté 

p-^qzsz^ *'^/'i^=5(ï/7— V^)S  ce  qui  donne  V  <)'•  Eft 

étendant  ces  remarques  aux  quantités  ^ ,  V  j  ^  >  'V  >  ^^^*  ^^  "^^'^^ 
que   la  série  p,    Pj^^,   etc.   est  décroissante,   tandis  que  la 
série  f ,  V  >    9  >'  e^c.  est  croissante  ;  mais  que.  les  termes  de  la  se- 
conde s'approchent  de  plus  en  plus  de  ceux  de  la  première, 
après  ce  qui  précède ,  on  Fera 
;        U.R.  ^  u  K  ^y  u    K 

et  on  tirera  de  là 


'«•= 


>^-.»  > 


/a 

</« 

R 

'C'u, 

.     itu 

'R 

~  'R 

/"« 

i^u 

\\\    -  ,5  \\\  n     ~~~    \\ 


etc. 
en  désignant  par  ^R ,  ^^A ,  etc.  ce  que  devient  le  radîcaU 

V'  (  isfc.^*  tt»)  (irb  j*i/*)  lorsqu'on  y  change/  ,  q,  uenp,'q,^u^  e  te, 
n  reste^  à  prouver  que  les  nouv^elles  variables  V ,  'V  etc.  ainsi  que 
les  mdicaux  ^fi. ,  ''i{ ,  «c.  seront  réels»  ^ 

La  valeur  de  'u*  montre  que  cette  quantité  sera  réelle  tant  que  uttR 
le  seront ,  et  qu^en  même  tems  elle  sera  positive  lorsque  le  signe 
supérieur  aura  lieu  49as  les  ^Eicteurs  idzp^u^  et  i::kzq^u%  car  alors 
on  aura  jR>  x.  Dans  le  cas  où  les  facteurs  seroient  i— /?  V  et  i — i*u% 


i 
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Texprcssion  de   »*  dcvîendroit  "«•=  -^ r-; ,  mais  on  auroit 

en  même  tems  /î<yj/*+i.  En  effet,  '^•=/>f  ;  substituant  cette 
valeur  dans  y//*+i  et  quarfant  le  ^résultat,  on  obtiendra  ••••• . 
p^q^u^+ipqu^'+i.  D'un  autre  côté, 

/î'=(i— ;?V)(l— f*tt*)=I— ^•«•— j^tf^+Z^V^î 
retranchant  ce  résultat  du  précédent ,  il  viendra 

différence  qui  sera  toujours  positive,  et  comme  les  quantités  'j*tt*+  i 

et  R  sont  positives  ^  on  en  conclura  que  la  première  surpasse  la 

seconde.    De  ce  que  V  est  positif  dans  les  deux   cas   que  nous 

Venons   d'examiner,  il  suit  que  ^u  sera   une  quantité  réelle  dans 

du        (tu 
Tun  et  dans  l'autre ,  et  Téquatioi^  —  =  -r^—    emporte    nécessaire- 

R.  R 

ment  la  réalité  de  ^R.  De  pareilles  considérations  feront  voir  suc* 
cessivement  la  réalité  de  '"u ,  ^^R ,  et  ainsi  de  suite. 

Par  les  transformations  de  u  en  V  >  de  ^u  en  "'i^ ,  etc.  la  diffé- 
rentielle ^  prendra  successivement  les  formes 

V'(idtp*u^){ldizq*u^)  • 

'^^    R  ' 
Ldu-]r  Ldu+  ■    , 


^I/«+"iJ^»+"^I/V+ 


etc. 
et  sera  ramenée  à  une  suite  de  différentielles  rationnelles ,  et  à  une 
difFérentielle  irrationnelle   qui  se  rapportera  à  celle  du   n%   411  , 
parce  que  les  coefEciens   •••'>,  •'•''Vf  s^us  le  radical  •••'"'/î 
différeront  très-peu  l'un  de  Tautrei 

Nous  ne  saurions  entrer  dans  de  plus  grands  détails  sur  cette  mé- 
thode 9  la  plus  élégante ,  peut-être ,  qui  soit  sortie  de  la  plume  des 
Analystes;  mais  ce  que  nous  en  avons  dit  suffit  pour  mettre  le 
lecteur  t  portée  d'en  saisir  Tesprit ,  et  nous  aurons  d'ailleurs  oc- 
casion d'en  reparler  encore  dans  les  applications  du  Calcul  iot^al  à 
la  Géométrie 


\ 

k 
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414.  Prenons  pour  premier  exemple  de  Tintégratich  des  fonctions  j^  fonctions  lo- 
logarithmiques  ,  la  différentielle  -Y^atIa:  ,  dans  laqnelle  X  désigne  une  gatithmîques^  et 
fonction  algébrique  quelconque  de  x.  En  faisant  Xdx:=^dv  et  la:=tf , 
•  la  .formule  fudvz^uv-^fvdu  (  n*.  361 .) ,  donnera*  •  •  •  • •  •  • 

fXdx\x^=;^xfXdx 


■A 


Si  maintenant  l'intégrale /^//x  ne  renferme  point  de  fonctiohs 

•'transcendantes,  la  différentielle  —fXdx  sera  algébrique  et  pourra'' 

*  *é  tMiter  pâf  les  méthodes  données  dans  ce  qui  précède.  Dans  le 
cas  contraire ,.  1^  réduction  .ci- dessus  no  ser^  d*aucun  secours,  et  la 
différentielle  proposée  ne.  pourra  s'intégrer  que  par  les  séries ,  ex- 

cepté  pourtant  lorsque  JC=-.  ;  car  on  a  — :=dAx  et  par  consé- 

.     X  .    X 


f: 


..41^.   Pour  appliquer  les  résultats  que  nous  venons  d^obtcnir^ 
soit  X-^^x"^^  n  étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ott 


,«+i 


n^tjf,  mais  diffèrent  de — i  î  onaura/JirrfAr= ,  d*oîi 


^+ï 


jn^x 


.JXdxXx-:^  — ^\x — y. — +  const.^= (Ir )  +  consc. 

Le  cas  où  -X^rr:  -  ,  c'est-à-dire ,  où  /ï  =  —  i ,  se  traite  aussi  par 
la  réduction  dont  nous  avons  fait  usage  ci-dessus;  il  vient  alors 

/dx                               pdx 
l^=(l;r)* — I \xy  équation  qui,  ne  renfermant  que 

Vintégrale  cherchée,  en  fait  connoitre  la  valeur  et  donne '•> 

/ \x'=^''[yxy'^const. 


X  1 

Soit  encore  Jfrr: 


-, rrir  9  on  aura  fXdx  =  — - 

(i  — a:)"+*   ^  •^  n(i— a:)" 


et 


par  conséquent 


]fXdx\x 


-Â 


dx.\ 


J  n. 


•') 


Calcul  intégralm 


+  consc. 

M 
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L'intégrale  C—J^L—  s'obtiendra  par  la  méthode  propre  à 

gration  des  fractions  rationnelles. 

Dans  le -cas  oîi  ns=i,  on  >•••••  ••••^ •....•• 


X 


A 


\* 


€t  par  conséquent 
r^  ==if-^U-lf-L-)  +  c.«.r.=  fi^-1  (^)  +  ^P^'. 
Lorsque  b  =o  ,  la  difiërenticlle  proposée  devient ,y. ,  » 

ici  la  réduction  ne  change  pas  beaucoup  Tétat  des  choses ,  et  il  feuf 
développer  1  (-|-)  en  série,  dans  le  second  membre,  ce  qui  donne 
X  +  i*»+  ^x^+  \x*+  etc.  d'où. '••  •  • 

ràxAx     ^ J  ._i_-v . u_ ;p_ i *•—  i *»— Jj **—  etc.  +  const, 

'               4i6rLa  différ«nrtielle/:t^*l^,  dans  laquelle  JT  et  ^  sont  des 
•  fonctions  algébriques  de  * ,  se  ramène  de  même  à 

WfXdx^  P^^fXdx,  et  se  trouvera  bien  simplifiée  si  la  diflK- 

.   lemielle  yfXdx  est  algébrique. 

Soit,  par  exemple,y^.l(^);  on  aura 

rXdx=  P^= 1- et  par  conséquent -• 

'  ■'  J  x\/x  y/x  ^       j  . 

•>     i^x      _    C  dy     _       -  ' 
En  faisant  *=j.%  il  viendra  J -^  ^__^  ^  ^-4^  "T^^J" 
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On  zntoit  pu  obtenir  l'expression  de  cette  intégrale  en  série,  en  dé- 
veloppant l(-i-.V 

4^7'  Occupon?-nous  en  particulier  delà  formule /P</*(lAr)\  En 
lui  appliquant  la  réduction  que  donne  la  iotxm\tfudv=suv—Jvdu 
et  faisant  pour  abréger  fP  d x  =  N ,  il  vient 

/Pdx(ixy=N(ixy—nf^(ixy^/r, 

si  on  désigne  f~-N  par  Af,  on  aura  de  la  même  manière 

%/     X  ^ 

y~-JV(U)-^M(U)-_(«_,)/!^(U)-.3f. 

Par  une  suite  de  réductions  semblables  on  obtiendra • 

/PrfAr(l*)«=:JVCl*)"—aiM(U;-«+«(«— 1)1(1*)»-»      V 

— „(a-_i)(„__i)X(l^).-3^çtç^     J 

et  par  conséquent  llntégrale  proposée  sera  algébrique  dans  le  cas  oîi  « 
sera  un  nombre  entier  et  oii  les  qiuintités  AT,  M.,  X,  K,  etc.  seront 
toutes  des  fonctions  algébriques;  c'est  ce  que  les  exemples  suivans 
vont  édaîrcir. 

418.  Soit  pour  premier  exemple  la  différentielle  *"</*(k)»;  on 

aura  alors  JPdx:=N=  ■  ^^'   ,         /N—  =  M—      ^"'^' 


'"+1  *  (ra-t-i)»** 

dx  _  j^+i 


fM—=:L=z 


X  fm^w\'* 


(«+  l)' 


d'où  AVA,(iA:)*==x"+f IlîL_--_ill_4.,,^iii._^4.^««,, 

''dxÇyy  devient  /-^(U)«. 


et  en  faisant  lx=u,  il  vient =du  et 

/dx   ,\    ^  «' 

—  (1«)»=/«V«=— +tfon«. 


On  voit  par  là  que  la  diffirentieUe  ^.  V,  dans  laquelle  £7  dé- 

àgneroit  une  fonction  algébrique  de  1  * ,  deviendroit  algébrique  en 
£û$ant  \x:=su. 


Ma 


\ 
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Prenons  pour  second  exemple,  la  différentielle  x^dx{\xY\  kl 
formule  générale  du  n"^.  précédent  devient  pour  ce  cas 


+  — 


rx''dx(\xy-=x^'^'^-^ — ^-  ,  ,  ^^ ,      /   .  x3 

n(n—i){n-^x)i}xy''^ 


+  C(>72i/» 


+etc. 


const. 


Lorsque  z^= — i,  on  a  / (1^:)'*==— — (h 

La  série  cî-deffus  se  terminera  toutes  les  fois  que  n  sera  un  nombre 

^  entier ,  et  dans  ce  cas ,  sa  valeur  lorsque  a;=  i ,  mérite  d^être  remai^- 

quéejcar  à  çausedeli=o,  elle  se  réduit  à  un  seul  terme ,  savoir 

V         ^         *%  ^tt 

celui  où  Texposant  de  \x  est  nul  et  qui  devient  ±   ^  *.     x„V,   »  le 

jjgne  +  ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe  —  si  n  est  impair* 
Il  suit  de  là  qu'en  supposant  là  constante  nulle ,  on  aura 

On  peut  éviter  Tambiguité  du  signe  en  écrivant  — 1-  au  Ue\i  de  \xy 

r  * 
ce  qui  donne,  quand  n  est  impair,  -^fx'^dxQ-^  =fx'^dx{lx)% 

V  -  T         f  *%  9f 

et  par  conséquent  A^^^*  1  (^)  =  (^ +Vv+'  '  ^^^  *°*"  ^^  ^**» 

lorsque  *  =  i . 

Lorsque  «  çst  négatif  ou  fractionnaire  la  série  se  prolonge  à  lui- 


finî;  en  faisant  n= ,  par  exemple,  il  vient 

2 


/l 


1+ 


+ 


I.J 


|^4(«z+i)='(lx)| 


+ 


5  +  etc.  +fo/M<. 


419.  Au  lieu  de  se  servir  de  la  formule  du  n"*.  428  ^  dans  laquelle 
l'exposant  de  1*  augmente"sans  cesse  lorsque  n  est  négatif,  on  peut, 
en  opérant  comme  on  va  le  voir ,  ramener  l'intégration  de  ta  formule 
fPdx(\x)~*  à  une  autre  de  la  forme/^<^j:(lA:)-',  si  a  est  utai 
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nombre  entier  ,  ou  au  moins  de  la  forme  fVdx  (  l:r  )*:"+" ,  m  étant 

le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  n. 

La   difFérentielle  ?  i  jr  (  1  a:  )-* ,    peut  être  mise  sous  la  forme 

dx  dx 

P:r,— (Iat)-*;  mais  le  facteur  — (1^)""*  ayant  pour  intégrale 


X 

I 


z .  ,  il  Viendra 

Si  on  fait  successivement 

d{Px)  =  Qdxy       J{Qx)=Rdx,       d(Rx)  =  S Jx,  etC4 
on  aura ,  en  poursuivant  la  réduction  ci-dessu$ , 

*Pdx  Px  Qx  Rk 


r     — — 


(Uy         («-i)(U)"-      (/2_i)(«_j)(|;r)'—      („_,)(„_a)(„_3)(i:,)»-3Ç- 

.      ,      '  .  — etc. 

cette  suite  étant   poussée  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  un   terme 

plus  grand  nombre  entier  contenu  da^s  n.  , 

/Vdx  \ 

-^ — paroît  devoir  constituer  une  transcendante  ' 

diflKrente  de  celles  que  nous  avons  fait  connoîtrejusqu*à  présent; 
car  on  ne  peut  la  ramener  à  aucune  de  ces  dernières» 

/x^dx 
.         •;  il  en  résultera 

d'oïl  /  ,  • 


/ 


(ct+i)'— nx'^dx 

en  supposant  que  n  soit  un  nombre  entier.. 


*  »  •  • 


\ 


-\ 
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La  formule  précédente  ne  donne  rien  lorsque  )7i  ss  -—  i  ;  mais 

dx 
dans  ce  cas ,  la  différentielle  proposée  se  réduit  à  —r- — •ru ,  et  s'intègre 

X  \^  ^  X  J 

immédiatement  ;  il    en  résulte   —  y ^  . ,    .  —  +  consf. 

{,n—i){,ix).. 

dx  • 

Si  on  avoit  en  même  tems  «  =  i ,  la  différentielle  — ; —  qui 

xix 

viendroit  alors  ,  auroit  pour  intégrale  1  (  l  ;c  )  +  conse. ,  puisqu'en 

V»  •  •  du 

faisant  \x=iu^  elle  se  transformeroit  en 


u 


/x^dx  ,  /^x^dx 

■— ,  de  laquelle  dépend  I  ,  quand  n 

est  un  nombre  entier  ^  peut  être  ramenée  à  une  forme  plus  simple , 

dz  Ir 

en  faisant  x'^'=  r  ;  on  a  alors  x'^dx^  — —.    lx=  — ==- ,  et  par 

/^dx         pdf 

pdr 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  de Kntégrale  î— — -y  en 

série.  Elle  se  rapporte  aux  fonctions  exponentielles  ;  car  en  posant 

\l  —  u^  il  vient  ^  =  «",    d:(=tHu    et  /-r^  =  / "~~>  formide 

dont  l'intégration  exacte  est  encore  à  désirer. 

Nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  l'intégration  des  fonc- 
tions exponentielles;  nous  ferons  d'abord  remarquer  que  la  diffé- 
rentielle y^d  X  ^  dans  laquelle  V  seroit  une  fonction  algébrique 
de  4%  ne  présenteroic  aucune  difficulté ,  puisqu'en  supposant  seule^ 

ment  a'=-  u ,  d'oîi  résulteroit  jc  =  -— ,    dx-^  — - — ,  elle  devien- 

I4       .         u\a 

droit  algébrique  par  rapport  à  la  nouvelle  variable  u.  On  trouve 
un  exemple  de  ce  cas  dans  la  différentielle 


v^TT 


431,  Soit  la  différentielle  V  a*dx\  on  la  décomposera  dans  les 
deux  facteurs /»Vjc.?;  le  premier  étant  intégré  donne --4*  (  n*'.  ii  ) 
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-      '  I  I 

et  il  en  résulte  par  conséquent  fPa'dx  =  -r-Pa' — -^fa'dP. 

Faisant  dP=Qdxj    dQ^^Rdx^  dRr=zSdx  ^  etc.  et  continuant 
la  réduction  présentée  ci-dessus ,  on  trouvera  cette  série  : 

fPa'dx  =  —P a' —  O  a' A —Ra'^  .  •i-^  fVa'dx. 

le  signe  +  répondant  au  cas  oh  n  est  pair  »  et  le  signe  —  à  celui 
oii  n  est  impair. 

En   intégrant   d'abord   le  facteur  Pdx  de  la  différentielle  pro- 
posée/P^'^a:  ,  et  faisant /P^  if  =  A^,  on  auroit  eu  cette  réduction 

fPa'dx  =  a'N^{\a)fNardxi 
et    en   la    continuant  ,    après    avoir    supposé  fNdx  =  Af, 
fMdxr=zL^  etc.  il  viendra 

fPa'dx'=::za'N—{\a)a''M^{\aya'L. . .  .dt:{\ayfGa*dx. 

43  z.  L'application  de  la  première  formule  de  l'article  précédent 

conduira  à  Tintégrale  exacte  toutes  les  fois  que  P  sera  une  fonction 

rationnelle   et   entière^   parce  qu'alors   le    nombre   des    quantités 

dP  dO  dR 

Q  =  —j —  •    R  =  — ; —  ,    s  =  — - — ,  etc.  sera  limité  ;  la  dernière 

dx  dx  dx 

sera  constante/ f  n*.  n  )  et  par  conséquent  /f^iV;i:  se  changera 




a' 


en  Ffa'Jx=F- — j-  consu 

la 

Soit  pour  exemple  P:=}^^n  désignant  un  nombre  entier  positif, 
on  aura  dans  Ce  cas 

d'où 

l2(/2 l).  .  .  1 


II  est  bon  de  remarquer  -que  l'équation  fPa'^dx^^ : f  a'd  P 


a'x""         n 


devient  fa'x^'d  x  = —Ja'  x^'dx. 

453,  La  seconde  formule  du  n%  431  ne  convient  qu'au  cas  oii 
les  quantités  A^=/P<i^,  M=fNdx^  L=fMdx^  etc.  peuvent 


I 
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s'obtenir  algébriqueûient  ;  mais  elle  s'applique  avec  succès  à  l'exemple 
ci-dessus ,  quand  n  est  un  nombre  entier  négatif.  On  a  alors 

I  f  '       "      I  ' 

f 

0 

d'où 


/- 


a'dx  "   >  a'\a  '»'(1'»)* 


On.  ne  sauroît  pousser  la  réduction  au  delà  de   / ;    car 

V^^  {\x2Xion  fPa'dxz=za'N^af Na*dx ^  de  laquelle  se  tirent  toutes 

Içs réductions ,  devient/ — = — -— f-  < / ^ 

çt  ne  donne  rien  lorsque  7/=i. 

Nous  retombons  encore  dans  cet  exemple  sur  la  transcendante 

/ ,  dont  nous  avons  déjà  parlé  n**.  43,0,  Si  on  pou  voit  ob- 
tenir son  expression,  on  auroit  en  même  tems  rintégrale/^'orVA: ,  ' 
pour  tous  les  cas  oîi  n  est  un  nombre  entier, 

434.  Lorsque  n  est  un  nombre  fractionnaire,  les  deux  séries  domt  on 
'yient  de  faire  usage ,  ne  se  terminent  point.  Si  On  avoit  par  exemple 
nz=i  —  -,  on  trouveroit  par  la  première 

^x         \/^xWa     xx\\af     4^(l<^)       ^x^{\ay  J 

et  par  la  deuxième 


/- 


/ 


a'dx  a*    .IX       Ax^\a      %x\\ay       i6xH\a)\ 

j/jc         yx  \  i         i.j         i-3»ï  '•3*5*7^ 

Nous  ferons  observer   que  dans  le  cas  oi\  la  formule  proposée 

%^xo\t  fa' X    ^dxj  n  étant  un  nombre  entier,  on  pourroît  la  ra- 

mener  à  fa'x^dx ,  par  le  moyen  de  la  première  série ,  si  n  étoit 
positif,  et  par  le  moyen  de  la  seconde,. si  n  étoit  négatif.     . 

435- 
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/a'dx 
.  Pour 

en  obtenir  Texpression  en  série ,  il  n  y  a  qu'à  mettre  au  lieu  de  ^* 
son  développement  (  Int,  n\  ix  )  et  en  intégrant  chaque  terme  en 
particulier ,  il  viendra 


/- 


a'ix         .  x\a        x\\ay   ■     x*(la>)l 

■■*■  z=z\x  +  ^^   '  i|  ■■ 

X  I  i.D         i.x.3t3 

+  etc.  +  consi. 


Si  on  substituoit  au  nombre  a ,  le  nombre  c  »  dont  le  logarithme 
népérien  est  l'unité ,  on  trouveroit 


/- 


e'dx         ,          X       t     X*          I      *'        ,    1 
=1*+  -  + + +  - 


^■^ 


I      1  i*x        y  I.X.3        4  i.i.3*4 

+  etc.  +  consf^ 


/e'dx  C  if 
=  /  —p^  et 

J    \  y       X     X  i.x     3    i.i,3      4  i*i,3.4 

+  etc.  +  const. 

La  série  qui  forme  le  second  membre  de  l'équation  ci- dessus  devient 
infinie  lorsque  {=0,  parce  que  1{  est  infini;  lorsque  {=1 ,  parce 
que l^s^o,  et  ll:[  =  lo:  enfin  elle  est  encore  infinie  en  même  tems 
que  i^\  mais  il  faut  observer  que  dans  le  premier  et  dans  le  dernier 
cas  ^  elle  n'est  point  convergente ,  et  qu'on  n'en  sauroit  par  çonsé* 

quent  rien  conclure  pour  la  valeur  de  / -r-^   dans  ces  deux  cas; 

De  plus  y  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  étant  imaginaires , 
lorsqu'on  regarde  comme  réels  ceux  des  nombre  positifs  y  la  série 
dont  nous  parlons  devient  imaginaire  lorsque  {  ^t  négatif;  et 
elle  l'est  aussi  par  la  même  raison  quand  {  est  aU-dessous  de  Tunité^ 
parce  qu'alors  1{  est  négatif,  ce  qui  rend  11:^  imaginaire.  Nous  re- 
viendrons plus  bas  sur  cet  objet ,  par  d'autres  considératipns ,  et 
dans  le  Traité  des  différences  et  des  séries^  nous  ferons  connoitre  d'une 

manière  plus  complète  la  nature  de  la  transcendante  / — L. 
Calcul  imigrifU  *  N 
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436.  En  remplaçant  a*  par  son  développement  dans  la  fonctiott 
fPa'dx^  on  aura 

fPardx=fPdx  +  —fPxdx  +  ilfL/Px-dx+i^fPx'dx 

A- — — ^— yP  Jc*^;ir  + etc. 
i.x.3«4 

ce  qui  fournira  un  nouveau  développement  de  fP  a'd  x  ^  toutes  les 

fois  qu'on  pourra  obtenir  les  fonctions //^^;i? ,  fPxdx  ^  fPx^dx ,  etc« 

Si  P  =  ;(?*,  il  viendra 

xT^HXay 
H 7 — \ — r+  etc.  +  consié 

et  dans  cette  série  il  Éiudra  mettre  1  x  au  lieu  de : .  lorsque  fi 

n  +  * 

sera  un  nombre  entier  n^atif  égal  à  — i. 

437.  Avant  dç  quitter  les  fonctions  exponentielles  ^  nous  allons 
encore  donner  quelques  exemples. 


1^ 


/u'dx 
;la 
i — X 

première  ^  en  développant  a'  comme  ci-dessus  ,  ce  qui  donneroit  i 

^     ,  .  dx  xdx  x^dx 

intégrer  successivement  ,       ,        . *-  ^  ctc, 

*  t— X*  t—x   '  i—x    ^ 

la  seconde,  en  développant  i-^jt.  La  première  formule  du  n*",  431 

donne  une  solution  plus  simple ,  car  on  a 

^  I  „        1.2  ^       i.x.\  -i 

Il  est  facile  de  parvenir  à  une  troisième  série ,  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  :r  ^  en  observant  que 

=I+Af  ^  x^         +Af*  +**  +CtC4 


I  i.i        I.1.3       i.2.3,4 

Ces  deux  séties  étant  multipliées  Tune  par  Fautrc  et  par  ^;r  ^  dtfft*. 


X>*  ir  N  E  SEULE  Va  r  zâ  b  l  m,  99 
neront  un  résultat  de  la  forme  (^+5x+C**+i>*»+£**+etc.M*i 
on  aura  par  conséquent 

I — X 

Si ,  pour  plus  de  simplicité ,  on  met  e  au  îîcu  de  a^  on  aura  U=  x ,  et 

II'-  II  i 

^    ^2^1.3  2     1.3      2.3.4 

1*.  Occupons-nous  encore  ief^'dx.  On  a  premièrement 

*^=:i+ + ^^ — -+ ^ — ^+- ^  +  etc. 

I  i.x  i*^*.3         i.i*3.4 

rx^'Jx=x+       ^     i/ï;if'ri^— -] 

*-2«3*45                       >               î                    5  * 

+  etc é ..é.. 

En  ordonnant  par  rapport  ii  Ix,  il  viendra 

r         nx      n^x^         r?x^   ^  n^x^  1 

/*«^*=s        *[i-_+--5 -^+-^ etcj 

1.2     *-3       4*        5'  6*         7^  -*• 

.+  — ^-^L r+-7â I-+--S ^^'l 

1.243  ■-4       5*       6*  7*        ^  J 

4*  etc. • • •••.••4r  <^0n^/» 

Ce  développement  de  fx""  dx  ^  qui  renferme ,  comme  on  voit  ^  un 
nombre  infini  de  séries  inénies  y  prend  une  valeur  fort  simple  quand 

*  î=  I  ;  il  devient  alors  i 1-  —.—  _,  +  etc. 

2*     3         4* 

Le  développement  de /;r"';c"*^j{r,  s'obtîendroit  de  là  même  manière 

Ni 
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que  le  précédent ,  et  deviendroit  par  la  supposition  de  x  sr  i  ^ 


n  n»  -» 


438.  Il  y  a  encore  un  autre  moyen  d'intégrer  une  fonction  expo* 

€*xdx 

nentielle ,  telle  par  exemple  que  -z r;  ;  c'est  de  chercher  à  la  rap* 

porter  à  la  différentielle  de  la  fonction  ^P,  qui  est  eTÇdP+Pdx)  , 
et  dans  laquelle  P  représente  une  fonction  algébrique  de  x.  C'est 
principalement  la  sagacité  et  l'habitude  du  calcul  qui  peuvent  guider 
dans  ce  procédé.  L'exemple  proposé  étant  fort  simple  |  il  suijira  dç 
faire  i  4-  ;r  =  ^  ;  on  aura  alors 

' r;  =  — ■    ,  ^  ^  =s- J  €»(  ^dr i  )  K  ,  et  avec  un 

df  I 

peu  d'attention  on  voit  bientôt  que  -^  étant  la  diffi^ntielle  de  ~ 

r  { 

on  doit  avoir  P=5=-,  d'où  résulte  l'intégrale  — ^-conse:  remettant 

au  lieu  de  r  t  sa  valeur ,  on  trouvera  /  7 rr  ==  — ; —  +  ^onsu 

Dermtégratîon       ^^   j^jj  \^  formule/X^r  arc  (sin  =  *)  ;  si  on  intègre  d'abord 

des  fonctions  çir-        ^^  ^  /  ^ 

colaucs.  j^  facteur  Xdx ,  en  observant  que  rf.  arç  (sm  =r  jc  )  =      ■  , 

et  faisant /Xi*  =  f^,  on  aura 

C  Vd^ 

fXdx^zxc  (sin  35:Ar)==  f',arc(sin=jr)-^  /— j 

ritttégration  de  la  formule  proposée  sera  donc  ramenée  à  celle  d'une 
fonction  algébrique ,  si  iK  est  algébrique. 

Prenons  pour  exemple /^ix»  arc  (sin =4:  );  nous  aurons  alorf 


^«+. 


/f^*.arc(sin=*)=:— .arc(sin  =  r)--^. 

*        a  été  traitée  dans  les  n"  39»  «t  393» 


•  •  ,  •    • 

•  •  #    •  • 

a 


D*  1/  N  E      SEULE       VARIABLE.  lOl 

c  •*  •  '    r  •^'^^  •     /  •      V 

aoit  encpre  1  --. .  arc  (  sin  =  a;  )  ;  on  aura 

/"*  xdx  ,/ „  rvix  „  , 

-—==:  — —y  ï—^ —  y i  I  -—^x . d'oh 


arc  (sin  =  ;f)  =  — Ki — ^*.arc(sîn=;c)  +  A;+co/2jr, 


v,_- 


/•    dx 

Pour  la  formule  / ^.arc  ( sin  ==  jf  ) ,  on  trouvera 

^'fl-^AÏ        V'iIiP  ^  Kl—AT» 


et  par  conséquent 


/ 


. arc (sin=jf )  =  -"__: .arc(sin=y)4-I.  K  i— a:*+«?njf. 

4i^o.  Comme  ^i.  arc(cos=;c)= ,  </•  arc  (tang=:i:) = ■ j^ , 

^  pn  aura ,  en  opérant  de  la  même  manière  que  cî-dessus , 

y-*  yjx 
- 

/JC^:t',arc(tang  =  ;r)  =  ^>arc(tang  =  :i:)—  T^^^  . 

et  rintégratÎQn  de  ces  formules  tit  f  dépendra    que  de   celle  d'une       i 
.fonction  algébrique^  toutes  les  fois  que  V  sera  algébrique. 

44K  Si  ^  représente  un  arc  dont  le  sinus,  ou  le  cosinus,  ou  la 
.  tangente ,  etc.  soient  exprimés  en  fonction  de  x ,  c'est-à-dire ,  qu'on 
aît^î=^iix,  X\  étant  une  fonction  donnée  de  x^  on  ob- 
tiendra/Y^i/v  par  un  procédé  semblable  à  celui  des  articles  précédens. 
Soit /Jî:^^=  T;  on  aura  fX^dx  =  V:^—nfy(;-'d:{j,  mettant 
.;P©ur  dç  sa  valeur  j  et  faisant /^-STi  ^  a:  =  £/,  on  trouvera 

kyC'di^  27f--(«_,  )/Z7^-Vî.' 
En  suivant  cette  marche,  on  abaissera  déplus  en  plus  l'exposant 
de  î,  et  on  parviendra  enfin  à  faire  disparoître  cet  arc,  si  n  est 
un  nombre*  entier  posîtif. 

I*  cas  le  plus  sip^^Jç  est  celui  oîi  JT  =  i ,  et  où  7  est  l'arc  dont 
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le  sinus  =  x  ;  il  vient  alors 

d X  *  ^  X  dx  -  /"»■ 


et  ces  valeurs  donnent 

+/i(/z — i)(n— 2)(/2 — 3X""^jr+etc *.  +const.S 

série  qui  s'arrête  lorsque  «  est  un  nombre  entier  positif. 

Si  on  avoit  Xdx=:di^   ou  X=iXt^   Tintégrale /-ï  {Va:  se 

changeroît  en  /(;''^^  =  -^-^^  +  c<?/rj^  et  si  on  substitubit  à  ^  une 

fonction  algébrique  quelconque  de  {,  Tintégrale  considérée  par  rapport 
à  { 9  rentreroit  dans  quelqu'une  des  formules  traitées  précédemment,^ 

441.  Avant  de  passer  à  des  fonctions  un  peu  générales  des  quan- 
tités {,  sin^  9  cos  { ,  etc.  il  faut  se  rappeller  que  par  le  n*^.  xi  on  a 

I 

d,    sin  /2^=     ndiQO^ni^  So\x  fd[COsni=^     -  sin  ni  +  consei 

Tt 
•  I 

dm  cos  n  1=  —  ndismni^  fd^  sin n'i  = cos  ni  +  const. 


ndr  /• 

d,  rang/Jî=      -7 —  ,  /t- 


^.  cot 


(sin/z{^)'  J(sin/2^) 

n^rsîn;2r  f^drûtinz 

d,     sec   /2  7=:        -— î: ^,  1  y-^ ^ 


nQOsn[ 


+  canf^. 


/2^7  cos  nr  A 


-fr  const é 


Pe  ces  intégrations  résulte  celle  des  expressions 

'  di{J  +  B  sin{+  Csini;j;+Z)sin3î+-Esin4{  +  «^<^-)f 
dil^  +  ficbsi+Ccos^i  +  Dco^^r'  Fi*o54{  +  etc)  > 


1  ! 
II 


d'uni:      SEULf      VARIABLE.  I0> 

ft  comme  on  peut,  au  moyen  des  valeurs  données  dans  les  n''\4z 
et  43  de  l'Introduction ,  réduire  à  cette  forme  toutes  les  fonctions 
rationnelles  et  entières  de  sinus  et  de  cosinus  y  ce  qui  précède  sufEroit 
pour  intégrer  ces  fonctions:  cependant  nous  allons  traiter  en  par- 
ticulier quelques-unes  des  plus  remarquableSé 

443 .  Proposons-nous  dlntégrer  d  ç  sin  ç"  ;  en  mettant  cette  diffé* 
rentielle  sous  la  forme  d isia [.sin :(^''^ ^  et  en  intégrant  le  premier 
facteur,  on  trouvera - 

fdiûn!(^= — cos£sinî"-'+ (/2— i)/i/îCOS{*sînî"""*; 
mais  puisque  co$J5;*=i — sin:^*,  en  aura 

fdisiti:(^=: — cosifsin  j^"  +  (/i  —  i)/^;f  sin  ;["-• — (/i—  i  )fdisin  {^^ 
et  réunissant  les  termes  afièctés  de  fdisinC^  on  trouvera 


/içsin{"= cos:f  sin  ^"'"'  4 

n  n 


fdi  sin  f -•• 


Uintégratîon  de  la  formule  proposée  est  donc  ramenée  à  ceïïe 
de  fd:i%\ïif^*\  en  opérant  sur  cette  dernière  expression  comme  sur 
la  première,  on  la  fera  dépendre  de  /^^sin jj"-;*,  et^  en  continuant 
ainsi  de  proche  en  proche,  on  tombera  sur///;fsîn{%  si  n  est  un 
nombre  pair,  ou  sur/^^^sin^;,  si  m  ^st  un  nombre  impair.  La  pre* 
mière  de  ces  formules  a  poiu:  intégrale  {  +  const.  et  la  seconde 
^•^  cos  r  +  const. 
La  réduction  çréoédente  conduîrpit  à  cette  formule  générale 


fi^inC 


— cosçsm^;' 


n..1  ^  / 


cos^sin^f"* — 


C«— 0(«— 3> 


•      f 


(«— 1)(/2— 3)(;2— ç) 
n[n—%){n — 4)(;2— 6)         ^       ^      ^ 


,«—5- 


qui  seront  terminée  par 


+ 


l  +'  consr. 


n(/z— 2)0z— 4)(;^6)..  .3 


cos  :;;  +  coiwr^ 


sijr^étoit  pake 

et  par 

si  /?  .étoit  imp^e» 

Lorsque  »  sera  un  nombre  fractionnaire,  on  ramènera // ;j sin  ;^ 
ifd[svi î'^>  nt  étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  j»*. 
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444.  En  traitant  de  la  même  manière /^^c6s;[%  on  obtiendra 
d'abord 

fd[  cos  ^  =Jd[  cos  ;f  cos  (;-'  =sîn  i  cos  {""■*  +  (  n—  i  )fd  {  sin  ^cos  f^  ; 

mettant  i  —  cos  j*  au  lieu  de  sin  ^' ,  il  en  résultera 

fdi  cos  {"=  sin  î  cos  C^'  +  («  —  i  )/^t  ^os  C"^—  (^— i)/^lcos  f , 

d'oîi  /^7C0S{»=-sinr  cosî—*+  fZL/^  ^  cos  ç""*. 

Cette  dernière  équation  conduira  à  fdicosi=i+conse.  lorsque  n 
sera  paire,  et  à/^{C0sj=sin£+cM^/.  quand  n  sera  impaire,  et  on 
en  tirera  la  formule  suivante 

Acosr^^  sin  t  cos  r-' + ^siotcos^- + ^=^^^5-'^^^"*^"*^ 

+  Jpl)^^=%i:lLsinîcosr' +  «te. 
^  «(«-2)(/x-4)(«-6)       ^       ^ 

tenninée  par 

/2(/2 2)(;2— 4)(7l— 6)...i 

lorsque  n  sera  paire ,  et  par 

-Ji -i^:- ti IL sin i+consi.  ,. 

n(«— z}(/ï— 4)  («—6)  •  • .  3 

qnand  n  sera  impaire.  ^ 

445.  Nous  aurions  pu  déduire  leS  intégrales  précédentes  des  for- 
mules du  n^.  392;  car  en  faisant  sinî=  *,  il'en  seroit  résulté 


J 


tt  en  supposant  cos  T  =  ^^on  auroit  eu 

dx  '  C  x'^dx 

Toute  fbnctionr  algébrique  de  sin  {  et  de  cos  i  pourra  être  ainsi 
transformée  en  une  autte  qui  se  rapportera  aux  fonctions  traité» 

dans  le  n*.  377.  /  :„ 

Si  on  avolt  par  exemple /</ 1 sin ^-cos^»,  ayant  fait  $inç=«*.  »l 

yiendroit  /J^sm^cosf==A"</*(  i— *)  '  » 

résultat  qui  rentrera  dans  les  fonctions  rationneUes  lorsque  «  sera  un 

pombrç  impair.  ^  Lorsque 


D^U  s  E     Ê  B  U  L  E     VARIABLE^         Ip5 
Lorsque  n  sera  un  nombre  pair  «  on  aura  recours  aux  formules  (II) 
€t  (  III)  du  tableau  (  page  40  )  qui  donneront  1^  deux  réductions 
suivantes  > 


i»+i 


r^j  t         J^     *"-'(i— «»)  «— .(m— i)A*— ^*(i— AT*)  •  , 

—  (m  +  ^J 

En  remettant  sia  ^  au  Geu  de  x ,  et  en  observant  que 

S)^*dxl^\-^^f^—  r       '^      ■ar"-'/ !-»>)'      ==/J/îsint"— COS<»  J 

il  viendra 
./i(/^sin^*cost'==-------- — sîn^"^*€OS{"+*  ^ /^Z  {;  sin  {;*-*cos  ^^ 

> 

/i{;sin{"»cost"=i     -^-J? — sin{f**^cosf-^+--^.'^^^  cos^—*; 

Par  la  première  de  ^es  réductions  on  fera  dépendre  l'intégrale 

proposée  i  de  fdr  sîn  r  cas  r"=  — cos  s^  +  const.  si  j»  est    ^ 

m+  i         ^ 

impaire ,  ou  de/dicos^"^  si  m  est  paire  ;  par  la  ceconde  on  arrivera  à 
yiif^sînç"'cos:5;=  — —— sîn  ç"^* + cpjzi^  quand  n  sera  impaire,  et  à 

/^{sin^*,  quand  »  sera  paire. 

446.  Les  réductions  ci^dessus  s^obtiennent  immédiatement  par  la 
décomposition  de  la  différentielle  pioposée  en  facteurs.  On  a  d'abord 

/lif  ;f  sin  {*cos  ;;"=/</ ^  sîn  ç  cos  ^" .  sin;j;"^*= 

cos  i  "**"sin  ^"'*'  +  fd  i  cos  ^f+*sin  (^*  ; 


n+i  »+i 

mais^à  causôde  cos£"+*3:î  cos{'*.cos:5;*=cos{^"(i-^sin{*) ,  on  trouve 

< 

.    /4î cos  {^•sin  (^-^z^z/dij^ cos  {"sin  f"*^* — fdicos  ^sm ^. 
Substituant  dans  la  première  équatipu ,  et  prenant  la  valeur  de 
fdi  siq  {"cos  {"  ,  il  en  i^ésultera.. 

fdisin {-îcosf =—       ^^  ,  ^  ^      +  —rrzf^i sin  ^-^cos ^. 
Calcul  inugral^  O 


T  
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On  a  aa$$i/</{sin^cos^î=:/</{cost$in|;".cos;j*-'=: 

Un  ^"^*co$  {f*-*  H 'fd  i  sin  {^+*co$  ç"-*  ; 


At  plus ,  sin  £"^*=  sin  ij^Sin  {*=  sîn  {""(^ i  —  cos  ^*  ) ,  • 

et  par  conséquent  JU:^àxif^cos('^*=fdiû^ 

Cette  valeur  mise ,  dans  celle  de/i^sin  f'cos^^  conduit  à  une  équatio» 

de  laquelle  on  tire 

/•j    •    •    -j.     sînç*+'cosy^"      n — t   /.,    •     -        ». 
/iî  sin  r*C0S  {'rr:  — i i —  H — i /i  r  sin  î*cos  {"••. 

Appliquons  ces  formules  à/içsînç*cos^',  La  première  donnera 
/ijsinç^cosf  =  —  Jjsinx'cosî'+  ^/rfçsin  ^^cos  î% 

et  par  la  seconde  on  aura 

fd  i  sin  î*cos  {^=  ^  sin  (f  cos  t*  +  -^/i  i  sin  ^^cos  {f. 

En  en^loyant  ainsi  alternativement  Tune  et  l'autre ,  on  trouver» 
/f/tânt*co$î*= — •j7sin{;*cosç*+^/4t/{sin{;*cos;f 
/t/;[sinç*cos{*=      -fsin{^cos^+"f/^çân^cos{f 
fdisin  ç^cos  {^=5 — -f  sin  i^cos  i^ + -y/d^sin  ç'cos  i* 
fdiAni*co$!lf=     -jsin£'cos;j*+-|/4/^sin{*cos{;^ 
/^{SÎnç'cosî=— i'-J-sinjf  cosi^+'j-fd^co^^i, 

mais  ^i{;cos{  =  ^sinç+  co/txA  et  remontant  de  chacune  de  ces 

valeurs  à  celle  qui  la  précède  ^  on  trouvera 

Wrsînî*cosr'= sin  fcos^-] ^sinç^cosî*— — lZl_  sin  r^cosr* 

— ^ ^         sm  ^*cos  î*— ^--^ ■  sm  jj'cos  ^ 


I5«i3.xi*9  i5.i3,i.i«9.7 

-  I.7.6.5.4.3       •    *       •         i.7*6.ç^4,3*x     .  ^ 

-- — ^ 2-Z-£ — sm  r  cos  r* ^ £-1-2 sm  ;r  cos  r* 

15. 13. II. 9.7. 5       ^       ^       15. ij* 11.9.7.5. j 

1.7.6.5.4.3.x     . 

sini  +  cûnsi^ 


15. i3:.n. 9.7.5.3 

Mous  observerons  que  dans  les  cas  analogues  aux  précééens ,  il 
seroit  peut*être  plus  commode  dé  clianger  en  sinus  et  en  cosinus 
^arcs  fflttltiples^,  les  puissances  de  anus  et  de  cosinus  que  renferme  la 
différentielle  proposée.  H  est  facile  de  voir  que  Içs  procédés  indiqués 
ci- dessus  réussiroieitt  également  j.  quand  au  lieu  de  Tare  {  on  autoift 
un  arc  tft+  fr* 


•*! 


O'UNB     SEULE     VAtLiABtB.  IO7 

447.  Nous  allons  nous  occuper  daas  cet  article  de  Tint^tios 
4es  quatre  .diA£l«atielles  siÛTanf es 

/;  ««C  cosj*  sin{  •  cos(  * 

La  première  devient  successirement 
dl  _di^ni        diûui        — dx 

sin{        «^"T^^^^TI^*  en ÉM«ane  co$ t sa «;  «ot 
tnt^le  est  clone 

Pour  la  seconde  on  a 

^t  _^{go<{       dico&.i  dx 

co${       ^5^""  I  — sift^  '^TZ:?''  •"  *"•**"*  Mn{=Bjc5  et 
par  conséquent 

y!£L— •  !/''+*> -_.il±?lnÇ      ,  ^l+sinr 


/ 


togarîthmiques ,  en  sorte  qu'on  a 


éndonmeat  de$  dySÉreDtieUes 


— : — -^=      lsinr+tfo/wA= /- 


■-^3^=~lcosî+«,/wr.=/rfttangc=y-^. 
En  ajoutant  ensemble  ces  deux  dernières  formules ,   on  trouvera 

sin^cost  ~    wlï  +  '*^^'- "^^''^S^  +  *•'«'• 
448.  On  peut  donner  aux  int^rales 

•/^i        V^i+co$^  ^cosc        /Tllrii;^^      T 

une  forme  plus  simple,  au  moyen  de  deux  formules  qu^il  est  bon 
de  connoître. 

Qn  sait  que  cos*cos*  =  icos («+*)+  Jcos(tf—*)  (  Int.  n*.  33  ) 

$in^«in*=:ico$(a— *>-;icos(tf +*)  (  Int.  n*.  34) 

O  X 


\ 

f 
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divi^aot  la^H^^e  équatioo  par  la  première,  U  viendra 

T^^  ^             cos(a — *^>— cos(a  +  0 
tang  a  tang  b  =  — ) ^ ) — i--f  ; 

disant  a  —  &=  J,  a  +  b  =  A^  il  en  résultera 

En*  trahaût  «te*  la  mâme  manière  les  équations 

sin  acosbz=:lsinÇa+b)  +  ^sin(tf  —  t)  (  Int.  n*..  jj) 

costf  sin  A  =î  ^sîn  (a+ *)  —  jsin  (^  —  * )  , 

.       .  tanga         rinftf  +  *) +  sîn(tf — A> 

on  en  tirera   ^  ^^   =    ;  )    \:      .—) ~ et 

tang  *         sin  (a  +  b) — sin  {a — b} 

tangl  (^  +  ^)  _sin^+  sing 

tangjX^r—  B)  ~  sin-^ — sinB* 

Cela  posé  9  en  prenant  cos^=i ,         cosi^  =  cos;|^9  on  aura 

;jî=o%-rf=r;  l^première  formule  deviendra  (tangi7)*= -^ 

^        ^^^  I  +  COS^ 

et  donnera  par  conséquent  /-r-^  =  l.tang5{+  const. 

J  sini 


Si  on  fait  ensuite  dans  la  seconde  formule  sin^=  i  et  sin^=sin{  ^ 


a  viendra  ^=90'  et  5=c,  d'oii.i±gîi=*^"g,^-^^^+f\>;  «ai^ 

'  ^*  I— sinj     tang(45«— iî) 

donc— !-r^  =  L tang (4j«+i£)]',  donc 

y^^  =l.tang(45»+ i^)  +  «<"»*«^ 

449.  Les  réductions  du  n"".  446  peuvent  s'employer  pour  leSydeujE^ 

*.^,       .  If       ^rsinr^  d'rcosf  .         *    ,  /      \« 

Afterentielles  -— ^ — -^ ,      — i; — ~  ;  mais  nous  observerons  qu  il 

cos  {[^     '  •        sm  :["  ^ 

suffit  de  s'occuper  de  Tune  d'elles /car  si  on  f^it  ;j  =  9o^ — y,  oh 
aura  </{  =  —  dyj,       sin  -5;^=  cosy  ^      cos  ;j  =  sin j^ ,  et  la  substi- 
tution de  ces  valeurs  dans  la  première  lui  fera  prendre  la  même 
forme  que  la  seconde  et  réciproquement. 
£41' changeant  -^n  ea-*/ï>  dans  la  première  formule  du  n\  dté^; 


«  est  im- 


/^ 


paire  a  et  à  /-*— ^>  si  /»  est  paîrè.  Là  première  de  ces  deux  inrô- 

grales  est  —  -z r — -  +  const.  et  quand  /j=  i  ,  elle  se  change 

(« — i)cos;j""*i  »  ^  '  ô 

en  l.cos{  + cd/ïjr/  '     '  •    /' 

Si  on  £iit  n  n^ative  dians  b  seconde  formulcf  dn  n*.  44$  y.  os^ 


/i^sm^;"  I      sin ;['"+'        («+0  /*   ^{Sin^ 

ces  {*  ;       m — n  cosi^'^i         m — ri  J       cos  ;{f^ 


m 


on  tirera 


ces  f +T;  ~  n  +  i  ces  7"+*  "^  n  +  ij" 


,n(* 


— /r   /•  rf;[SÎn^* 


f •^-'  / .      /»  +  I  cos ^"^'       n  +  ij        ces  :['• 
changeant  n+x.'en  /i,  n+  r;.en  n— i  ,  et  »  en  « — i^,  H  en  résulter» 

cos{;*.  '    ,    n — I  cpsj""^*'         n — i   J    o 


Par  le  moyen  de  cette  formate  oh  passera'  aussf  de    ' 

^  J,    à  / —     ,.    »  et  ainsi  de  swfe  jusque  /  — î — 1-  - 
cosf—       J    cosç-^  ^    ^     y       COSî      ^ 

giiand  >2  sera  impaire  ^  ou  iusqu^à  fdisin  {"*,  ^uand  »  sera  paire. 

5i'  on  avoit  ;w=;î  ,  on  neponrroit  se  servir  que  de  cette  dernière 
réduction ,  qui  devient  mutile  à  son  tour ,  dans  le  cas  oh  n=s:i  ;  mais: 

alors  la  difiereatîellè.  proposée  se,  Réduit  à  ■  ^""^ ,  traitée  n*:  447^ 

^Lorsque  mr=^n^^x  la  différentielle  proposée  s*intègre;  car  Jas 
^conde  réduction  ci*dessus  donne  dans  ce  cas, 
^{sinr"^  I      sin7"-"*  r 

■  =  *    .■■■..  rac  «  I     ■     tangT"*"'  '' 

cos£*  n — I  cos^"""'       y/-r.i       ©t     > 

expression  à  laquelle  il  ne  faut  plus  qiiVjouter  une  constante.    ^  * 
Pour  achever  la  sohitlon  de  la  question  que  nous  nous  sommefr- 

proposée ,  il  nous  reste  à  traita  les  intégrâtes  C-^^ei  f^^^^(*  ^^ 

'  .  Jcost:    J    COS5.   " 


/- 


/ 


kib  Ch.  t.  lÙTÉGRATià^ des  fomctiohs 

En  employant  pour  la  seconde,  la  premiièfe  des  réductions  ob« 
tenues  précédemment ,  il  viendra 

-1 — i— 5=  — smf*^*+  1 — ^ — ^= ; 

cos^  I»— I     ♦  J         cosî 

Tapplication  réitérée  de  cette  formule  ramènera  Tint^rale  cheichée 

4  /     t^^"t  ag >— K cos r  +  ^<»if />  quand  m  sera  impaire,   et  à 
J     cosi 

/-X-=-Utang(4S*+  k)  +  ^o«^^(  n\  448  )  quand  m  sera  paire; 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  construire ,  pour  s'exercer ,  une 
table  des  valeurs  de  /— i— 1—  pour  ks  cas  oii  «1=1,  i»f=i» 

,1/      cosç 
/n=:ss3,  etc 

— — ;  donne 


Jcos^      n— .icos{*-*  ^  n— ijcosî^' 
et  conduira  par  conséquent  à   / — —  =l.tang(45'+  ;0+ 
si  ^  est  impair^ ,  et  ^fd^^ ç  +  consf.  si  n  est  paire. 


const. 


AKO.  Soît  1- ^ ^i  en  changeant  à  la  fois  +  m  en  — m 

'  J  sia  ^cos  C  -- 

et  +  /ï  en  — /ï ,  dans  les  deux  réductions  du  n*.-446 ,  on  trouvera 

y^  dj     _      I          1  ^+1  r    d[ 

sin^cosf  ~       ffz+»  sin^^'cosî;^'  "^^  OT  +  nysin{"^^cos  {* 

y'*     di I                I  n-iri  Ç       d{ 

sinr^cosr*  ~       m+ ;i  sin  t'—'cos  {"j;^  ot + n J  sin  ^co 


d'oîi  il  résultera 


^t 


sin  {"cos{" 


J  sin  î"^cos  {•  «1+ 1  sin  t"+'cos  {*-'       m  +  »•/  s 

ysint"côs^»  »  + 1  sin  {"-'cos  {"+•       n  +  ijs     . 

Changeant  /«+»  en  «i  dans  la  prenûère  de  «es  équations  et  n+i 
en  iK  dans  la  seconde  »  on  aura 


r 

I 

ï 


d'une     seule     va  El  AELE,  lU 


h 


y^    rf{       _      _i r mi^n-rrt  r       dl 
sin{"cost*           /ï-^i  siin"''"'cos  {*~*         ixi— i    ^si 

On  peut  employer  alternadvemeiiC  ces  deux  formules  i  comme 
on  a  £itt  à  Pégard  de  celles  du  n*.  446 ,  dans  Texemple  fd  i  siD{*cos{% 
et  diminuer  ainsi  successivement  l'exposant  de  sin  ^,  puis  celui  de  cos{; 
et  en  tontinuant  tes  réductions  autant  qu'il  sera  possible ,  on  par-»' 
viendra  à  l'une  dt$  trois  intégrales  ci-dessous 

y^  ==Ktangiî  H*  ironie,  y^ 

sin^losx  =  *-^8î  +  coffjr. (n^.  447  )•        m 
On  peut  aussi  s'élever  de  celles-ci  à  des  cas  plus  compliqués  ^  ^!s 

«ue  /ïi    T-fL  r    ^t        r_^i_  -/Liil-'  etc. 
:    4/ «iû  t*  V  cas i*  V  sin  { CQS£*  V  »» l' ços-f  J  sia^'cosç' 

4<c  1 .  La  difiérentlélle    ;  '  . — '• — '-  se  décompose  encore  en  d'autresr 

1^  nmples^  en  «Servant  que  son  numérateur  peut  être  mul-* 
tiplié  par  sinr*  +  cos^  :et  $on  dàKHiinateur  par  i  ^  puisque 
sinz*+  cosi;*=  i  ;  il  vient  alors 

dzànz^  izco%z^  Jx  Jz 

sinz^cosx*.        sinz'^cosjK*       sin«"""*cos  «"       sin^^xos*""^ 
et  par  conséquent' 

/'      dz  p      Jz  ï^      dz 

sin  z"  cos  z*       J  sin  z"'^*cos  jb:*     J  sin  «"cos  z"-* 
On  trouvera  de  mênie  -     ..     . 

/Uif ^C ^f -+/U- 

iJ  sin ^"^cosi" .    J   sîhi^"^cosz"      Jûtiz"^ 


yT     dz  /^       dzj    \.       r 

sin J^cos*^»  ~J  sin4sr-*cosz^'    J 


"••cosz"""* 

dz 


»n-«rcofi«""*^ 

et  en  continuant  ainsi  ^  on  parviendroit  â  des  tntégraîes  dbnt  Er 
iteiir  ne  renftrmérmt  t|u«  €Os;s"  ou  ^zn^'^On  xbange  sur 


«1 


i-ff '.•ji  « 


\ 


1 
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le  champ  pai;  4a>  première  des  formules  ci-dessus 

y*    ^^  fdzjàxi:^        rdzcdsz        .ôsînjs         .     \    1  ^ 

f-r- en  / 1-  / — : n=l ^  const.  (n\447); 

J  sinzcosx        J     cosz  ^      J      smz  cosz  ' 

y'^    dz                P    dz         ^    pdz             SÎD  jp  cosz    .  .    . 

-,_- .  en   I ——-4.  #., — -  -B -^  •,; — +  co/w/.  (  n*.  449  )r 

La  dîijerentietlé  -^-r^- ^  se  trai^par  un  artifice' parâcnllerr 

on  a^  far  lê  d"^  39  de  riatrodiifSUoa  fltfi^çûS4r!=îsia'2.is)|.4'o2i    « 


■*  •  --  '  ^« 


fiin  j^*cos  z"= —  { sîn  i  z  )"  ;  faisant  2  z  =  y ,  îl  vient 

^  sinz^cosz"  J  siny  ^ 

En  remarquant  avec'sbih  la  iikuon^dés  diver5es  foifoiutes  aux« 
4juçlles  jaoas  soQimes  parveous  .dans  ce  qui  préjr^de,  par  un  j>$^tit 
nombre  de  moyens  très-simples ,  il  sera  facile  de  voir'  que  llnté* 
grale  de  ^zsinz'^cqs  j^  s'obtieridra  toutes  leà^fois  que  m  ttn  sero0t 
4des  nombres  entier»^  ^oit  positif» ,  %ott  négatifs  ;  il  n'en  esc  pas  de 
ciême  quand  ces  ei:posaos  sont  fractionnaires  ;  il  fiiut  avoir  recours 
mise  ^es 9  «vcepté  dans  un  petit  nombre  de  c^is.oii  Tint^ration 
se  présente  d'elle-  même.  Mais  avant  de  ^as^r  à  l'usage  des  séries , 
fious*avons  encore  ft  traiter  quelques  difféfentieUei  fractionnaires,  qui 

^  sencdntseht  souvent  dans  rappliCi$tioa4e  l'Analyse  à  l'Astroçomie;' 

»  .  ■  .  • 

d'z     *    '   "  '    '    ^  -    .     -     • 

45  X,  Soit  la  différentielle  — --7 — ^J.W  poçant  qosz:=;x^  elle 

'' -    j,  i^  +  ^COSZ.  ...       . 

deviendroît •.  et  pourroit  être  rendue  rationnelle 

par  la  ntétitode  du  Il^  377;  mais  U  sera  plus  simple  de  faire 

J' — x^  '■     .  XX        '  idx(i — z') 

^osz  =  — ; — J-:  opaura  sm^= — r3">''^^^*=^7r-i — ^rr"* 
ï  +  z^  l  +  z*  (i  +  J^) 

J  a  Z  •       î  dz  %  dx  ^     ^ 

d'oïl  d^^]'    ■    /•; è^,  '^  ;  ,  ■'  '\  =  ^SttT 7T— i-  J-^  traiisfor- 

I-fZ*  tf+icOSZ         tf+'*+(«— **)z*  •        r 

mée  est  une  fraction  rationnelle  et  Vinté^^a  par  coaséqueht ,  soit 
par  les  logarithmes  ,  soit.par  les  arcs  dexercles ,  selon  que  les  facteurs 
d$  seo  dénotçii^ateurseroqt  ou  réels'Ou  imaginaires.  Dans  Thypothèse 
^n  gj4e  Appiitife^k  prefl^i^r  ws^lipu  Ipj^ue^^e^^^  <^b  vCt  k<, 

second 


D^  V  N  E      SEULE      VARIABLE.  IIJ 

accond  lorsque  tf  est  >  que  *  ;  on  trouve  dans  rui\  (  n*.  564  ) 

et  dans  Tautre  (  n%  366  ) 

On  tire  de  la  supposition  faite  au  commencement  de  cet  article  p 

X  =  f/^ 5  ==  tang  5  î  (  n^.  448  )  ;  en  multipliant  les  deux 

termes  de  la  fraction  ^-^  •   par    i  4-  cos  r  ,   on  a  ausst 

i  +  cosî  •   *^         T-        1, 

X  == i —  :  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  intégrales 

I  +  COS  { 

trpuvées  ci-dessus ,  îeur  donneront  des  formes  très  -  élégantes.  En 

r     1— COS7 

mettant  d'abord  ^  dans  la  première  et  en  observant  que 

Ki  +  cos{ 

ses  deux  termes  ont  pour  facteur  commun  ^b — a^  on  trouvera 

r_£il_~ î_  ,1  »^(^+^)Ci  +  cosc)  +  t^(^— a)(i— cosQ      ^^^^. 

Ja  +  bcosi      i/^"iZ^   /f*+a)(i+çosî)— *^(i— tf)(ï— cosO      ^^^* 
Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  comprise  sous  le  signe  1 , 

„         -                 *  +  tf  COS74- sînr.V**— tf» 
par  le  numérateur ,  elle  se  changera  en — r- — i ^ 

et  on  aura  enfin 


y^    ^^       —      '      1  /*+^ ^^^ t+ ^^" t^^* — ^*^ 
tf  +  *cos{;      x/'pZ^  ^  tf+*cos{  -^ 


co/ur. 


Ce  résultat  se  réduit  à  §  lorsque  ^  =  ^  ;  mais  alors  la  diflFérentielIe 

i^dx                           dx 
-%_; .  , — TT^^  devient  :  mettant  dans  son  intégrale ^  au  lieu 

de  :r^  la  valeur  tang ^{,  rapportée  plus  haut^  on  slura 

ï  /•  ^{  1  ,  r     sinj 

-  /—; —  -tang 5 r  +  const.  = — -^  +  conse. 

Calcul  intégral.  P 


/ 
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La  seconde  intégrale  prend  une  forme  bien  simple ,  lorsqu'on  y 
substitue  tangj^j;  pour  xi  car  elle  devient 

Ja  +  hcosi       Va'—è' 


const. 


En  nmplaçant  *  par  -  ,  cette  même  int^ale  deviendra 


v/h: 


COS{ 


/. 


tf+*C0S{        l/tf*_^» 


arc 


/  *^(tf— i)(l— COS7)x 

%  tans  ./^ 

mais  comme  tang  i  ^  = 2 — --  (  //^r.  page  6  ç  )  on  trouvera 

^  .  I  —  tangua*  .     /  / 

,.arcrtang=:^^^^^) 

/(tf+*)(i+cosÔ 

et  parce  que  sin-4  =     .  .     ■  ^    et  que  cos-rf= 


arc 


\/T 


+  ta'ng  A' 


le  dernier'  arc  aura  son  sinus  exprimé  par  ^ 


V I  +  tang  A* 


et  son 


cosinus  par  f+^^^^t    ^^      j  donnera  à  Tintégrale  ci-dessus  deux 

4+^COS^ 

formes  différentes ,  dont  la  seconde 


y:- 


I  ,  ^  +  ^  cos  z^ 

-arc  f  cos  =  ——i — -  )  +  ^onst. 


tf  +  ^  COS  !(^  V^^a ^« 

est  assez  remarquable. 

Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d'entrer  pourront  paroître  longi 
•à  quelques  lecteurs  ;  mais  ceux  qui  n'auront  pas  une  grande  habitude 
du  Calcul  ées  fonctions  circulaires ,  me  sauront  gré  d'avoir  mis 
sous  leurs  yeux  plusieurs  exemples  qui  leur  apprendront  comment 
on  peut  donner  différentes  formes  à  une  même  intégrale ,  parmi 
lesquelles  on  choisit  celle  qui  est  la  plus  commode  pour  Tapplir 
cation  qu'ion  se  propose» 

4<i.  Us  différentielles  — rr^^>       !^T^^  »  s!inte§rent  fad-> 

^^^  tf+*COS;f       tf+*COSî 


lement  i  la  pr^iûière  revient  à 


J.COS{ 

.  y      ■   >    .       .1       I  ^     ■■ 

a +  ^cosç 


,  et  on  a  par  conséquent 


B^  U  N  E      SEULE      V A  R  I  A  S  L  Éi  llj 

Ja  +  icosi  h    ^  ^^  b    Vtf+^COS^/ 

La  seconde  peut  se  mettre  sous  la  forme  —i — r-; ; r» 

d'où  on  tire    /— ^^îi^  =  f  —  1  / -i — .  ce  qui  rentre  dans 

le  cas  du  n*.  précédent. 

dr  ftf'  +  i'cosr} 

454.  Passons  à  la  difFérentielle  plus  générale  -~ — ; -~*- 

€t  supposons 

/d[{a!Jrb'cos(j  Asin^  rdi(B+CcosO  ^ 

lâ+TcôsÎY   ~  (a+icosiy-'   V   (a+^COSî)"-*  ' 
j4  et  B  étant  des  coefHciens  constans  et  indéterminés  ;  en  difFérentiant 
les  deux  membres  de  cette  équation ,  divisant  le  résultat  par  d^tt 
.chassant  le  dénominateur ,  on  trouvera 

^'  -^  b'cos  1=:^^  cos  i{a  +  bcos  i)  +  (n —  i)^isîn:["' 

+  (-ff +  Ccos:j;)(tf +  *cos^); 
développant  les  produits  indiqués ,  substituant  i  —  cos  ^* ,  au  lieu 
de  s\n:(^ ,  et  passant  tous  les  termes  dans  un  membre  ^  on  aura 
+  (/ï — i)Ab        +jiacosi         +  j4bços^==:0 

+  Ba        +Bb  — (/i— i)^^ 

+  Ca  +  Cb 

—  a'      ^  y 

d'oh  y  en  égalant  à  zéro  les  coefHciens  des  termes  semblables ,  on  tirera 

cV—ba!  aa'—bb'  {n—x){ab'^ba') 

et  par  conséquent 

d[{a'-\'b'cosO (ay—ba')sini 

(^a  +  bcosiY       "^  (n—  I  )  (tf*— .*•)  (^  +  ^cos^)"-* 

(n  —  I )  ( a'-Tî^/  {a+bcos{y-' 

Cette  réduction  conduira  9  si /2  est  un  nombre  entier  positif  ^  aune 
dernière  intégrale  de  la  forme  /— 1>^    ^  ^ — i^-^,  laquelle  se  chance 

^tf  +  icos;;;  ** 

Tn/i-r^i  ^^""*^  ^-^-l  ^p-^'i  r  ^^ 

Pi 


/- 


'+ 
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455.  On  pourroit  se  proposer ,  par  rapport  aux  tangentes  jet  aux 
sécantes ,  des  différentielles  analogues  à  celte  que  nous  venons  de 
traiter ,  et  îl  sera  facile  d'imiter  à  leur  égard  le  procédé  que  nous 
ayons  suivi  ;  nous  ne  saurions  d'ailleurs  nous  arrêter  sur  ces  détails  : 
nous  observerons  Seulement  que  toutes  les  différentielles  de  cette 
espèce  peuvent  être  mises  sous  une  forme  algébrique ,  en  faisant 
ou  cos  î  =  ^ ,  ou  tang  ^  =  ^  ^  ou  sec  {  =  ^ ,  etc.  et  en  substituant 
à  ^  { les  valeurs  relatives  à  l'hypothèse  étabUe. 

Les  diflFereotielIes  ■    ^  ,  , }-  et  - — ^^    ^^  ^   ;  par  f xem- 

(tf  +  Z^cos{)^        (tf+^tang^)'''  ^ 

pie ,  se  changeront  respectivement  c;i 


x'^dx  (  I  — .  a:*)  * 


et 


x'^dx 


par  la  supposition  de  cos  ^ = x ,  et  par  celle  de  tang  {;  =  a:  ,  des* 

dx  dx 

quelles  il  résulte  di=— et  ^{= 


v/7 


1+:»;^ 


456.  Nous  traiterons  encore  les  différentielles  ^ijsîn^*  et  if^d^cos^, 
qui  peuvent  se  présenter  dans  quelques  applications. 

En  intégrant  d'abord  le  ficteur  ef^di  de  la  première^  on  trouve 

fc"di  sîn  :t"=  -  «"'sin  C /^*'^î  ^os  i  sin  ^\ 

On  aura  de  la  même  manière 


fi^'dzcos  {sin  î"-"=  -  ^'cos:;;  sin^ 


n.-^ 


—  -/«"'' î  [(«— I  )  cos  î'sîn  f-*— sin  {•]  ; 

mettant  dans  la  dernière  intégrale  i — sinç*  pour  cos  ç*,  et  substi- 
tuant la  valeur  de/e"^^cos;[sinç"-*  qui  viendra  alors,  dans  celle 
de  fa'^disin  ^  donnée  ci-dessus ,  on  obtiendra  1  équation  suivante 

/e*'^^sin^=~<*'sin^" ^e"sinjj"-*cosî 

+  "^"7     /^'^^  sin  ^»—  ^fe"Ji  sin  f, 

1  1        11         j'j  •      rnMj    •     n       «•'sin;5f-'(tfsin7 — ncosi) 
de  laquelle  on  déduira  /€9'disin('= ^^ — ^— \ ^' 

n(n — 1^  ^      .     . 


\ 


.  \ 


/ 
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Le  second  membre  de  cette' dernière  équation  est  délivré  du  signe/, 

lorsque  /z  =  i  et  lorsque  n  =  o ,  et  dans  ces  deux  cas  elle  donne 

•      ,     .             e«(^sînr — cosr)     . 
A«'i7sxnf  =  — ^ ^ ^^^^  +  const. 

J^f'^'d  i        =  -  e*"  +  const, 

formules  auxquelles  se  ramèneront  par  conséquent  tous  les  cas  oh  n 
sera  un  nombre  entien 
La  seconde  différentielle  proposée  $  ef^'d  i  cos  ^^  trutée  comme  la 

précédente ,  donne /<**</{ cos î"=  -  e~Cos  ;j;"-| — /e*'</{  sin  {  cos  {"""', 

A  A 

f^d  i  sin  i  cos  ^-*=  -  ef'sin  icos  (^* 

A 

fc"di  [  cos  î* —  (n  —  1  )  sin  {•cos  i^^  ]  , 


'd'où  /t"^  i  cos  f=  -  e^'cosç"  +  -;-  e"sin  i  cos  {■•^ 

+     ^      ,      V^'di  COS  f -• t/^^Î  ^<^^  C^ 

A  A 

iet  par  conséquent 

r^MJ  n        ^VOSf-'(/ïCOSî  +  7ISÎnr) 

Les  deux  cas  les  plus  simples  et  auxquels  se  ramènent  tous  ceux 
oii  ;:i  est  un  nombre  entier,  sont 

/•     ,                 e"(tf  C0S7  +  sin?) 
fc^'d  î  cos  {  =  — i —-^ î^  +  const. 

^  +.1 

aA 

457.  La  possibilité  d^exprimer  les  puissances  entières  et  positives 
de  sinus  et  de  cosinus  par  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de 
Tare ,  conduit   bien   simplement  à  l'intégrale  de  la   difiërentielle 
'  i^di  sin  jj^cos  f  i  en  effet  »  on  changera  cette  différentielle  par  les  for- 
mules des  m^.  42  et  43  de  l'Introduction ,  en  une  suite  de  termes  de  la 
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forme  c'^disinpi ,  ou  d^'d^ cos/>  j ,  et  en  faisant /^ ^  =y ,  on  aura 

I   -  I   " 

e^*d[  siùpi=z^cP^  dy  siny ,         e"di  cosp  {  ==  ~  «^^  dyzosy^ 

P  P 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  s'intègrent  par  le  n"*.  précédent  > 

€t  remettant  dans  les  résultats  au  lieu  àty  sa  valeur,  il  viendra 

a  +p 

458.  Avant  qu'£uler  eût  fait  un  si  fréquent  usage  des  formules 

citées  dans  le  n\  précédent,  les  Géomètres  recourroient  le  plus 
souvent  pour  l'intégration  des  difFcrentielles  affectées  de  sinus  et 
de  cosinus,  aux  expressions  imaginaires  de  ces  fonctions (  //ir.  n*.  39  )• 
Pour  intégrer  par  ce  moyen  la  différentielle  e^'^/ijsin/^^  cos^  :;;,  on 
substituera,  au  lieu  de  sin/^ç  et  de  cosy:^,  leurs  expressions 

_L_ '~^__ j  ^         "^^ ;  ces  deux  quantités 

xV—i  2. 

étant  multipliées  entr'elles,  et  par  tazd^^  on  aura 

f     {.aMp+îV^^^         C«-(/>-f)^=^]*  ta+(i>-«)»^^^>         [<»-f/»+*)^~]A 

\e  — «     '  +«*^  — «  ydi 

I.        ■  •: 

Tous  les  termes  de  cette  transformée  s^intégreront  chacun  en  par« 
tîculier,  d'après  la  formule  fi^*di^  =  — fc^'mdi^=r.^ — e^''-\'Const. 


fn  TTi 


Mettant  ensuite  au  lieu  de  m  les  difFérens  multiplicateurs  de  :;;; 
on  aura  pour  .résultat  des  exponentielles  en  partie  réelles  et  en 
partie  imaginaires,  et  on  chassera  ces  dernières  au  moyen  de  leurs 
lîxpressions  données  dans  le  n**.  40  de  l'Introduction. 

Nous  n'avons  parlé  de  ce  procédé  assez  compliqué ,  que  parce 
qu'on  en  trouve  des  applications  dans  quelques  ouvrages  d*Astro«^ 
nomie  physique;  car  d'ailleurs  la  différentielle  t'^^d^^svapicosq^ 
se  ramène  à  celles  du  n*".  456,  en  observant  que 
iànpiQOsqi^'^ûvi(^p  +  q)l^\sm{p—q)i. 

459.  La  différentielle  d[{a'\'bcos{Y  s^  rencontre  fréquemment 
d^ns  les  applications  ^  et  pour  l'intégrer ,  lorsque  «^  est  un  nombre 


/ 


I 
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fracdonnaire ,  ce  qui  arrive  presque  toujours ,  il  faut  la  développer . 
«n  série;  c'est  ce  dont  nous  allons  nous  occuper  avec  quelque 
^tail.  Nous  commencerons  d'abord  par  mettre  la  quantité  4+ ^cos^ 

h  b 

sous  la  forme  à(i'\ — cos;5;\  et  faisant  pour  abréger  -=/î,la.dif- 

•férentielle  proposée  se  changera  en  d^d[{i  +  /icosç)". 

Considérons  d'abord  le  développement  de  (i+;2COS  :[)"*;  la  for- 
mule du  binôme  donnera 

.                ^«            ^                mim-^i)                 m(m — i)(/w — i)  ,        ^ 
(  I  +  flcos^j}'"  =  I  +  — 7ZC0S  i + — ^ ^  «*cos;t' + -i — '  n^cosi^ 

+  etc. 
chacun  des  termes  de  cette  suite  étant  multiplié  par  ^t,  s'intégrera 
par  les  formules  du  n*.  444  ;  mais  ce  procédé  donne  dans  l'intégration 
de  chaque  terme  de  la  différentielle  une  suite  de  termes  parmi  lesquels 
il  sten  trouve  de  semblables  à  ceux  qui  résultent  de  l'intégration  des 
termes  précédens ,  ce  qui  rend  le  développement  final  très-Hifficlle 
à  ordonner  :  cet  inconvénient  n'ayant  pas  lieu  pour  les  différentielles 
de  la  forme  -      (^  +  5  sin  ;[  +  C  sin  2  ;[  +  Z>  sin  3  ;[  +  etc.  )  d!(^ 

(-4+  B  COS1  +  Ccosxi  +  D.cos^  i  +  etc.)^{, 
dont  les  intégrales  sont 

^l  —  ^cos^  —  ^Ccosif — |Z>cos3;{;  — etc.  +  comt. 
j4i  '\-  Bsïni-^r  5C7sini{+ ^Z>cos3  î+  etc.  +  const. 
il  faut  donc  ramener  à  ces  dernières  les- développemens  des  difië*  ^ 
rentielles  qu'on  se  propose  d'intégrer. 

460.  Reprenons  le  développement  de(i  +/2cos;[)"*,  donné  ci-dessus, 
m  m(m—i)    .         .      m(m — i)(m — 2)    , 

iH IXC0S7+— ^ ^^-;2"cosr*+--^ '-^ ^/2^cos7^+  etc.  et 

I  1.2  1.2.3 

substituons  à  la  place  de  cos:(*,  cos:[^etc.  leurs  valeurs  tirées  du 

ri^  42  de  l'Introduction  9  nous  aurons  ^  après  avoir  rassemblé  tous 

•les  termes  semblables , 

..i.î      4  1.2. 3. 4  ^^4  i.a.. 6        ÎT^''  +^^- 

+'Ua+    i.i.3    •^'^  + — .  1.2.3. 4":^ '  T::r6'^^+^^^- >»î 

+  etc. 
Nous  n'avons  calculé  que  les  deux  premiers  termes  de  cette  suite^ 
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parce  que  le  calcul  différentiel  fournit  un  procédé  très-direct  et 
très-élégant ,  au  moyen  duquel  on  trouve  des  relations  fort  remar- 
quables et  fort  utiles  entre  les  difFérens  termes  du  développement 
de  {i+ncosiYi  ^^  procédé  est  celui  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage,  n"*.  98.  En  posant  Téquation 

(i  +«cosî)'*=-^+^cos{+  Ccosx;;;  +  Z>cos3{+£cos4{+ctc; 
et  prenant  la  différentielle  logarithmique ,  il  vient 

mns\Ti[        5sinç+  i  Csiniç+3  J9sin3  {  +  4J?sin4{+etc.'^ 
I  +  /r  cos  {      A+B  cos[+  Ccos  z  <f + Z?  côs  3  { + i?  cos  4  ç  +  etc.  * 
faisant  disparoitre  les  dénominateurs  y  passant  tous  les  termes  dans  un 
seul  membre;  et  substituant  par-tout^  au  lieu  des  produits  de  la 
forme  s\n[COsp[^  cos^sin/^^^  leurs  valeurs 
Isin  {p+  I  ) î  — lsîn(/^—  I  )C  *  isin  (/^+  I )  t  +  isin  (/f—  i  )  çj 

on  obtient 
.    o:^     -ffsin(;+ 1  Csiniî+^jZ?sin3{+  4  £$in4{ -f  etc. 

+  —Bn       +  —Cn       +  ^Dn 
%  %  % 

+  — C/i      J^^Dn       + —En       +~F;i 

z  X  2  ■    % 

,— /»^/i      — — Bn       — — Cn  .    r— — Dn 

1  2  ■      %  ' 

+  _c«      J{ Dn      +  —fin      4-  —Fn; 

ce  qui  donne 
m^%)Cn^xB—  xmAn-=o\  1  C=-^^- 

(«+3)Da+4C-(«-i)i?«=o|  \D-     {mi  y)n 

,  i  i  («  +  4)» 

1  l«     (m-r'i)Dn—SE 

etc.'  j         \     etc. 

Par  ces  valeurs  la  recherche  des  coefEciens  de  la  série  A+ Bcosi+etci 
est  ramenée  à  celle  des  deux  premiers  A  tt  B  y  puisque  chacun  de 
çn  coeiEciens  dépend  des  deux  qui  le  précèdent  ;  mais  les  çoefficiens 

4es 


\ 
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ides  deux  premier;  termes  du  développement  commencé  plus  haut, 
donnent  pour  A  tt  B  des  valeurs  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

A i/"(^— 0.^  .  m{m^\){m—%)[m—7)  ^  ,  m(m--^i)(w~a)(m— 3)(m-^4)(m->5)   ,  ,_^^^ 

.^yrsi^  .  -/i»«u — i i ■      a44»     ,  ■■/i^^f*  etc» 

2.2  2.2.4.4  2.'^.4>4*6.6 

p-^^r»»  .  '«('»-t)(m-»)^.j«(«-0(«-i)(«-3)(«~4)^,     ^^^-1 
L2  2.2.4  2.2.4.4.6  -I 

et  à  l'aide  desquelles  on  obtiendra 

C_^>n^('»— 0  I  a«(/w-^i)(/»— 2)(;«— 3)^^  .  3w(^— 1)(>«~0<«~3)(^»— 4)(«-0j^i .  ^^.1 
L     2.2.4  2.2.4.4.6  2.2.4.4,6.6«8  J 

,L    2.2.4.4.6  2.2.4.4.6.6.8  T    *J 

jr— t^nif"'  '  ^  »  3^(  ^—0  (^— ^)  C^— 3)  .  ^  •  3  ■  W^— Qfa— 2)(/yi— 3)(ff!— 4)(m— »'?)^^^  ^^^  l 

L.       2,2.4.4.6.6.8  2.2.4.4.6.6.8.8.10  ^ 

etc. 

461,  Ces^  séries  se  terminent  lorsque  m  est  un  nombre  entier 
positif^  et  alors  Tintégration  de  (  1  +  /«  cos  [  )'"Ji  s'effectue  exac- 
tement ;  mais  dans  tous  les  autres  cas  elles  vont  à  l'infini  et  leur 
convergence  dépend  principalement  de  la  petitesse  de  la  quantité  m  "' 
avant  d'entrer  dans  les  détails  relatif  à  cette  convergence ,  jevaîs 
.  niQiltrer  comment  on  peut  parvenir  à  exprimer  Us  coeificiens  du  dér 
veloppement  de  (  i  +  ncos^Y^  parle  moyen  de  ceux  du  même  dé- 
veloppement calculé  pour  un  exposant  moindre;  Comme  dans  les 
applications  où  se  rencontre  la  différentielle  (i  -{-ncosiY^  Tex-» 
posant  m  est  négatif ,  nous  supposerons 

(i  +ncosO'"'^  =-^+5cos;5;+Ccosiî+Z)  cos3{+Zcos4î+etc. 
(  I  +  /ïcosj[)-"-:"=^'+5'cos{;+C'cos2j[+Z?'c6s3{+£'cos4{+etc. 
et  puisque 

(1  +nCOSiy^:=^{l  +  nCOS^)"^""'  X  (l  +  «COS£), 

on  aura 

(i + n  cos  î  )  (-rf'+  ^'cos  {+  C'cos  1  jf + ZXcos  3  ^  +  etc.  ) 
^=zA  +5cos{;+Ccos»{+Z7cos3î+  etc* 

développant  cette  équation  et  substituant  au  lieu  des  produits  de  la 
forme  cos  [  cosp  ç ,  leur  valeur  5  cos  (/>  +  i  )  ^  +  5  cos  (/> —  i  )  C  > 
on  obtiendra ,  par  la  comparaison  des  termes  semblables  >  les  dér 
terœinations  suivantes. 

Calcul  intégral.  Q 
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Il  ^ 

<:=  c'+ii?';r+  izy,/  ,^„jj^  AZ)'=  -^ 


etc.  y  V      etc. 

Llnspecfion  des  valeurs  ci-dessus  fait  voir  que  lorsqu^on  connoîtra  le 
développement  de  (  i  +«cos  ;[)"-"•  et  le  premier  terme  A'  de  celui  de 
(i  +;rcos-5;)"^— ',  ^^  connoîtra  tous  ceux  de  ce  dernier  ;  mais  il  existe 
entre  A  et  A'  une  relation  qui  doiine  Tune  de  ces  quantités  par  Tautre. 
Si  on  change  +  m  en  — m ,  dans  l'expression  de  A  du  n"*.  préc,  on  aura 

■ 

Substituant  ensuite  /ti  +  i  à  la  place  de  m ,  il  tiendra 

1.^  i.i.4«4 

mais  en  différentiant  la  première  série  par  rapport  à  ;» ,  après  Tavotr 
multipliée  préalablement  par  ;z",  on  trouvera 

■  ^mn      +  ■    '■ — n "  +  ■ n  ^^ 

dn  1.1  x.2.4»4 

etc.) 

nu,i/      ,     (^+0(^+0^a.    (^+0(^+0(^+3)(^+4L4 

la  dernière  série ,  comparée  avec  l'expression  de  At' ,  donne  évî* 
demment  — —■ — :=mri^A  y  et  à  cause  que  w »*'""*= 


dn     ~ '  ^  dn 

d.^ri^  nd^ 

il  en  résultera  ,  -^  =  -  .    ^  ■■  =  -^  H —  : 

a«/z  mcn 

d%Sjt  n  d  S 

en  trouveroit  de  même  B'  =  ■       ,    =  J  +  — — • 

0«/z  tndn 

^      d.Cn"^        ^      ndC 

c  = — -^  =  c  ^ 

etc. 
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On  peut  encore  obtenir  yi'  au  moyen  de  ^ ,  sans  employer  la 
âiiférentiation ,  en  observant  qu*il  doit  y  avoir  entre  ^\  B\  C,  etc; 
les  mêmes  relations  qu'entre  A^B^Cy  etc.  Or  si  on  change  m  en  — m^ 
dans  les  expressions  de  C ,  i? ,  etc.  données  page  i  lo  ^  on  aura 

C=  -r —  ;  mettant  ^4- 1 ,  au  lieu  de  m ,  dans  cette  dernière 

valeur,  on  trouvera  C=:— — - — - — r ,  résultat ,  qui  étant 

(/w— i)/x 

égal  à  la  valeur  de  C  trouvée  au  commencement  de  cet  article,^ 

donne  --^ — - — =  —i . 

(iw —  i)n  n 

Si  on  chasse  B'  au  moyen  de  sa  valeur  -^^ — — — - ,  et  qu*oa 

détermine  ensuite  A^  par  l'équation  résultante  y  on  aura  enfin 

f %A  m — {m —  i)nB 

xm(i — »■) 
Nous  voilà  donc  en  possession  des  formules  nécessaires  pour  cal* 
culer  tous  les  coefficiens  A'  ^  V  y  C\  etc.  du  développement  de 
(ï+»cos^)""~*,  lorsque  ceux  du  développement  de  {i+ncos(f^ 
seront  connus. 
462.  Revenons  aux  résuUats  du  n^.  460  et  ^ons«y  m  =:-—  i , 

il  viendra  ^=  i  +  -«'-i — !Xi>^-t-    '?  ;  /»^4-  etc. 

2  2*4  2«4.6 

B  =  in{ i-«' 2-2-/1*— etc.) 

2        2*4  2.4*0 

Il  eSt  facile  de  reconnoître  à  Inspection  de  la  série  qui  exprime  Idf , 

I  ♦  2*-  I 

que  A  =     ■    -      ,  et  d'en  conclure  que  jB=-A—  ■       ■    ^  (*) . 

Kl— «•  ^^       Vi^n^y 

—  ■  «        ■  ^  ■■  ■!■        ■■■  Il  f  I  I  I    >  I        H 

(^)  Lorique  in=:-^i,  on  a  simplement 

; =^4-  Scosr  +Ccos2r  +  'Ocûslr  +  etc. 

et  en  nisant  dlsparottre  le  dénomlnatear  du  premier  membre ,  on  peut  déterminei^ 
tous  les  coefficiens ,  à  f  exception  du  premier ,  on  trouve  ains  if=~(i-— ^). 

U 

Dans  le  cas  général ,  la  relation  de  ^  à  i?  est  exprimée  par  une  équation  différent 

^lle.  En  vertu  des  séries  du  n*.  460,  on  a 

iiAn*+Sn_^^^  m{m~i)  ,^  «(«— ')(«— 0(a»~l)  ^^  .   ^.^, 
I.    «*-*•  ■■  /i*-t»      I  >  "      ■  «'+  etc. 

m+2  2.4         *  2.4. 4.6 

Q  2 


y 
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Les  autres  coefHciens  se  déduisent  de  ces  deux-cî»  par  les  ex-^ 
pressions  rapportées  dans  le  n^  cité.  On  observera  que  l^T-^% 


faisant  pour  abréger  — ^^^ —  =^,  et  diiFércntîant  par  rapport  à  »,  il  vient 


dN 
dn 


,     "'(^—0,3    1^(^—0(^—0  (^—3), fi  .     .... 

=;;  a  «  -t-   ■  n  -f  ■'""''  rt*'-t-  etc« 

2  2.4.4 


ou 


dN    _  ,     ^(^~0     .1    ^(«—0(^—0(^—3).,    rfr— l'.f- 

-^ >r=:2^  "f-  ■         h  "ir         '    '  '  /i^-p  etc.  =  1^» 

ndn  a  2.4.4 

Remettant  pour  dN  sa  valeur  »  en  observant  que  A  tiB  sont  des  fonctions  de  /? , 

,,.        ..     4Andn'^Bdn'\-%n^dA'\'ndB       ,  ^j      ,   ,        „ 
on  aura  1  équation ^--f j — r =:%Adn ,  de  laquelle  on  tirera 

lff///2+«</B  =  2(/«+  ^)Andn'^4Andn'^%n*dA-=^%{mAndn'^n^dA)^ 
et  comme  Bdn'\-  ndB=:d.nBf        4Andn-\'in*dA=:zd.iAn*^  on  aura 

en  Intégrant ,  B/2=i{m-\-i)fAn da^^xAn^^  d'ob  £= /^ ndri-^^iAn. 

n 

Lorsque  /2  =  o,  la  quantité  (i +«cos^)*»  se  réduit  à  i ,  ce  qui  donne  ^=1  ; 

et  .B=:=3  ;  pour  satisfaire  à  cette  dernière  condition ,  il  faudra  que  l'intégrale /^/u/js, 

lofsqu'elle  sera  connue,  s*évanottisse  par  U supposition  de  ;z=a 

Ëofîn  y  on  peut  obtenir  une  équation  différentielle  du  second  ordre  entre  A  et  ni 

Nous  avons  trouvé  (  n®.  précéd.  )  en  supposant  m  négative'. 


._^(^-^^)  w_  ..    ndA 

— 1, — *    ^-'^+i;r5r' 


B'=:r 


mdn 


substituant  pour  A'  sa  valeur  dans  la  premier»  expression  de  B'  et  égalant  le  résultat 

%dA  ndB 

à  ia  seconde ,  nous  aurons -— = 5  -f -—  ;  mais  la  valeur  de  ^ ,  à  laquelle 

mdn  mdn  '        ^ 

nous  sommes  parvenus  plus  haut,  donne,  par  le  changement  de  -^m  en— /r^ 

B=r^^S!!^^fAndn^%An, 

n  - 

dB=:z  +  '^ — -—dnfAndn  —  iÇm-^j)Adtt'^indA, 

m 

expressions  qui ,  substituées  dans  l'équation  précédente ,  conduisent  à 

dn    '  dn  y 

différentîant ,  'pour  faire  partir  le  signe  /,,  on  parviendra  à  un  résultat  qu^on 
mettra  facilement  sous  la  forme 

Jl  suffira    de  changer  m  en   —  «   dans  cette  équation,  pour  obtenir  celle  q(iL 
convient  au  cas  où  l'exposant  m  est  positif.         \ 


/ 
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devenant  imaginaire ,  si  on  a  n  >  i ,  la  réduction  en  ^érie  niaura 
plus  lieu  dans  ce  cas,  ni  même  dans  celui  oîi  n=^i ,  circonstance 

qui  rçnd  A  t^  B  infinis ,  mais  alors  la  dîfFérçhtielle  proposée — 

a  pour  intégrale ,  tang \î+  const.  (  n**.  45 1  ). 

463.  Lorsqu'on  a.  trouvé  les  coefficiens  A^  B^  etc.  pourle.cas 
oh  /w  =  —  I ,  on  peut,  par  le  moyen  des  formules  -du  n*.  461  ^ 
déterminer  successivement  ceux  qui  répondent  à  /tt=-^x,/72=.— 3,etc» 
et  s'élever  ainsi  de  proche  en  proche  à  toutes  les  valeurs  entières  et 
négatives  de  m.  Dans  tous  ces  cas  les  formules  de  la  page  i  zo  ne  sau- 
r  oient  être  d'un  usage  commode  ;  car  le  dénominateur  de  (7  s'évanouit 
lorsque  /»= — 2  ;  il  en  est  de  même  de  celui  de  Z> ,  quand  /w= — 3  , 
et  ainsi  des  autres  ;.  à  la  vérité  pn  voit ,  en  calculant  aussi  le  nu- 
mérateur- de  ces  termes ,  qu'il  s'évanouit  en  même;  temps  que  leur 
dénominateur ,  mais  leur  expression  analytique  devenant  de  plus 
en  plus  compliquée,  l'application  de  la  méthode  du  n**.  136  scrcît 
laborieuse. 

En  supposant  m = — i  >  nous  avons  obtenu  dans  le  n°.  précédent 


^2*-= 


m  -en  résultera  ^^= 


;  mais  puisque  par  le  n**.  461  >  on  a  A^=A  + 


ndA 


Vi^n^ 


+ 


71' 


s 
li 


mdii  ' 

telle  est  l^v 


valeur  du  premier  coefficient  du  développement  de  (i+ficos^)""% 
Ayant  aussi  sous  une  forme  finie  les  expressions  analytiques  des  coeffi^ 
ciens  B  ^  Ç  j  D  ^  etc.  on  déterminera  sous  la  même  forme  celles 
des  coefficiens  B' ,  C y  IX,  etc.  pv  les  valeurs  du  n*".  cité.. 

464.  Pour  donner  un  exemple  du  cas  oii  m  est  fiactionnaîre  , 
nous  supposerons  mz=z  —  i ,  comme  en  effet  cela  arrive  dans  Pap- 
plication  à  rAstronomié  Physique  ^  et  il  sera  facile  d'étendre  à' toute* 
autre  valeur  dé  m  ce  que  nou5  dirons  pour  celle-ci.  On  voit  d'abord 
que  puisque  |  =  i  -f  i ,  la  recherche  des  coefficiens  àx  dëvelop^* 

peraent  de  (  i  +  ncos[)    ^  se  ramène  à  celle  des .  coefficiens  du  déve«- 

ioppement  de  (  i  +  ^  cos  :[  )   ^^  au  moyen  des  fornuiiles  du  n**.  46  %^ 


\ 
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Oa  représentera  les  premiers  par  -^,  ff,  etc.  et  les  derniers  par 
^  y  B  y  etc.  faisant  /«= — ;  dans  les  séries  du  n"^.  460,  on  aura 

^  —  I  i n  -1 5-^  «*-{ -5— r/i  +  etc. 

-»  =-»  i r-*;>  + -r— n  +  etc. 

1  ^•4*o  2.4.ô«8%i2 

Le  décroissetnent  des  fractions  qui  multiplient  les  diverses  pubsances 
de  n  se  ralentit  à  mesure  qu'on  avance  dans  ces  séries,  et  par  cette 
raison  elles  ne  sont  suffisamment  convergentes  que  quand  n  est  très« 
petite  :  en  supposant  /sm  =  +  ^  ^  on  a 

-^  =  I  —  -: n — ^-3-  ir — «°+  etc. 

4*4  4.4.5.0  4. 4.0.0. 12.12 

JS  z=:-n+ ^n  -j — n  +-etc. 

2  2.4.0  2.4.0.0.12 

séries  qui  sont  plus  convergentes  que  les  premières.  Dans  ce  cas  ^  les 
coefficieris\^'  et  B^  répondront  à  l'exposant  /»  =  5 — ï  =  —  j> 
mais  on  pourra  se  servir  de  leur  valeur  pour  passer  à  celle  dâ  coeffi- 

clens  du  développement  de  (  i  +  n  cos  i)  ' ,  coefficiens  que  nous 
désignerons  par  les  lettres  -^'',  B^,  C\  etc. 

Cela  posé  ,  Téquation  ji!=^  ^ 3—  n'étant  point  d'un  usage 

commode  ^  parce  que  l'expression  analytique  de  ^  n'est  pas  sous  une 

r  /?  •  •  j  i»jt  •  ^/  2^/7î  — (m — i)nB 
forme  finie,  on  se  servira  de  1  équation  ^  == y^ e— - 

2/72(1— /2*) 
V     (  n"".  461  )  qui  n'exige  que  la  connoissance  dés  valeurs  numériques 
de  -4  et  de  ^  ;  on  y  supposera  m  =  —  ^ ,   puisqu'il  s'agît  de 

(  I  +  n  cos  /V  et  il  viendra  ;^'=:  -— r — - — r— :  on  déterminera  B' 
^  ^'  2(1-/2") 

par  réquation  jB'=— ^ ^  du  n*.  cité.   Si  on  fait  ensuite 

jw = i  et  qu'on  change  u4  en  -df '  et  iî  en  B[  dans  la  valeur  de  ^\ 
^  en  ^  et  ^'  en  ^''  dans  celle  de  5',  on  aura  les  valeurs  de  -^^ 
et  de  jB"',  savoir  : 
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On  déduira  ensuite  C,  ZX'^  etc.  des  équations  d^  la  page  ixo, 
qui.doîveAt  avoir  lieu  entre  -^•',  J5'',  Cf  D'\  etc.  comme  entre 
Ay  By  Cy  Dy  ^tc.  tt  à^itis  lesquellcs  aucun  dénominateur  ne  peut 
s'évanouir  lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire. 

465.  Après  avoir  écarté  les  difficultés  qui  tenoient  aux  valeurs 
partieiâières  de  Texposant  de  la  fonction  (t  +  nQOSiY^  et  réduit 
la  recherche  des  coefficlem»  de  sôh  développement  à  celle  des  deux 
premiers ,  W  île  nous  reste  plus  qù^à  donAer  aut  expressions  àt  eenx^ci 
une.  forme  convergente  pour  le  cas  où  la  quantité  /i  approcheroit 
beaucoup  de  l'unité.  Ce  cas  s'étant  rencontré  dans  les  recherches 
sur  te  Système  du  Monde ,  a  été  traité  Spécialement  par  les  Géo-- 
mètres ,  et  voici  d'abord  un^  moyen  dont  Euleh  a  fait  usage  dans 
cette  circonstance. 

Soit  (  i+/icosr)'"=^-^p+-^,  cosr+-^aCos2{+^3Cos3î+etc. 
U/o>  -^,  ,-^,,  etc.  représentant  les  coefEciens  ui  ^  B  ^  C^  etc.  en 
donnant  à  [  une  valeur  quelconque,  déterminée  {;^  on  aura  cïe  même 
Xi  +/«cosî)'"=^^+u^»cosi'  +  ^,cosa:j'+-^»cos3  ;{;'+  etc. 
Si  on  désigne  par  tt  la  demi-circonférence  et  qu'on  substitue  w-+;5;'^ 
à  la  place  de  ^^^  on  aura  (  T.  I ,  page  x^^^  ) 

Ops(«-+ {')= — C0S^',C0Sl(9r+{')  =COSl£',CpS3  (7r+  ^')= — COSJÎjCtC. 

et  par  conséquent 

(i^ncosi' )"*=^,— ^,  cos  î' + ^a  cos  1  {'—-^3  cos  3  ^' + etc. 
En  ajoutant  cette  expression  avec  la  précédente ,  il  viendra 
li+ncos  (y  +  (  I— «  cos;5:')'"=i^o-f  lud^^çosi^'H-  i^4C0S4£'+ etc.' 

mettant  ensuite  dans  ce  résultat  -  +  {'  à  la  plA^  de  {',  en  observant 

que  cos^-+c')=^ânî',  cosi^--+î'^^— -cosi^',  cos4(^+{'J;=:cos4î'^ctc; 

'en  obtiendra 

(i  +  »sin^')"*+  (1— «sin^')"'=i^^— .i^3C0Si;['+  2^4C054  ;;;'— etc; 
la  somme  de  ce  résultat  et  du  précédent  sera 
(H-/icost'r+(i— ncos^TH-  (  i +'»sin{')"+  (i— nsin^)"" 

=  4-^0+  4^4  cos4^'+4^gCos 8 i%4u4^^ cos  iz £'+  etc. 
représentant  le  premier  membre  de  cette  équation  par  4M',  nous 
aurons ,  après  avoii^  divisé  toute  l'équation  par  4 , 

Af'=-df.+,^4C0S4;f'  +  u^»Ç0S8î'  +  -i^"C0S12î'+  etCr 
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Pour  d'autres  arcs  ,  ^'^  î'\  :(*'\  etc.  nous  aurions  également 
M!'  —^\  +-^4  cos 4 ('  +  u^g c6s  8  (^  +  -r^„ cos  ix(*  +  etc: 

,     M!''=  A,  •+  ^4  cos  4  {'''' + u^g  cos  8  ("  +  ^,,  cos  1 1  ^f'^  +  etc. 
M''z:^A.  +^,cos'4{^'V^gCos8f ''  +u^.,cos  iiî''''+  etc. 

Les  quantitiés  A^ ^  A^^A^^  A^ ,  ^4 ,  etc.  formant  une  série 
décroissante  ^  on  voit  que  si  le  terme  Ak  cos  4  {^  et  les  sui vans , 
peuvent  être  négligés ,  on  aura ,  pour  une  première  approximation  ^ 

M^rzA^  ;  on  la  rendra  plus  exacte  en  prenant  ^'=  -  ;  car  alors 

8 

cos4^'=cos-=o,    cos8{'=cos^'= — i ,    cosii;['=cos— =oetc; 

et  par  conséquent  M!=:A^ — A^-^^Aliî — etc. 

d'oii  il  suit  qu'on  ne  néglige  que  le  terme  A^  et  ceux  qui  le  suivent 

de  4  en  4  9  en  prenant  A^^=^M\  dans  ce  cas. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  ;  on  peut  par  ce  moyen  pousser  Tap-^ 
proximation  aussi  loin  qu'on  veut ,  en  ajoutant  ensemble  les  quan-: 
tités  M\  M\  M'\  Af\  etc.  et  déterminant  les  angles  i\  f  ,Y^c'^f«^« 
de  manière  à  faire  disparoître  dans  la  somme  autant  qu'on  voudrai 
des  termes  qui  suivent ,  et  voici  comment  : 

Les  racines  de  l'équation  ;i:*'+  ic=o  qui  n'a  point  de  second 
terme  ^  étant  comprises  dans  la  formule    . 

X  =  cos  ^ ^— +  V  — I  $m  ^ —  {  n\  167  ) , 

il  s'ensuit  que  la  somme  des  cosinus  des  divers  arcs  que  donne 

\  expression  ^ —  lorsqu  on  y  fait  successivement  /r=o ,  h=  i  l 

/s=:=x,,««.n  =  ir< — I ,  doit  être  nulle;  on  aura  donc 

cos h  COS h  cos  -^. .  .^ . .  +  cos '—  =  o       (^)i 

%r  zr  %r  ^  ^.r 

De  plus  9  en  nommant  C'f  fi  9  yy  i'j  etc.  les  racines  de  l'équation  i 
;r^'-l-i=ô.  On  trouvera  (  n^  158  ). 

Sj=*    +fi    +y    +<r    +etC.r=iO 

S,  =  **  +  r  +  >•  +  ^*  +etc.=o 
.       S^  =  cL^  +  fi^i"y'  +  S'^  +ttc=0' 


p9(sé 
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passé  ce  t^rme  on  rencontrera  une  suite  de  valeurs  nulles  jusqu'à  S^^ 
qui  sera  égale  à  +  i  r ,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  en  prenant  pour  * ,  i3 ,  7 ,  S"^  etc.  les  valeurs  particulière 

de  l'expression  cos  ^  ^^"^  ^^"^  +  /^sin  ^  ^^"^     - ,  on  aura 


xr  ir 


cos j.  K  _i  sih  —  V=  COS  -^ —  +  K  — I  sm 

ir  xr  y  xr  ^r 

.    -i8^=fcos^  +  K— isîni-V=cos-^^— +K— ism-i^— 

V        ir  xr/  xr  xr 

etc. 

y 

ces  valeurs ,  mises  dans  les  équations  ci- dessus  y  donneront 

cosC-  +cos^^—  +cos-^^— .. +cosi^-!: ii— =  o(iB); 

xr  xr  xr  xr 

tant  que  /r^ne  sera  pas  égal  à  ir,  et  dans  ce  dernier  cas ,  on  auroit 
cos «■  +.cps 3  ^  +  cos  5 TT  .......••  +COS  (4r—  i  )  w  =  —  a/(0* 

n  faut  observer  que  dans  Téquation  (-4)  ou  dans  Téquation  (JS)  ; 
qui  la  contient  implicitement ,  on  peut  n'avoir  égard  qu'à  la  première 
moitié  des  termes;  car  l'autre  moitié  est  entièrement  semblable 
(  yoyei  T.  I ,  page  296  )  :  on  a  donc 

cos h  cos  — [-  cos  — — • +  cos  -i —  =  o 

xr  xr  xr  xr 

X7F            6w             low                       x(xr — iW 
cos H  cos H  cos +  cos  — ^^ ^—  =  0 

xr  xr  xr  xr. 

pw  7pv  Kpff  (xr — iVw 

COS^—  +COS-^ .  +COS  -^ — .  ..•..  +  ÇOS^ CL—::sz O 

xr        ^     xr       ,         xr    .  xr 

m 

et  prenant  aussi  la  première  moitié  de  l'équation  (C)  ^  il  viendra 

!t+  cos  3^4-  C0$  5  w.  ...,•+  C0S(lr — i)sT  =  — r. 


COS 

/         -  - TT  .,         XV  ^ 

=  0; 


Cela  posé ,  si  on  fait  d*abord  4{'?=^  -  ^  4£^=  —  et  7[\  ( 

4  4 

Il  en  résultera 

cos  4;j^'4.  cos   4^'^=o,  >  cos  i2{;'+ cos  ix{'^=o, 

cos  8  ;;;'+  cos  8  î''=  o ,  J  cos  16  ;['+  cos  1 6  î'==— X  ; 

et  puisque  les  mêmes  relations  reviennent  dans  le  même  ordre  pow 

les  multiples  20  ^  24 ,  28 ,  3  x  >  etc.  la  somme  des  valeurs  de  M!  et 

4e  M'  sera  dans  cette  hypothèse  ill'+ilf''=x^|»*-2^i9+2^s,^etc; 

ÇoUhI  imcgralé  R 


% 


\ 
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'  si  donc  on  peut  négliger  le  coeificleiit  J^^  et  ceux  qui  k  suivent ,  on 

En  faisant  4  j'=  ^ ,  4  ('=  Ç ,  4  {'''=  Ç,  ;[%  ttc.=o,  il  viendra 

cos  4^'+cos  4j'''+cos  4j5;'''=o^cosi6;^'+cosi6^'^+cosi6:[^'=o 
cos  8{'+cos  8;5;^'+cos  8;{;'''=o>cosiO:5;'+cosxoç^'+cosio^"'=o 
cos  I  i{'+cos 1 1:[^'+ cosi  a;5;'''=o  )  cos24^'+  €05145;''+ cosi4^'"= — 3 
et  prenant  la  somme  des  valeurs  de  M',  M\  M'\  on  trouvera 
-  iW'+3f''+iW'''=3^— 3^,4+3^48— etc. 

Enfin  si  on  fait  4  î'=  ^ ,  a(=  y ,  4^  =  Ç  >  4^=  y ,  tous 

les  termes  qui  ne  sont  pas  affectés  de  ^r[tt  de  ses  multiples  dispa- 
roîtront  dans  la  somme  des  quatre  quantités  M\  M!\  M^\  M!"\  et  on 

.  aura  M+M'^M!''^M!'''=j^,—'\A^^+^u--y  etc. 

ce  qui  donnera 

4 
Il  est  facile  de  trouver  de  la  même  manière  des  valeurs  de  A^  encore 

plus  approchées. 

j^66.  Quand  le  premier  coefficient  A^{  o\xA)  est  déterminé ,  le  second 
^,(ouj5)  se  tire  de  Téquation  Bn=:2%/(^mAndn — n^JA)  (  n^^,  p^  1^,4  ). 
En  désignaift  par  a ,  soit  les  sinus ,  soit  les  cosinus  des  arcs  :f',  i\  etc. 
le  coefficient  A  sera  composé  de  termes  de  la  forme  tt(i  +  any 
et  ct(i  —  An)"*,  et  étant  une  fraction  numérique,  et  par  consé- 
quent/(m.^  «^72— /zV^)  deviendra 
amfndn{  i  +  any'^'+  etm/ndn(  i  — tf /z)"*"' •••  = 

u{i  +  any{anm^i)        ct{  i  — an){anm+ i)  ,,^„,, 
a,  , ^  , .  -f-  consc. 

a'(m+  i)  ^  a^{m  +  i) 

Mais  puisque  le  premier  membre  de  Téquation  qui  doit  donner  B^ 
•  s'évanouit  lorsque  /2=^o,  il  faudra  déterminer  la  constante,  arbi- 
traire  de  manière  qu'il  en  arrive  autant  au  second  dans  la  même 
circonstance.    Or,    en  faisant  «  =  o,  dans  la  valeur  des  intégrales 
rapportées  ci» dessus ,  on  aura 


+  — -z — '  — .  •••••+  const,  =  0  ; 


tf*(/72  +  i)-       a^Qn-i:!) 


\ 
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\  ^ 


d'oîi  const  =  -^ —  --7 ^ — -  + 

et  d'après  ce  qui  précède  \!io^2X\OïiBn'=xf{mAndn — n^dA)i 
se  changera  en 

let     p(i+tfzî)'"(tffttn — i)+i        (i — amY{amn'\'  i) — i-^ 
(/7i+i)L  a*  tf*  J 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  valpur  de  B ,  qui  se  présente  soiis 
la  forme  ^ ,  lorsque  /x  =  o ,  est  vraiment  nulle  dans  ce  cas ,  comme 
Texîge  la  nature  de  la  questidft  (*). 

467.  La  fonction  y-- r-^ 77—  est  celle  qui  se  présente 

dr 

dans  les  applications  ;  on  la  ramène  à  7 ■ r-  en  lui  don- 

^^  (i  +  /zcosî)"* 

nant  la  forme ^ . 7 et  on  a  alors 

n  = 1 — —.  En  mettant  cette  valeur  dans  le  développement 

r  -^  r 

de  (  I  +  /ï  co^  { )-"*,  on  n'aura  plus  qu'à  multiplier  l'intégrale  ^de 
i/î(i  +  /2C0Sî)--"par--;;^ 


(*)  Clairaut.a  fait  voir  qu'on  ponvoit  aussi  déterminer  le  second  cocfficienr-r^,  et 
tous  les  suivans'par  le  même  procédé  dont  Euler  s'est  servi  pour  obtenir  le  premier; 
Pour  cela  il  multiplie  par  cos  ^  la  série 

« 

(  I  +  «  cos  ^)'»  =y^o  +-^1  COS  ^  +^a  cos  2  ^  +-^^^0*  3  C  +  CtC    . 

et  mettant  ensuite  pour  cos  ;(;%  cos2;;[Cos{,  etc.  leurs  valeurs, 
f-t'aC^{9  ^cos{4'îr^^3t9  ^^*  '1  parvient  à  un  résultat  de  la  forme 

(l  +rtCOS;;;)i»COS^  =  |-<^,+^'ïCOS;f-l--/rf'aC08a^+^'3COS3{+etc; 

maintenant  il  tiX  aisé  de  voir  qu'en  faisant  dans  cette  équation,  à  la  place  de^;; 
toutes  les  substitutions  que  nous  avOns  faites  dans 

(  I  +  /i  cos^  )««=3:^o*+  -^1  cos^  +  -^a  ^^*  *  {+^^c«  en  trouvejra  des  résultats  anîi- 
jypgues  «^  ceox  du  n^.  précédent ,  et  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  àt^A^  y 
comme  nous  en  avons  trouvé  pour  Ao-  P^ur  déterminer  A^  ,  il  faudrdît  multiplier 
l'équation  (i  +  «cos^.)*»=:;^o+-^xCOs^4- etc.  par  cosi^;  et  ainsi  des  autres- 

Il  est  bon  de  remarquer  que* ce  procédé  s'applique  en  général  à  la  recherche  des 
coefiBicîens  du  développement  de  toutes  les  fonctions  de  {,  susceptibles  de  produire 
une  série  convergente  dé  la  forme  !/^^+>^,  cos^  +  etc. 

R  z 
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C'est  lorsque  les  quantités  r  et  /  di£irent  peu  Tune  de  Tautré 

que  la  quantité  —  ■  ■,  ou  71,  approche  beaucoup  de  Tunité; 

Lagrange  parvient  au  développement  de  (r*— ^r/co$;5;^-/*)•^- 
par  un  moyen  très -simple  et  très-élégann  La  quantité 
r*— ir/cost+  ^'*  devient  r*— r r'(e«^^— r-^»'^^ + /%  quand  on 
y  met  pour  cos  [  son  expression  exponentielle  »  et  se  décompose  dans 
les  facteurs  r—  f^cy-^  etr'^/c-^~ ;  on  a  donc 

0^'— ir/c0Sî+  /•)-*=(r— /^^-"•+(r— ./e-.*^-*, 

mats  ^^ 


(r— /^-^O    =■?:  + :s:r-  +     ^         ^  ,4,, +  etc.i 

Ces  deux  séries  étant  multipliées  Tune  par  Vautre  ^  on  mettra  dans 
leur  produit  2Cos{  au  lieu  de  ^^'''^^4-^*^^,  et  en  général  icos/^ 
au  lieu  de  e/^^^'^^+^i»^^;  on  ordonnera  ensuite  par  rapport  aux 
cosîniis  des  multiples  de  {,  et  on  trouvera  (/^—irr'cos^4- /*)""=» 

+  ^(  ^+  — -r+etc \C0SK 

r*"\      i.x        r*  1.1.1.3  r  /      ^ 

+  etc. 
"^   Les  coefficiens  des  deux  premiers  termes  de  ce  développement  étant 
suffisans  pour  faire  coonoitre  les  autres  ^  nous  ne  considérerons 
qu'eux  ;  ep  posant 
m  m{^m'\'\)  i»(iii+  1  )  (/»+  i) / 

^— =S«^  — — — ^y  -r—  y  f 

I  1.2  1.1.3 

1.1.3.4 

I         y*      /*      /• 

1      /  /«  /5 


D^  V  N  E     SEULE      V  A  R  I  A  B  %  B.  133 

ces  suites  sont  très-convergentes  lorsqu'on  fait  111= — ;  et  elles 
donnent  alors  la  valeur  des  coeffidens  que  dans  le  n*.  464  nous 
avons  nommés  A  ^  B  ^  multipliée  par  la  quantité  r* + /""•  Il  est  à 
propos  de  remarquer  que  r*— iir/cosç  +  /'  se  décompose  aussi  en 
(/-— r^*'^^X(/^ — rr-**^^)  et  qu^on  peut  par  conséquent  avoir 
au  dénominateur  la  plus  grande  des  deux  quantités  r  et  /, 

468.  Soit  encore  la  fonction  4/^1(1 +/}cos{;)  à  intégrer  par  les 
séries  ;  on  a  premièrement 

l(i+iïCOS{)=/scos{ — 5/i^cosç*+  i/ï'cosç^ — \n^co%^ -{-  etc. 
réduisant  les  puissances  de  cos  ^  en  cosinus  des  multiples  de  l'arc  [  ^ 
on  trouvera 

l(i+/icos()= r«» 5«*— z »•— j-^»'— etc. 

^         1.2         4.8  6.1%         0.128 

1,3,       I.IO.        i«l^  "      , 

+  [/»  +  — ^'iM- — ^^  + — ~/ï'+etc.]cosf 
3.4         5.16  7.64  ^      ^ 

+  etc. 
et  par  conséquent  si  on  fait 

l(i  +i»cos;t)=— -rf  +  J?cos^— (7cos2{  +  Z)cos3t— etc. 
on  aura  9  d'après  le  développement  ci-dessus , 

2  2         2.4    4         2.4.6    6         2.4.6.8    8 
Mais  eA  regardant  n  comme  variable ,  on  trouvera 

l//!t  2  2.4  2.4.0  2.4.6.0 


I 

--^ — — -T-  i; 


/l— /2* 


ccnsi. 


tfoh  on  tirera  </^=g  ■■  — — ^  et  en  intégrant, 

■-         n         -*  ■-         /i*        -■ 

La  supposition  de  11=09  rendant  nulle  la  fonction  Ui+ncos^), 
il  faut  que  ^  soit  nul  aussi  ^  afin  que  le  développement  s'évanouisse 

dans  la  même  drconstance ;  or    ~   - — r  ^îent alors  j,  et  en  ' 


#• 
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faisant  /z  =  o»  oa  a  1;  +  ro/ijAsso,  ce  qui  donne  co/u/*  sU;  la 

valeur  de  A  est  donc  1  (-- : i. 

^         n  ^ 

Prenant  la  moitié  du  coefficient  de  cos  i  ;  on  trouve 

~  5  --=  -;i  H î +  ^  —  +  etc. 

1  1  X.4    3         2. 4.6     5 

=•/!•  +  — i^/i^+ — ^  ii^  +  etc,=  — 


on  tire  de  K\  JB  —  x  ( '       — — )  et  en  intégrant , 


ï; 


/i-  K  1  — nr 


/- 


n 


Le  cociHclcnt  B  doit  aussi  s'évanouir  lorsque  m  =  o  ;  et  comme 
ceh  arrive  à  la  fonction  — r-,  la  constante  est  nécessai- 


/i — y  I — n\    ^ 
remenf  nulle  :  on  a  donc  seulement  -8  =  1  V^— /.   Cette 


valeur  étant  rapprochée  de  celle  de  ^  ,  il  en  résulte  ^  =  1  — . 

Ixs  coc  îHciens  C^D^E^  etc.  se  déterminent  comme  dans  le  n^.  460  : 
en  dlfcnnàant  Té^uation  1  (  i  +«  cos  j)=  — A  -p  B  cos  j— etc.  on  a. 

— ^-^ ^=— ^*/{SÎn;^+  iC«^^àni^ — 3/>ijân3^+et.c. 

cSà  >;a::t  le  dcnomlajiteur  du  premier  membre ,  divisant  par  d^^ 

}\.:rs.:at  toos  les  termes  dxns  un  seul  membre  et  mettant  ^  au  lien  desr 

y^roi.i::^  çocjjsinj»  cosjîinx^,  etc.  leurs  valeurs,  on  trouvera 

0^= —   ^:>io;^-r  ^^^^2^^-3/7sia3{4-4£sic4ç-— ^etc 


et  par  cc-->;;CQv:ent 

0 — n 

1  «ce 

4« 

,  .D^  U  N  JS      S  E  U  L  S      VARIAB    LE. 

substituant  pour  B  sa  valeur,  on  aura 


>35 


n 


:)\^i(id^) 


4  /z 


■)  .feî( 


i—Vi  —  h' 


n 


etc. 


Faisons  pour  abréger 


1  — ï/l— 72^ 


n 


m  et  nous  aurons 


//{l(l  +>IC0S:{;)=— ijl 


2i  W  X  2  2« 

l(i+/2Cosr)= — ^1 1-  -mcos^^ /7^*cos^7^ — w^cos37 — etc. 

d'où  il  résultera 

1/71  i/7I      .  1         .  ^      s  • 

h^ sm  7 ;n*sini7+-/72^sin3^ 

7-  sîn47H sînç  z —  etc.  +  const. 

i6  ^  ^5 

^  469.  Le  développement  de  l(i  +;2Cos^"',  trouvé  dans  le  n^  précéd, 
conduit  à  plusieurs  séries  très-remàrquables  ;  en  y  supposant  n:=-\-\ 
et  72= — I  ,  ce  qui  donne  m=i  et  m= —  i ,  on  trouve 
1(  i  +  cos:{)=— rx+  jcos^ — |cosi:5;+  f  cos 3 :[  —  f  cos4{;+  etc. 
l(i — cosj5;)= — Il — \cosi — fcosi-f — fco53^  —  ^cos4^+etc. 
et  comme  i  +  cos{=i(cos^;[)%  i — cosj{;=i(sini{)*(Int.n**.4i,43) 
on  a 

lcOSj{=  —  ll  +  -fcOS;5;  —  5'COS1:5;  +  ^COS3:î;— -icOS4Ç+  etc. 

Isin  |î==  —  Il — 7C0SÇ  —  ^.cos  X[ — ïCOS3:;;-^yCos4;[ — etc. 
d'oîr  il  résulte 

ltangiî=— fcos^— fcos3î— fcos5{— |cos7£  — etc.      . 

470.  Le  développement  des  intégrales  en  série ,  ne  conduit  à  une     Méthode  géné- 
approximation  que  dans  le  cas  oh  les  séries  qu  on  obtient  sont  con-  [gs^aîeurs  ap^pro^ 
vèfgentes ,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours  ;  c'est  pourquoi  les  Analystes  cRées  des  intégra- 
çnt  cherché  les  moyens  de  parvenir  à  des  valeurs  approchées  des 
in tégrales,. quelles  que  soient  les  fonctions  difFérentielles  proposées 
Nous  allons  exposer  ici  celui  qu'Euler  a  donné  dans  son  traité  de 
Calcul  Intégral. 

Soit  Xdx  la  .  diffisrentielle  à  intégrer  ; /-ST^^a:  est  une  quantité 
indéterminée  dans  un  certain  sens ,  puisqu'elle  doit  renfermer  une 
constante  arbitraire  (  n"".  359  )  :  c'est  encore  ce  que  les  considérations- 
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suivantes  vont  confirmer.  Si  on  ieaifXdx  =  jr  ^  oh  aura 

^-^  mais  la  connoissance  de  ces  coefficieos  différentiels  ne  suffit  pas 

pour  déterminer  le  développement  de^  par  le  théorème  de  Taylor  ; 

'     il   faut  encore  y  joindre  celle  de  la    valeur  particuliète  de  ^^  ^ 

lorsque  x=o  (  n*.  loo  ).  Tout  ce  qu'on  peut  donc  faire  au  moyen 

dy     *d^y 
des  expressions  données  de  — ,  -7— p  ^  etc.  c'est  de  paisser  de  la 

dx      dx* 

valeur  de  fXdx ,  prise  poiir  une  certaine  valeur  particuli^  de  x  i 

i,  celle  qui  répond  à  une  autre  valeur,  de  x.    . 

Soit  par  e;icemple  Y  la  valeur  de  fKdx ,  correspondante  à  r  =tf 

et   JT,  celle  qui  est  relative  à   x-=^a^\  on  fera  dans  la   formule 

du  n\  12,  .«r  =  tf,   k=,a^ — g,^  et  désignant  par  T^  Y\  T*\  etc, 

dX       d^X 
les  valeurs  de  X ,  — —  ,   --— - ,  etc.  prises  dans  Thypothèsç  de 

ar  =  tf ,  il  en  résultera 

Y,=Y^  r  (^~^)  ^y7/(^.-^^)*  ^  y//^  (fiHf)!  +  etc; 

I  i.i  1*2.5 

On  voit  par  cette  formule  que  si  aucun  des  coefficiens  Y ^Y\Y' yY^^^^tc: 

ne  devient  infini ,  et  que  ^ ,  soit  très-peii  différent  de  ^  ^  on  pourra 

déterminer  assez  exactement  la  valeur  de  JT,. 

Nommant  Y^  la  valeur  de  fX  dx ,  relative  à  une  trobième  valeur 

de  x]^  désignée  par  a^^  et  représentant  par  I^, ,  Y\^  J^,,ctc.  ce 

il  J^  é^JL. 

que  deviennent  ^  9  -^ — 9    *Z^'  ^^^*  lorsque  x=a^^  on  aura 

r.=r.+r.-^^=^+n^i=^+r^if-::fiZ+,  etc. 

.1  1.2  I.2.3 

On  peut  continuer  de  la  même  manière  pour  une  suite  de  valeurs 
4e  X  y  représentées  par  a^y  a^^  etc.  auxquelles  on  suppose  répondre 
des  valeurs  de  fXdx ,  désignées  par  Y^ ,  Y^ ,  etc. 

Concevons  pour  un  moment  qu  on  ait  pris  chacune  des  quanr 
tités  a^y  a^j  a^y  a^y  etc.  assez  peu  diffîrente  de  celle  qui  la  précède  ^ 
pour  que  le  quarré  et  les  puissances  supérieures  de  a^-^a^  a^ — a^^ 
^i'-^^aj  etc.  puissent  être  négligés  sans  erreur  sensible ,  il  en 
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résultera  ces  approximations: 

etc.  ^ 

En  mettant  successivement  la  valeur  dé  Y^  dans  celle  de  F»  ^ 
celle  de  F,  dans  celle  de  F3  ^  et  ainsi  de  suite ,  on  trouvera 

etc. 
On  peut  s'élever  de  cette  manière  à  une  expression  approchée  de 
fXdxy  relative  à  telle  valeur  de  x  qu'on  voudra. 
.  Posons  que  a^  représente  le  dernier  terme  de  la  série  a ,  ^ ,,  a,.  •  • 
et  que  F,  soit  la  valeur  de  fX dx  y  correspondante  à  x^=^a^  ;  il  est 
évident ,  d'après  les  valeiurs'  précédentes ,   que  l'expression  apprO^ 
chée  de  F„  se  formera  en  poussant  jusqu'au  terme  T ,^J(a^ — ^n-O* 
dans  lequel  Y'^^^^  désigne  ce  que  devient  X  lorsqu'on  y  met  a.^^^ 
pour  X  :  on  aura  donc 

Si  les  différences  tf, — a  ya^ — tf„  ^^ — a^^  etc.  sont  toutes  égales  à  et, 
la  valeur  précédente  de  Y^  deviendra 

r«=r+«(V+r.+n+....ru). 

Ces  valeurs  seront  d'autant  plus  exactes  que  les  quantités  a^  a^^  a^ 
seront  plus  voisines  les  unes  des  autres.  En  regardant  les  différences 
tf,— /î,  a^ — tf,,  tfs — a^f  comme  infiniment  petites ,  les  quantités 
Y'  (  a,— a  ) ,  Y\{  a^—a^  ) ,  Y\{  ay^a^  )  ,  etc.  seront  ce  que  devient 
la  différentielle  Xdxy  lorsqu'on  fait  successivement  A:=tf ,  xz=:js^ 
x=a^ ,  etc.  Cest  sous  ce  point  de  vue  que  l'on  conçoit  l'intégrale 
comme  la  somme  d'un  nombre  infini  d'élémens ,  égaux  aux  valeurs 
consécutives  que  prend  la  différentielle  par  les  divers  changemcns 
qu'éprouve  la  variable  x  (  voyez  la  note ,  page  2  de  ce  vol.  ), 

471.  Les  considérations  précédentes  font  voir  bien  clairement  en 
quoi  l'intégrale  fXdx  diffère  d'une  fonction  primitive  donnée. 
Calcul  intégral.  S 
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renfermant  x  et  des  constantes  déterminées*  La  valeur  de  octie  dernièff 
sera  connue  lorsqu'on  awa  assigné  celle  qu'on  veut  attribuer 
à  X  ;  mais  la  même  opératîoa  ne  fiera  que  fixer  où  doit  s'arrêter 
la  série  F,  r(a,—4)^  Y\{a,^a,)  ,  T\{a^— a),  ^tc.  et  la 
somme  de  cette  série  restera  encore  indéterminée  tant  qu'on  n'aura 
rien  statué  sur  la  valeur  de  ^ ,  à  laquelle  doil  répondre  son  premier 
ternie  et  wc  celle  de  ce  pretnter  tertre. 

Il  suit  de  là  que  ruitégrale«/^//;«r  est  une  fonction  de  x^  dont  U| 
valeur  se  trouvé  renfermée  entre  deux  limites  qui  sont  indéterminées. 
Cette  conséquence  mérite  la  plus  grande  attention  et  elle  peut  se 
tirer  immédiatement  de  l'existence  de  la  constante  arbitraire.  Faisons 
fK4x^s=iP ,  P  étant  la  fonction  de  x  que  donne  immédiatement  le 
procédé  de  l'intégration  ;  la  valeur  complète  defXdxsera  P+conse. 
«A  assignant  à  x  deux  valeurs  particuliàres  a  et  &  et  nommant  A 
tîB  celles  que  prend  Pdaos  c^s  hypothèses ,  on  Bm^A+conu.  pour 
la  première  valeur  de  fXdx ,  et  B+const,  pour  la  seconde  ;  prenant 
k«r  diflFér^ce  ^  on  trouvera  J — B  «  résultat  iadépendant  de  la  cons- 
mate  artntraire  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  la  série  ci* 
dessus  prise  depuis  le  terme  correspondant  à  ^=tf ,  jusqu'au  terme 
correspondant  à  jf=i. 

Quand  on  détermine  la  constante  en  supposant  que  l'intégrale 
reçoive  une  certaine  valeur  lorsqu'on  s'en  donne  nne  potir  ^ ,  on  ne 
fait  que  fixer  un  des  termes  de  la  série»  Y,  par  exemple  ,  duquel  ctk 
part  ensuite  pour  former  tous  les  autres ,  et  l'iiuégrale  rentre  alors 
dans  le  cas  des  fonctions  primitives  qui  n'exigent  pour  leur  déter- 
mination que  celle  de  la  variable  qu'elles  renferment.  Il  faut  remar- 
quer que  û  premier  terme  Y  est  absolument  indépendant  de  tous  les 
autres  et  n'influe  sur  aucun  d'eux»  mais  seulement  sur  leur  somine 
totale* 

47 z. Nous  avons  commencé  la  série  F,  Y\a, — a) ,  etcpar  le  terme 
relatif  à  x=ia;  nous  aurions  pu  partir  du  dernier  terme  tf„  pour  re- 
venir au  premier.  En  eflet^  si  nous  faisons  dans  la  série  du  n^  ix 
k  =  an^  an^i  f  nous  aurons 

Yn^i^=Ytr^l  tt  +J^  m         ,  :; -T^eic. 

I  !.♦  ^ 
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on  trpuveroit ,  ea  suivant  la  mâme  notation 


"-*  •'  -         f.X 


etc. 


etc« 


-*  Jt— 3 — *  »— a ^    ,^-a  ■       T"  •*     i»— » ^  " 

et  en  continuant  on  formera  la  suite 

V     V        Y  Y    Y     ¥ 

correspondante  aux  valeurs  de  a:^  représentées  par 

Si  on  se  bv>rne  aiix  premières  puissances  des  différences  tf»— <f,i^  ^ 
tf,^li — <i„^ ,  etc.  et  qu'on  substitue  la  valeur  de  F^dans  celle  de  F»-,f 
celle-ci  dans  celle  de  Y^^  et  ainsi  de  proche  en  proche ,  il  viendra 


/^ 


i^,=^n— r'„(tf»— 4»»_) — r'^,(a,,_i^tf^ — r',(  «, — a,} 

En  tirant  .de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  Y^ ,  on  aura 

Dans  ce  résultat  les  diflërences  tf,— ^,  a^ — ^•^•••<^i.-i — ^«-«f  ^''^—^iil-» 
«ont  multipliées  par  des  coefSciens  éloignés  de  Torigine  d'un  rang 
de  plus  que  dans  les  valeiu'S  de  Y^  du  n*«  470. 

473,  Les  valeurs  de  Yn  n'étant  qu'approchées ,  diffèrent  toutes 
deux  de  la  vraie  valeur  de /AT^jc  ;  pour  savoir  dans  quel  sens^ 
il  faut  examiner  d'abord  si  la  quantité  X  change  de  signe  entre 
ses  deux  valeurs  extrêmes  Y'  et  Y'nf  et  si  après  avoir  été  croissante^ 
elle  devient  décroissante ,  ou  vice  versât 

Tant  que  cette  quantité  conserve  le  même  signe  et  varie  dans  le 
même  sens^  si  Tune  des  valeurs  de  Y^  est  moindre  que  la  vraie 
valeur  de /-y^ri:,  l'autre  sera  plus  grande  te  vice  versa. 

Pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  comparer  les  deux  expressions 
approchées  d'une  même  valeur  de  fXdx^  celles  de  JT, ,  par  exemple  , 
qui  sont  r+ r'(tf, — a)^     Y-^Y'^^a^ — a).  Si  on  conçoit  un  très- 

Sx  • 
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grand  nombre  de  valeurs  de.  x,  intermédiaires  entre  tf  e|  tf, ,  qu'on 
les    désigne  par  a, ,  ce^,,  «^ *„  et  que  Ton  représente 

V^^  yx^  y""  y^y^  j  les  valeurs  correspondantes  A^fXdx ,  on  aura 
d*abord 

et  les  deux  valeurs  de  F, ,  rapportées  ci-dessus ,  pourront  être  mîset 
sous  la  forme 

mais  si  on  passe  de  F  à  F, ,  au  moyen  des  valeurs  intermédiaires 
yx^y^y  yzy***^^^*  ^^  trouvera,  diaprés  ce  qui  précède >  deux  cx-^ 
pressions  de  Y^ ,  dont  h  premreife^sera  (  n**,  470  ). 
Y-^Y\^^^a)\y\{a.-^P +y^^^(«„— «_ j+y^(^  _^) {^b\ 

Il  est  évident  que  si  les  quantités  Y\  y\^  y»»- •••'•y»»  ^\  9 
qut  sont  les  valeurs  consécutives  de  X,  forment  une  progression 
croissante ,  tous  les  termes  qui  suivent  le  deuxième  de  l'expression 
{S)  surpasseront  leurs  correspondans  de  Texpression  {J)  et  seront 
moindres  que  leurs  correspondans  dans  l'expression  (C),  la-^ 
quelle  aura  en  outre  son  second  terme  Y\  (<*,  — a\  plus  grand  que 
y(*,  —  <t).  On  voit  donc  que  dans  cette  hypothèse  la  série  {SJ 
est  comprise  entre  les  séries  (^)  et  (C),  et  comme  pn  peut 
concevoir  que  la  première  soit  aussi  près  qu'on  voudra  de  la  vraie 
valeur  de  F, ,  en  imaginant  un  nombre  suffisant  de  termes  întermé- 
'diaires  entre  Y  et  F, ,  on  en  doit  conclure  que  cette  vraie,  valeur 
tombe  entre  les  séries  {J)  et  (5).  On  arriveroit  au  même  résultat 
en  supposant  que  la  progression  des  quantités  Y\y\  , y\. .  : .y'\^j  Y'\^ 
soit  décroissante* 

Les  autres  cas  se  ramènent  aux  deux  que  nous  venons  d'examiner ,;; 
en  considérant  à  parties  portions  de  l'intégrale yX/if,  dans  lesquelles 
les  valeurs  de  X  sont  positives ,  les  portions  dans  lesquelles  ces 
vafeurs  sont  négatives ,  et  traitant  séparément  dans  chaque  portion 
les  valeurs  qui  forment  une  progression  croissante  et  celles  qui  for- 
,    ment  une  progression  décroissante. 

474.    Si   on  retranche  Y  de  la  valeur  de  F„,  trouvée  n*,  470  ; 

n  viendra  r,-r=rX^,-i2)  +  F\(^,-tf.)- •• +^'^.(^n— ^^J, 
d)cài  on  voit  que  la   différence  Y^-^Y  sera  positive  si   tous  les 
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coeffirîens  F V  y\ ,  etc.  sont  positifs  et  qu  on  ait  a'*  >  41  ;  car 
on  peut  toujours ,  quelles  que  soient  ces  deux  dernières  quantités^ 
passer  de  Tune  à  l'autre  par  une  suite  d^intermédiaires  aussi  rapprochés 
qu'on  le  voudra ,  et  porter  ainsi  le  degré  d'exactitude  de  l'équation 
cî-dessus,y  aussi  loin  qu'on  le  jugera  à  propos.  Il  suit  de  là  que  ta 
différence  entre  Us  deux  valeurs  de  f intégrale  JlLàx  correspondantes 
àx  =  a„«/ix==a,  sera  positive  si  te  coefficient  dijflrentiel  %  reste 
toujours  positif  depuis  Cune  de  ces  valettrsjustpià  C  autre.  Cette  remarqite 
va  nous  servir  à  obtenir  les  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouve 
comprise  une  intégrale  quelconque/] 


475.  Nous  -avons  fait  voir  n*.  471 ,  qu'il  n'y  a  de  déterminé  dans 
une  intégrale ,  que  la  diflEerence  entre  deux  de  ses  valeurs  prises  relati- 
vement, à  deux  valeurs  données  de  xi  désigno'ns  donc  par  Y^  et 
par  Tj  les  valeurs  de  fXdx ,  lorsque  x=:açx  que  xz=^by  et  cher- 
chons les  limites  de  la  quantité  Y^ — Y^,  Soient  Al  et  »z  îa  plvrs 
grande  et  la  plus  petite  de  toutes  les  valeurs  que  prend  le  coefficient 
dîfFérentiel  X  par  la  substitution  des  valeurs  de  x ,  depuis  a  jusqu'à  h 
inclusivement  ;  les  quantités  M—X  et  X — m  demeurerorft  nécessai-* 
rcment  positives  dans  tout  cet  intervalle,  et  par  conséquent  les 
différences  entre  les  valeurs  de  /(Af — X)dx  et  de  f{X — m)dx, 
relatives  à  x=tf,  et  celles  qui  correspondent  iLx=b  seront  posi- 
tives (  n*.  préc.  )  ;  mais  comme  Met  m  sont  des  constantes ,  on  aura 

f(M—X)dx=  Mx—fXdx 

J  (  X —  m  )  d  X  -rrzfXdx —  m  X» 

En  faisant  successivement  x=:a  et  x=^b  dans  la  première  ^de  4^ 
valeurs  ,  il  vient         M  a  — Y^  ,         Mb  —  Fj  ; 
la  "seconde  donne  dans  les  mêmes  hypothèses 

Y^--^  m  a  j         Yi,  — -  m  b  ^ 
les  différences  Mb—Yj,—{Ma  —  Y^),        Y^^mb~(Y^^ma} 
devant  être  positives ,  d'après  ce  qui  précède ,  on  a 

Jtft  — r,>Afa  — n,        Y^^mb>Y,^ma^ 
d'où  il  résulte  » 

Mb-^Ma^r^  —  Y^,         mb'^ma<Yi,^Y^T 
la  valeur  de  Y^ — Y^  se  trouve  donc  entre  celles  de  M(^b — ay 
^im{b—a}.  .  ' 
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il  faut  observer  que  la  cpiantité  M.  dok  être  la  plus  petite  &m 
valeurs  négative»  de  X ,  lorsque  ce  coefEcient  a'ea  a  que  de  teUts 
depuis  *  =  tf ,  jusqu'à  «  =  *  ;  car  ce  n'est  qu'ainsi  que  la  quan- 
tité JW— it,  qui  se  change  alors  en  JT—  JW,  reste  tov)ours  positive 
dans  cet  intervalle.  Par  la  mêm^  raison  on  doit  toujours  prendre 
pour  m  la  plus  grande  valeur  négative  de  JT ,  lorsque  ce  coefficient 
en  a  de  cette  espèce  ,  paimi  celles  qu'il  reçoit  depuis  x^^a  jusqu'à  *=* , 
afin  que  la  quantité  X-^m ,  qui  devient  m— -ï  dans  ce  cas,  soit  ea- 

core  positive. 

Si  la  différentielle  Xdx  étoit  de  la  forme  PQir,  et  qu*on  put 
intégrer  le  facteur  Q_dx^  on  prendroit  pour  M  et  pour  m  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  la  fonction  R,  et  en  repré- 
sentant/Q<^jk:  pa«  Z,  on  auroit 

f(Mq—PQ)dx  =  MZ^fPQ,dx 

y(  PQ^MQ)dxz=fP  Qdx'-MZ, 
et  calculant  comme  ci-dessus  les  difêrences  des  valeurs  que  reçoivent 
ces  résultats  dans  les  hypothèses  de  *=«  et  de.x=:* ,  on  trouverok 

476.  Nous  ferons  connoître  dans  cet  article  comment  les  Analystes 
indiquent  les  diverses  ôrconstances  dans  lesquelles  on  considère  les 
intégrales.  Lorsqu'ils  veulent  désigner  la  valeur  générale  de/X  dx,; 
ils  l'appellent  alors  intégraU  indifinie ,  et  son  expression ,  pour  être 
fomp&ti^  doit  contenir  une  conscante  orhitrain,  ajoutée  à  la  fonction 
primiûvt  obtenue  par  llntégration.  Cette  constante  se  détermine , 
mme  nous  l'avons  fait  dans  plusieurs  occasions ,  en  assujettissant 
xpression  de  fXdx  à  prendre  une  valeur  donnée  lorsque  *  en 

reçoit  une  autre  aussi  donnée. 

Quand  dans  une  intégrale,  dont  la  constante  arbitraire  a  été  déter- 
minée ,  on  donne  à  la  variable  *  une  valeur  déterminée ,  cette  in- 
tégrale* se  trouve  aussi  déterminée  par  là ,  et  se  nomme  alors  intcgrak 
difinu  ;  ainsi  s'il  s'agit  de  la  valeur  que  prend  par  la  supposition 
de  ar:=^ ,  l'btégrale  fXdx  assujettie  déjà  à  devenir  F,  lorsque  :r=«, 

cette  intégrale  est.  alors  définie.  ,    /■  v  , 

Enfin  Iprsqu^on  évalue  la  différence  entre  les  valeurs"  de/ .rrf*^ 
relaûves  à  *=«  et  à  *=^ ,  différence  qui  est  entièrement  indépendante 


RXl 
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de  Ja  «oiKtante  aibittaire  (  n°.  471  ) ,  «la  s'appelle  pruidn  l'uuégraU 
jlLàx  depuis  Tissz  jusque  x^=ih. 

477.  Tout  ce  qui  a  lié  trouvé  dans  les  trois  numéros  précéden» 
se  déduit  facilement  de  la  considération  des  courbes ,  par  le  moyen 
desqueUçs  on  peut,  pour  ainsi  dire,  peindre  les  r^ultats  que  nous 
avons  obtenus  de  l'Analyse. 

Soit  BCZ  (Jîg.  I  )  une  courbe  telle  qu'à  l'abscisse  JP=x ,  réponde 
l'ordonnée  PM=X;  il  suit  de  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  ri*.  a8o, 
que  la  différentielle  de  l'aire  BMP  de  cette  courbe  seroit  exprimée  par 
Xdxet  que  par  conséquent  l'int^rale  àfifXix  seroit  l'aire  BMP 
elle-même.  On  voit  par  là  que  cette  intégrale  est  doublement  indéter- 
minée ;  car  les  aires  BMP.  JCMP,  DEMP,  dont  la  seule  relation  est 
d'avoir  pour  dernière lîmîterordonnée  AfP,  ont  la  même  différentielle, 
quelle  que  soit  la  place  de  leur  première  limite  ;  dé  plus ,  tant  qu'on 
regarde  Tabscisse  JP  comme  indéterminée  ,  la  position   de  l'or- 
donnée MP  Test  aussi  :  donc  ^  dans  cet  état  de  choses ,  les  limites 
qui  bornent  des  deux  côtés  opposés  Taire  curviligne  ACMP ,  sont  ar- 
bitraires ;  mais  lorsqu'on  a  fixé  les  abscisses  extrêmes -rfZ?  et  ^P, 
Fcspace  DEMP  renfermé  entre  les  ordonnées  ED  et  PM^  f^evét% 
sur  ces  abscisses ,  est  déterminé. 

En  général  on  peut  considérer  l'intégrale  fXix  comme  représen- 
tant une  portion  variable  de  Taire  de  la  courbe  CMZ ,  combinée  par 
'  addition  ou  par  soustraction  avec  un  espace  constant  quelconque 
compris  ou  non  dans  cette  courbe.  C'est  sous  ce  point  de  vue  qu'on 
peut  déterminer  la  constante  arbitraire ,  de  manière  que  l'intégrale 
proposée  prenne  à  un  point  donné  P  telle  valeur  qu'on  voudra. 

478.  Considérons  maintenant  une  suite  d'abscisses  AP  yAP\  AP'\ 
AP^'y  etc.  respectivement  égaUs  à  ^ ,  ^ ,,  ^^ ,  «5,  etc.  élevons  les  ordon- 
nées correspondantes,  et  formons  les  rectangles  MP*^  SP\  MP''^  S*P\ 
}A"P'\  &"r%etc.  il  est  évident  que  MP,  MP\  M''P'\  iW''^',  etc. 
^représeote^ront  les  quantités  F\  Y\ ,  T\^  Y'^^  etc.  (  n^  x8o  )  , 
et qu^onaura P'P=4 —ij, P^'P'—a^—a, , P^'^P'^^a^-^^ , etc.  D'après 
ces  dénominations  la  somme  des  sectàngles  MP'^  MP",  M'F**,  ou  la 
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trapèze  curviligne  PMM'Mf;M\  etc.  que  les  points  P,  P\  F\  P'^  etc. 
seront  plus  rapprochés.  En  ajoutant  à  cette  suite^un  premier  terme  K 
^al  à  Taire  ACMP  ^  elle  donnera  l'expression  approchée  de  l'inté- 
grale fXdx  y  depuis  l'origine  des  abscisses. 

Si  on  calcule  les  rectangles  MfP ,  M'P'^  M^'P^^  etc.  on  trouvera 
que  la  surface  du  Polygone  PS M'S'M'S'^M''^  etc.  extérieur  à  la 
courbe  y  est  exprimée  par  la  suite  F',(tf, — a^-^-Y'J^^a^ — «i)+. 
T'^{  tfj — a^  +  etc.  et  on  en  conclura  que  cette  seconde  suite  donne 
une  valeur"  qui  surpasse  le  trapèze  curviligne  P  MM'hï'M'^etc.^ 
tandis  que  celle  qui  résulte  de  la  première  est  moindre,  ce  qui 
se  rapporté  à  ce  que  nous  avons  déjà  vu  n*.  473, 

FIG.  2.  Dans  le  cas  que  représente  la  fig.  i ,  les  ordonnées  vont  toujours 
en  croissant  ;  si ,  comme  dans  la  figure  % ,  elles  passoient  par  un 
'  maximum  ^  dans  la  partie  CM^  antérieure  à  ce  maximum ,  la  portion 
Y\a^ — a)-\-Y\(^a^ — ^ ,  )  de  la  première  suite  représenteroit  le 
^  Polygone  P MRM! R' P"  intérieur  â  la  courbe  ,  et  la  portion 
Y\(a^-a;)^^ri{a^-ai)  représenteroit  lePolygone  F'M!'S'^M''S"'P'"' 
extérieur  à  la  courbe  ;'  d'oii  il  suit  que  la  première  portion  de  cette 
suite  seroit  plus  grande  que  Taire  curviligne  correspondante ,  et  que 
la  seconde  seroit  plus  petite.  On  verra  sans  peine  que  Tinverse  a  lieu 
pour  la  seconde  suite,  dont  la  partie  antérieure  au  maximum  repré« 
sente  le  Polygone  extérieur  PSAÏS'Mf'F^  tandb  que  Tautre  re- 
présente le  Polygone  intérieur  P'R'M''R''M''F'\  Chacune  de  ces 
suites  peut  donc ,  dans  le  cas  actuel ,  devenir  plus  petite  du  plus 
grande  que  Taire  curviligne ,  et  même  lui  être  égale ,  si  le  défaut  qui 
se  trouve  d'un  côté  est  compensé  par  l'excès  qui  a  lieu  de  Tautre, 

D'après  ces  principes ,  le  lecteur  discutera  facilement  le  cas  oii  la 
courbe  CMZ ,  passant  au-dessous  de  son  axe,  donneroit  lieu  à  une 
'  aire  négative. 

FIG.i.  ï^  ^^  évident,  par  la  figure  3,  que  Taire  curviligne  PMA^Q  est 
moindre  que  le  rectangle  £Q,  formé  sur  la  plus  grande  ordonnée 
comprise  dansTespace  PQ,  et  plus  grande  q'ie  le  rectangle FP,  formé 
sur  la  plus  petite  ordonnée:  en  fusant  donc-^P=tf,  -^(2  =  *, 
jiCMP=Y^^  ACN<l=Y^>,  GH=M,gh  =  m,  on  aura,  comme 
dans  len-.  47Ï  » £(l-^(*-^)>^,-^.f  FP^m[b^)<Y ,^Y ^. 

479* 
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'479.  Entrons  maintenant  dans  quelques  détails  sur  Tapplication  des 
séries  des  n***.  470 ,  472.  Pour  obtenir  la  valeur  àtfXdx ,  corres- 
pondante-à  x=:b  y  il  faudra  connoître  à  priori^  ou  s'être  donné  la 
valeur  que  doit  avoir  cette  même  intégrale  lorsque  x  est  égale  à  une 
quantité  déterminée  a.  Posant  ensuite  b:=a^^  on  formera  la  série 
^  >  ^i  9  ^3  9  ^3f  •  •  •  ^n  9  ^^^s  laquelle  les  quantités  intermédiaires  a^,  a^  ^ 
^3 ,  etc.  devront  être  d  autant  plus  rapprochées  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel X  ^  dont  les  valeurs  particulières  sont  représentées  par  JT', 
Fj,  1^3,  1^3,  ^tc.  variera  plus  dans  Tinter valle  de  x=^ak  x  =  B, 

C'est  pour  cela  que  nous  n'avons  point  prescrit  de  partager  la  dif- 
férence b — a  ou  un — a  en  parties  égales ,  de  manière  que  la  suite 
^9  4i  5  ^a  >  etc.  soit  une  progression  arithmétique  :  il  en  faudra 
resserrer  les  intervalles  par-tout  oîi  les  coefficiens  T',  Y^ ,  Y\  ,  etc. 
croîtront  ou  décroîtront  rapidement. 

Soit  par  exemple  X  =  ;  il  est  évident  que  lorsque  x  ap- 

V  1 — X 

proche  de  Tunité ,  un  très-petit  changement  dans  la  valeur  de  cette 
variable  en  produit  un  très-grand  dans  celle  de  X  ;   si   donc  on 

p  dx 
clemandoit  rintégrale  # -— rn  >  depuis  ^  =  0,  jusqu'à  Ar  =  i— «T^ 

J  V  i — X 

J"  étant  une  petite  quantité ,  il  faudroit ,  vers  la  dernière  ^  limite  ; 

multiplier  beaucoup  les  valeurs  intermédiaires  données  à  x.  La  même 

intégrale  ne  peut  se  calculer  immédiatement  jusqu'à  xz==:i ,  par  la 

méthode  que  nous  proposons  ici  ;  car  alors  X  devient  infini  sans 

-.que  pourtant  la  valeur  de  fXdx  le  soit,  puisque 
_  • 

/.        = — y  i — x+  const^  Cette  difficulté  tient  à  ce  que  dans 
y  \ — X 

Fintégration  le  facteur  (i — xY  passe  4u  numérateur  au  dénomi- 
nateur (  n®.  131  )  et  elle  aura  lieu  en  général  lorsque  X  sera  de 

V 
la  forme  et  qu'on  aura  p<^q.   Pour  la  lever ,  on  fera 

{a  —  x)^ 
A  —  X  =  ;[^,  ce  qui  donnera 

X  =  <Z  — ;j*,  dx:=^  —  îî^'^^t  fit    Xdx:=:^^qy:f9-P-^dl^ 

Calcul  intégral^  T 
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^uaintîré  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  x=:a  ou  ç=o ,  si  la 
fonction  F  reste  finie  dans  cette  circonstance;  on  calculera  donc  alors 
rintégrale  j^^jf^^/»-»^^ ,  depuis  {  =  0,  jusqu'à  [  =  !",  /^  étant  une 
quantité  assez  petite,  et  on  aura  ainsi  la  partie  de  la  valeur  de 

yf%   Vdx  \  '    ■ 
correspondante  à  l'intervalle  compris   entre   x=tf  et 


x=^a  —  (Tf . 


Vdx 


On  peut  encore  obtenir  l'intégrale    C- ,  depuis  *  =  if 

^  {^a — x^ 

jusqu'à  x=ia — (T,  en  faisant  seulement  .r=tf — {;  parce  que  la  peti- 
tesse de  la  variable  j(  renfermée  entre  les  limite  s  très-étroites  o  et  ^,  per- 
met de  simplifier  beaucoup  le  coefficient  différentieU  Si  on  avoit ,  par 


/^  x^dx 
pie»  /  y  la  différenlielle  à  intégrer  après  la 


exem 

formation  indiquée,  seroit 


trans- 


_       —  (^^— itf  :[  +  {')  ^t 


y4>a^l — 6  a 


X+4^e—l'      /l.  V'4^'~6a\+  4^î -r 


En  réduisant  la  fraction  - 


tf* — 1^?+  î* 


ea  série    or- 


donnée  suivc^nt  les  puissances  de  i  et  en  s  arrêtant  au  quarré^  de 
cette  variable ,  on"  auroit  enfin 

Ce  résultat  qui  s'évanouit  lorsque  ^=0,  donnera  par  la  substitu- 
tion de  «Ta  {,  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée,  depuis  Jt:=tf ,  jus- 
qu'à xz=z:a — <r.  Le  reste  de  cette  intégrale  pourra  se  calculer  parle 
moyen  des  séries  des  n**.  47a  et  47p.. 

En  général ,  des  transformations  que  l'habitude  de  l'analyse  peut 
seule  suggérer,  rendent  c^s  séries  applicables  diins  un  très-grand 
nombre  de  cas  qui  paroissent  d'abord  se  refuser  à  la  méthode  pro- 
posée: nous  allons  encore  en  ]:apporter  un  exemple.  Soit        A. 
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'Xdx 


;  ici  le  coefficient  difFérentiel  devient  infini  qu^nd 

V  {a—x){x—b) 

ji:=tf ,  quand  x=ib  ^  et  si  on  fait  jcr  =  ^(tf  +  b) — \{a  —  ^jcos^, 
et  qu'on  désigne  par  Z  ce  que  devient  alors  la  fonction  JC ,  on  * 
a\xra  /Z  Ji^  formule  rationnelle, 

480.  Pour  donner  plus  d'exactitude  au  résultat  et  n'être  pas  obligé 
de  multiplier  autant  les  quantités  intermédiaires  ^ , ,  ^; ,  ûs,  etc. 
on  ne  négligera  point ,  comme  nous  l'avons  fait  daas  les  n**470 ,  472.  f 
le  quarré  ni  les  puissances  supérieures  des  différences  a^ — a ,  ^ a— ^, ,  etc, 
et  on  aura  alors ,  en  allant  de  x:=a  à  xî=^„, 

r,=r  +r'  ifmfLl  +  r  i^^iifl+r"  llîT^I.  +  etc. 


1.2 


I.1.3 


r.=r.+r.ifî=:^  +  r'.ilî=^+r-.JÎiî=fi^  +  etc. 


I.X 


1.1.3 


rs=Y,+r\^^^n^  +  r'.^f5=^ +r'".<^î=^  +  etc. 

I.X.3 


â 


i.x 


"^/i— 1 


)' 


+  etc. 


I  1.2  1.2.3 

En  ajoutant  toutes  ces  équations    et  effaçant   les    quantités   com- 
munes aux  deux  membres  du  résultat,  on  aura  la  valeur  de  F,». 
Si  on  çartoit  de  r„  pour  arriver  à  T,  par  le  moyen  de  la  formule 
du  n*".  472  y  on  formeroit  les  équations 

r^^=rn  -n  ifi=f^.+  rv  ^^--^-'^' ,  _r-;  ifii:fr:iL+etc. 


1.2 


r    3=r    F 


,    0 


'»— 1 


"^1»-^)    .    jr/y        (^li-i ^n-J* jr/// 


1.2 


1.2.3 

(v-i— fi^' 
1.2.3 


+  etc. 


r=:çr.-^F^  1^1=4.  +  r'.ifi^^-  r^i^ir^  +  etc. 

I  1.2  1.2.3 

donfi  l'addition   conduit    à  une  seconde  valeur   de    F„.    Ges  va- 
leurs  deviendront    plus    simples    en   prenant    les    différences 
4,—-^,  tf^— j, ,  etc.  égales  entr'elles  p  ce  qui  pourra  toujours  se  faire 
au  moins  entre  deux  valeurs  de  x  assez  proches  Tune  de  l'autre. 

Ti 


■v 
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Soit  donc  a, — ^==^a^-^i=etc.  =  *.  Les  premières  équations  d- 
dessus  donneront 


flt 


r„=.r+(r'+r.+r +r^.  )i 


«• 


i  +(r'+r",+r', +rv.  ) 


«» 


+(r"+r^+r" -i-rvo- 

I  •  1*3 

+  etc. 

Pl-enant  dans  la  somme  des  secondes  la  valeur  de  Yn  9  on  aura 


et 


r,^r+  (r.  +n  +n +n)Y 


«• 


-(r".+r",+r'5 +r'.) 


a' 


+(r\+r\+r'z +rg- 

^  1.1.3 

—  etc. 
Lorsqu'aucuû  des  coefficiens  -X,  —3 — ,        ^  etc.  ne  change  de 

dx         dx 

signe  dans  Tintervalle  de  x=ia  à  ^=*  >  la  vraie  valeur  de  JT»  tombe 
entre  les  deux  précédentes  ^  et  poor  plus  d'exactitude  on  doit  prendre 
la  moitié  de  leur  somme  :  on  trouve  ainsi 

1.2.3  2       r.2.3  ^ 

+  -■ — ^—(r"'^r\) 
2  1.2.3.4 

'+  etc. 


/ 


481.  Uîntégrale  / ,  ne  pouvant  s'obtenir  par  la  réduc- 


X 

1 


tîon  de  c  '  en  série ,  que  pour  le  cas  oîi  x  sef  oit  très-grand ,  nous 
allons ,  par  la  formule  ci-dessus  ^  en  calculer  la  valeur  depuis  x^^o^ 
jusqu'à  ^=1. 
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en  fx = 

X  x^ 


— .  * 

<    'X — fe  *dx'y  la  partie  e   *  jr ,  s'évanouit  lorsque  «=0 ,  et  il  en 

est  de  même  de  la  seconde  partie/«  ''dx  y  ?iinsi  qu'on  va  le  voir. 
On  a  pour  cette  intégrale 

^2  dX  _  ^it  ^Jr  _  -W  I  2  N 

Si  on  fait  d'abord  :r=o ,  ces  expressions  s'évanouiront ,  et  par  con- 
séquent les  quantités  Y\  Y'\  Y'^\  etc.  seront  nulles  ;  il  en  sera  de 
même  du  iM-emier  terme  F,  puisqu'on  prendl'intégrâle  à  partir  de  :r=o. 
Mettant  ensuite  ce  ^  la,  jet,  etc.  à  la  place  de  :^,  on  obtiendra  les 
valeurs  de  Y\ ,  F\  ,  etc.  Y\ ,  Y"^ ,  etc.  qui  donneront  r„= 

— I  «    «+*    «• -..♦.; :  .  .  .  +c    ««J 


2        1 


+ 


%^    l  ,Z  /!*« 


A^  A 


^ 

1 

1 


I  ot^e     »« 


etc; 


Si  on  fait  n(t:=\y  on  aura  «  =  -  et  r"„ 


I—.'*       — .?       — **         — 2  I  i 

/z  L   .  J         i/zc        4n*e 

6  L      1  16  81  n^  1 


I 

r  + 


iz/2^e       48/2'^e 

En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  écrits  et  faisant  n=i0y  on 
trouvera ,  suivant  Euler ,  la  valeur  de  r»  à  un  millionième  d'unité 
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près  et   on   Taura    avec   une  exactitude  vingt   fois   plus   grande 
encore  si  on  prend  n  ==  lo. 

48a.  Le  résultat  deTexempIe  précédent  va  nous  conduire  à  prouver 

a ,    en  partant  de  x  infini  négativement , 

une  valeur  assignable  au  moins  par  approximation ,  ce  qui  ne  se 
"    déduiroit  pas  facilement  de  la  série 


y         1       AT*  \         x^ 


1  ^  +  -  H + h  etc. 

1       z    i.x        3    1.1.3 

obtenue  n*.  435;  Si  on  fait  x^=. ,  il  viendra 

=  —  / ;  or  quand  x  est  infini  négativement ,  «  est 

nul  9  la  seconde  intégrale  s'évanouit ,  et  par  la  formulé  du  n*.  préc. 
on  obtiendra  sa  valeur  depuis  x^=o  jusqu'à  i/=^. 

U  est  à  propos  de  remarquer  que  cette  intégrale  est  infinie  lors« 
que  :r  =  0  ;  car  la  série  rapportée  ci-dessus ,  d'autant  plus  con* 
vergente  que  x  est  petit ,  devient  infinie  par  la  même  supposition. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  l'intégrale  I  ' a  lieu 

également  pour  la  transformée  / -r^  (  n%  435  )  que  la  réduction 

en  série  par  la  méthode  ordinaire  ne  nous  a  fait  connoître  que  très- 
imparfaitement.  On  peut  calculer-sa  valeur  ^  depuis  :;;=o  ^  jusqu'à 

;j;  zz=  - ,  tf  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité  3  par  la  formule 

du  n*".  480,  et  on  voit  qu'elle  s*évanouît  lorsque  {;=o. 

Lorsque  ;^  devient  très-grand  ^  on  peut  employer  avec  succès  la 
même  formule ,  pour  calculer  des  portions  de  cette  intégrale ,  qui 
est  réellement  infinie  quand  {==19  puisque  ce  cas  répond  à  celui 

/é'dx 
y  et  comme  on  le  peut  voir  aussi 


3 


par  la  série  1 1 7  +  —  +  -   v  ty    ^1  v  1;     ^  etc.  d'autant  plus 
^  ^        I        a     i.z        •  1.1.3 

convergente  que  1  ^  est  plus  petit,  , 


V 

n^  U  N  E      SEULE       VARIABLE^  I5I 

483.    Aidés  de   ce  qui    précède ,    reprenons    la    difFérentîelîe 

"    Pdx 

-  (  n*'  410  et  411  ),  afin  de  parvenir  à  la 


valeur  approchée  de  son  intégrale  quelle  que  soit  celle  de  x.  Par 
le  procédé  que  nous  avons  indiqué  n',  4^0 ,  pour  le  cas  oîi  p  sur- 
passe q  y  cette  différentielle  se  trouve  réduite  à  la  série  qui  exprime 

I  I      N  du 

le  développement  de  j  multipliée  par  -, >-  .  »  étant 

égal  à  p^x^  et  r*  à  — .  Tant  due  l'intégrale  cherchée  ne  doii  être 

P* 
prise   qu'entre   les  limites  a  =  oettt  =  ±i^la  série  dont  nous 

r 

parlons ,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r^u* ,  est 
convergente;  mais  elle  cesse    de   Têtre  quand  on  donne  à  u  une' 
valeur  qui  rend  r*;/'>  i  ,  et  même  avant  ce  terme  Tapproximation 
devient  très-lente.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  nous  ferons 

x^=z  ,  et  -  =  r,  ce  qui  changera  la  différentielle  proposée  en 

vpq       p  ' 

N  du  , .  .  p 

,  N  désignant  ce  que  devient  la  .fonction . 


V^r+M*.  V^i+r«* 


u 
lorsqu  on  y  met  —: —  poiir   x.   En    développant    la  fraction 

1 
.  9  suivant  les^puissances  ascendantes  de  2/ ,  la  série  qu^on 

obtiendra  pourra  servir  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable, 
comprises  entre  «  =  0  et  a=±i ,  limites  qui  répondent  à  ji:=o 


et  à 


^=±— ;=r-.  Posant  ensuite  «  :;=  -  et  représentant  par  M  ce  que 
devient  alors  A^,  on  aura,  au  lieu  de  la  différentielle  proposée,  cette 
autre  Vie  même  forme  :  "  - — ,  qui  par  le  développc- 

ment  de     .  donnera  une  série  dont  on  fera  nsage  depuis  /=:a 

y  I  +  rV 

jusqu'à  /=±i ,  c'est-à-dire ,  depuis  x  infini  jusqu'à  ;r  =:db  --^  ; 


•-'^ 
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car  x= — -r-.   Les  limites  de  cette  série  qui  se  Joint  à  la  précé- 
dente ,  renferment  la  plus  grande  étendue  que  puisse  avoir  Tinté- 

,       /-  Pdx 

grale  /    , 

Supposons  maintenant  qu'on  se  propose  de  prendre  cette  inté- 
grale ,  depuis  x=^a ,  jusqu'à  x-=A,  et  qu'on  ait  tf  <  -— r-  et  *>—-=-; 

on  calculera  d'abord  sa  valeur  depuis  A:  =  tf  jusqu'à  x  =  —zr-  ,    en 

•      ^  sTpq 

faisant  successivement  fi^=a\/^q  et  «=  ï  ,  dans  l'intégrale  de  la 
différentielle  en  u\  et  nommant  £/le  résultat  de  la  première  substi- 
tution  çt    V  celui  de  la  seconde,  la  première   partie  de 
Pdx 


fi 


-  sera  £7'_Z7. 


Pour  obtenir  la  seconde,  qui  doit  être  prise  depuis  x=s  —7=-» 

VPI 

1 

iiisqu'à  x  =  i,  on  fera  /=  i  et  ensuite  t=-—-— —  dans    l'inté- 

grale  de  la  différentielle  en  f  ;  le  résultat  de  la  première  substitution 
étant  désigné  par  T,  et  celui  de  la  seconde  par  T',  leur  différence  T^ — T 
sera  la  quantité  qu'il  faudra  ajouter  à  U^ — i7,  pour  avoir  la  valeur 
complète  de  Kntégrale  demandée. 

Si  par  le  moyen  des  transformations  enseignées  dans  le  n*.  4^1 
on  augmente  l'inégalité  des  cpefficiens  p  tt  ^  dans  la  différentielle 

P  d  X 

^  de  manière  à  rendre  la  quantité  r  trè;5-petitc  ; 

Vl'^p'x^){l^q^x^) 

\e$  limites  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  l'intégrale 

/^  N  du 

fy z===i  9  calculées  par  les  formules  du  n**.  475 ,  feront 

J  y r+u\\^  1+  ru"" 

connoître  le  degré  d'approximation  auquel  on  sera  parvenu.  En  effet,  si 
cette  intégrale  est^prise  depuis  «=0 ,  jusqu'à  «==  i ,  et  qu*on  décom- 

PQSç  sa  différentieHe  dans  les  deux  factçurs  — et  -  ...  i 

.  .  la 


y 


t 


\ 
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la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  du  second  seront  i.  et  ■      ,     .  % 

.on  aura  par  conséquent  pour  les  limites  cherchées  ,:       .  .  \ 

y^Ndu               I         rNdu    ^  ... 

■  et  — / — ;  et  cpmme  on  peut  dimmuer  r  m- 

'yéfinitaent ,  on  voit  qu^ôn  pourra  a^iprochrer  aussi  près  qu'on  voudra* 

•  •  •  ^ 

^ '2e  l'intégrale  proposée  prise  ehti?elés  limites  a/=o  et  «==1 ,  il  en  sera  / 

de  même  à  Tégard  de  celle  en  r.  , 

484.  Lorsque  Z'  et  f  diffèrent  très-peu  j^uti  de  l-«(Utre  ^  la  différent 

Pdx  I  Pdx 

tielle      .  «     ■  ]    "^ . se  transferine  ep 


(  n"*,  411  )  et  se  convertit  danrimrsérie  x{uir9  procédant  suivant  les 
puissances  descendantes  ,deV+!jc%.ce«sttroît. d'être  convergente, si 
au  lieu  de  cette  quantité  on  avoitV — Jtr*'et  que  x  dut  être  presqu'égal 

à  r.  Dans  ce  cas  V  (  r*—  x""  y  -7-J^*= /  (  r» + cT*— at*)  .  (  r*— <r'—  x^) 
et  la  diTCrentielle  proposée  revient  à  la  forme 


-^  * 


"m  et  n  s'éloignant  jieu  Tun  de  l'autre,  puisque  S^tst  censé  fort  petit. 
*ÏA  quantité  (r^^^^x*){n^ — a:»),  étant* écrite  conwne'il  suit      î 
(/» — x)  {fi'-^x)(m+  x)(n  +  x)  ^'  et  en  observant  que 

^in.^x;;(/2+..  ;  =  Ta: 4 j  —f -j  ,  on  aura  à  mtégrer 

.  >  .   i  '    io        »  Pdx  ' 

— ^ —  /  -^ — r  Tant  qu'on 

'!/(»,-,)(„-.). l/(,+,=f°)"-(==-")' 

prendra  ;i:  trè^-différent  de  —  ^ ,  la  qpantité  (x+ ^  sera 


m — n^  ■ 


toujours  assez  grande  par  rapport  à  ( '^  ,  pour  que  le  dévelop- 

"  pement  de  ^   ordonné    suivant  les 

puissances  de  — ^  converge;  la  différentielle  proposée  se  déve- 

2 

-loppcna  d     c  ainsi  : 

Calcul  intégral»  V, 
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Pdx 


2  V  1     /  V  2 

•    ■  _     1 

et  chacun  de  s^s  termes  sera  intëgrâble  par  les  logarithmes  ou  par  les 
arcs  de  cercle.  Le  résultat  pourra  servir  pour  tous,  les  cas  oti  Tip* 

tégrale  demandée  sera  pçife  entre  des  limites  ^  et  ^  qui  dîfF^reroçt 
assez  de  — m. 

On  a  aussi  (OT-i-jtï)(/i— x)=/^-*. \  .^r—LJ\  et  par 

conséquent  la  différentielle  proposée  ise  mettra  saus  la  ferme 

M  ."■■ .» ttst développera 


4  ^t  .II»!  M 


dans  cette'  série  : 


.1      /  1.3     V    ,1     -^ 

>-^  «i*»^*^"^^— •«•■•^i""*-^   J«».^"i^i"""^"*  •■«»— — •»•— ■"^•"^»" 

y  {m+x){n+x)Jf^ ZZ)        (x^—I—\  ^  (x ) 


Pdx  T         I         .ïAi/         i.3v,i 

-  +.-- — ^,+-' '-T ^: — ^-4- etc. 


qui  sera  (fonyeiigente  tant  «que  x  différera  sensibl^eot  4^  +  ^ ,  pt 
servira  par  conséi^ent  lorsqu'une  des  limites  ^  entre  l^quelles  Qn 
doit  prendre  la  valeur  de  l'intégrale  demandée ,  approchera  de  -^m. 

Enfin  si  cette  intégrale  devoit  être  évaluée  depuis  ^=tf  jusqu'à 
x=i — ^  a  et*—*  étant  peu  différens  de  +  m  et  de  — m,  on  la  par- 
tageroit  en  deux  parties,  dont  la  première  se  prendroif  depuis  x=a^ 
jusqu'à  ;c=o ,  par  la  preitaière  formule ,  et  la  seconde  depuis  x^o 
jusqu'à  x:=i — b ,  par  la  seconde  formule. 

Les  détails  renfermés  dans  cet  article  et  dans  le  précédent  suffisent 
pour  montrer  comment  ^  avec  le  secours  des  transformations  et  en 
calculant  la  valeur  d'une  intégrale  en  plusieurs  parties ,  on  parvient 
à  en  approcher  ^  lorsque  les  séries  qui  l'expriment  ne  sont  conver- 
gentes que  pour  un  intervalle  limité. 

485.  La  série  du  théorème  de  Taylor  donne  deiix  développemens 
de  rintégraleyXiA:.  Désignant  par  riava{etirdecetteintégrde<|ua{id 
x=o^  et  nommant  Y\  r%  Y"\  etc.  ce  que  deviennent  alors  |es 


..  \ 


t 
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dX     d'ic 
quantités  JT,  — - — ,  -—. ,  etc.  on  aura  en  général 


dx  '    dx' 


^P  -   --  âv  ^■•/■j  ^^ 


fxdx=r+  r^+r^^^—^+r'-^ — +  etc. 

série  dans  laquelle  F  tient  lieu  de  la  constante  arbitraire»  En  partant 
de  la  valeur  générale  à^fXdx ,  que  nous  représenterons  par  y ,  pour 
revenir  à  celle  qui  répond  à  x=o ,  il  est  évident  qu'il  faut  fairt 
A;=*-^  dans  la  formule  du  n',  1 1 ,  ce  qui  donnera 


Y=^y — =^— { — ^ ^ +  etc; 

dx  i       dx*^     i.l  dx^     1.2.3 

dy         d^Y 

remettant  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  >  ^ -j^ ,      /\  ■  etc>  leurs 
valeurs ,  et  prenant  celle  de  fX dx^  o^  aura 


X        dX     x'^       d^X       x^ 


JXdx  =  YJrX^^— -4--— etc. 

I     ..dx     i.i       dsr     i.x«3 

la  quantité  Y  est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L'intégration  conduit  aussi  à  ce  développement.  En  efïet ,  si  on 
décompose  la  différentielle  Xdx  dans  les  deux  fadeurs  ^  et  ^jkt,  et 
;qu*on  intègre  le  second ,  on  wxz  fXd;ç::s=^Xx--^fxdX\  mais 

fxdX  =/—^^ .xdx=^x^— /at*— — , 

J ,    dx  X        dx         X         dx  ^ 

^  ,d^x     rd^x  I   3>ar      .1     ^éPX 

/*  — ; — =  / — ; .x^dx=i  -  X^  — fx^  -; ; 

•^        dx     J    dx^  J       ds(^         3''       dx*^  • 

etc. 

mettant  successivement  pour  £xdX^  fx^  -- — ,  etc. leurs  valeurs  ; 

dx 
U  en  résultera 

^L-  .  -      ^,x       dX     X*.      d^X      X 

fXdxz^X — ^ +-7-^ etc. 

•    I         dx     i.i       dxr    1.1.3 

€t  pour  q^e  répression  de  Tintégrale  soit  complète ,  il  faudra  ajouter 

une  constante  à  son  développement ,  qui  par  là  deviendra  semblable 

au  précédent.  Cette  sérié  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jean 

Bernoulli ,  et  elle  porte  son  nom  comme  celle  du  n*".  i  x  porte  celui 

de  Taylor  ;  Pufle  est  à  f  ^ard  du  Calcul  înt^al,  ce  que  l'autre  est 

y  X 
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par  rapport  au  Calcul  difFérentiel.  Les  intégrations  que  nous  avom 
effectuées  surfXdxy  et  qui  ne  sont  que  l'application  de  la  formule 
fudv  =  uv—fvdu  (  n\  361  ),  s^apptWetït  Intégrations. par  parties. 
486.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  le  coefficient 
diâSérentiel  du  premier  ordre  ;  mais  si  on  ne  connoissoit  que  le  coeffi- 
cient difFérentiel  du  second  ordre,  il  faudroit  alors  deux  intégfatidns 
successives  pour  rémonter  à  la  fonction  primitive  dont  il  tire  son 
origine.  Soit  X  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  dé  la  fônc* 

d*y 
tion  y ,  on  aura  -7—-  =  -ST ,  et  en  multipliant  les  deux  membres 

dx 

dy  d^y 

par  dx ,  il  viendra  —7 —  =:Xdxi  pr  — : —   «$t    la   diffêrentidlt 


dx 


dx 


ày 


de  ~.  prise   en  regardait  dx  comme   constant:  .on  aura   donc 
dx 

dx 


==/Jirrf  AT.  Représentons  par  P  la  fonction  primitive  de  :r  égale 

■  ^     ■■■       "'  dy 

ïfXdx ,  et  par  C  la  constante  arbitraire  ,,et  nous  aurons  ^r=.p-\-Cr 

multiplions  ensuite  le^deux  membres  par  dx^  nous  trouverons 
dyzis^Pdx^Cdxf  tien  intégrant  il  viendra  y  =:fPdx+  CxJr  C; 
C  étant  une  seconde  constante  arbitraire.  Si  on  remet y3rj;r,. au  lieu 
de  Pi  il  en  résxxXitx^  y=fdxfXdx  '\'  Cx-^^'C^  expression  qui 
renferme  deux  intégrations  successives» 

On  peut  ramener  cette  expression  à  deux  intégrales  simples  ;  aa 
moyen  de  l'intégration  par  parties  ;  car  en  remettant  P  au  lieu  à^fXdx^ 
on  aura  fPdx=rPx—J^dP,—  xfXdx — fXxdx  et  par  consé^ 
quent  y±=:xfXdx—fXxdx'\'  Cx+  C. 

Passons  maintenant  aux  difFérentie^es  .du  troisièipe  ordre.  Soit  N 
le  coefficient  difFérentiel  de  la  fonction  j^ ,  relatif  à  cet  ordre  ;  on  aura 


£y_ 

dx" 


dx' 


Xdx\TBM&  -i—r--==d<,—---\  donc 


■  ï 


dx"' 


d'y 


=^fXdx+C,  ce  qui  donne  —^=dx/Xdx+.Cdx:  intégrant 


dy 


de  nouveau  il  viendt?  -f-=fdxfXdx+Cx-\'C ;  ou,  d'après 


dx 


dy 


ce  qui  précède  ,  ~-j-  ^sfXà:èrr-fXxdx^  ÇxJf  C,  ^Ou.  tire. 


♦  • 
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ensuite  de  là  dj==xdxfXdx — dxfXxJx+Cxdx+Cdx^  et  eu 
intégrant  on  ay=fxdxfXdx^fdxfXxdx'^^Cx^+Cx+C\ 
C*  étant  la  constante  introduite  par  cette  dernière  intégration.  Il  est 
facile  de  voir  que 

fxdxfXdx=\x^JXdx—\;Xx^dx 

fdxfXxdx^ixfXxdx —  fXx^dxj 

substituant  donc  ces  valeurs  et  réduisant  entr'eux  les  termes  sem« 

blables,  on  trouvera 

y  =  \(x^fXdK—^xfXxdx^fXx*dx)^\{Cx^Jr^C'x•\'^Cy 

487.  Il  seroit  facile  de  continuer  de  la  même  manière  pour  les  ordres 
supérieurs  ;  mais  au  lieu  d'effectuer  ces  calculs ,  nous  allons  chercher 
la  loi  que  suivent  les  expressions  de  y.  Pour  cela  nous  observerons 
d'abord  que  lorsque  X  désigne  le  coefficient  différentiel  du  second 
ordre,  on  a  d'^y=iX d x"^ ^  et  qa*en. prenant  l'intégrale  de  chaque 
membre  on  trouve  dy  =/JC  J;c%  puis  en  intégrant  encore  une  fois 

y  z:=iffXd x^z=:pXdx*^  :  On  a  de  même  ^  quand  Jtest  le  coefficient 
différentiel  du  troisième  ordre, 

d^y-fXdx\  dy=ffXdx',y=fffXdx'=fXdx\ 
et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs.  On  vérifiera  aisément  par 

la  diâerentiation  les  équations  suivantes. 

f  Xdx^=^dxfXdxy        ffXdx^=fdxfXdx 

fXd x^=d  ^fXdx  ,        ffXdx^=fdx^fXdx  =dxfdxfXd:c 

fffXdx^=JdxfdxfXdx,  etc. 

Dans   ces   équations    chaque  signe  /  embrasse   tous   ceux  qui  le 

suivent ,  et   on   peut  ne  laisser  sous  'le  dernier  que  la  première 

puissance  de  ^a:.  v^ 

Cela  posé,  en  négligeant  les  constantes  arbitraires  on  aura,  par 

le  n*.  précédent ,  ou  en  intégrant  par  parties 

fXdx=fXdx 

pXdx-:=^ î lxfXdX'—fXxdx'\  J^ 


fXdx'= 

\pXdx^= 


i 
I 


I.X 

I 


I.1.3 


-[  x^fXdx—xx^fXxdx  JrfXx^dx  } 
■lxYXdx—ix^fXxdx^-^xJXx*d:!c-~.fXx'dx-i, 


Les  coeffideas  numériques  de  ces  expressions  sont  les  oiême»  que 
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ceux  des  puissances  du  binôme  a-^b^  et  tandis  que  Texposant  de  x 
hors  du  signe /diminue  d'une  unité  à  chaque  terme  en  allant  vers  la 
droite  j  son  exposant  sous  ce  signe  augmente  de  la  même  quantité  ; 
d*aprè$  cette  loi  on  aura 

i.x..{n—iy      -^  I  "^  i.z  ^ 

Le  signe  +  du  dernier  terme  étant  relatif  au  cas  oîi  n—i  est  pair  ^  et 
le  signe  —  à  celui  oîi  il  est  impair. 

Pour  confirmer  ce  résultat ,  nous  allons  montrer  qu'il  conserve 
la  même  forme  lorsque  n  devient  /z+i.  En  effet, 
J'^'Xdx'^'^'^fdxpXdx'''^  mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
supposée  àt  pXdx^  ^  int^rant  par  parties  chaque  terme  du  ré- 
sultat, réduisant  au  même  dénominateur  tous  les  coefiiciens  et 
réunissant  les  intégrales  semblables,  il  viendra 

/^*X/a:"+'= î l^JXdx—  ^  x^'-'fXx  dx  J^^J^^—ïx^'-^pCx^dx  ; 

I.1.../Ï  I  1.2 

I.l.,»/Ï          I         I.l  1.1.3    ~ 

Or  la  partie  du  coefficient  de  jXx^'dx ,  renfermée  entre  parenthèses , 
est  évidemment  égale  à  (i — i  )*rpi==F:i ,  le  signe  —  ayant  lieu 
si  n  est  pair  et  le  signe  +  s'il  est  impair;  donc 

/•+'X/a:"+'= L—lx^fXdx--  î^;c"-yXx//i;+^fc^x»-yXArV;r 


I.X.3 
la  loi  établie ,  se  coi!|înuant  dans  U  passage  de  ft  à  n+ij  aura  né- 
cessairement lieu  de  proche  en  proche ,  en  partait  des  expressions 
calculées  immédiatement. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  nous  avons  omises  dans 
cette  formule,  en  écrivant /X<^ a: +C  pour  fXdxy  fXxdx+O 
pour  /Xxdx^  fXx^dx-i-C  poux  fXx^dx  et  ainsi  des  autres; 
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car  les  constantes  C,  C,  C",  etc.  étant  affectées  de  diverses  puis- 
sances de  X  sont  irréductibles  entr'elles. 

488.  n  existe  aussi  un  développement  de  fXdx"  en  termes 
délivrés  du  signe  /,  et  analogue  à  celui  de  fXdx  que  nous  avons 
donné  n".  485.  Pouf  y  parvenir',  nous  observerons  d'abord  qu'en 
opérant  sur /XvVjf,  comme  nous  l'avons  fait  dans  ce  n".  swtfXdxy 
on  trouve 

\  a^+'  dX  *"+•  d^X  -y"-*^ 

fXx'dx=X—  —  -j^  ———-^+-^  ^^^  l)(fl+l)(n+3) 

_  ZJlL Z +  etc.  +  const^ 

dx^  (/ï+i)(«  +  2)(/i+3)(/ï+4) 
Cela  posé,  ^\x\sc{\\t  f''Xdx''=xfXdx—fXxdx  y  on  aura 


2         dx     2*3        dx""    i«3*4 

^ix^         dX      ^x^        d'X       3  AT* 

=,X . : 1 etc. 

1*2         dx     i.i«3       dx*     i«2.3«4 

on  arriveroît  ainsi  à 

i.i«3         ^r      I.2.3.4        i/jc*     I.2.3.4.5 

/'ixr..        xr      »^^                ^-X:            4Jt5          .       d^X              IO:t«' 
PXdx^=X 3 5 +  — -;■ 2  ^^^^' 

I.2.3.4        dx   i.2*3.4.5      dx     i.2*3.4.5.6 
etc. 

Les  coefficiens  des  numérateurs  dans  ces  expressions  sont  les  mêmes 
que  ceux  des  développemens  de r-  \  t r?  »  •; r:  »  etc.  et 

.  ^^        (1+^)  (1+^)'  i^+^y 

on  s  assurera  que  cette  loi  est  générale  eh  posant 

1*2. ./î  </a;    J.2..(/z+i)       ^a:*     1.2.  •  (/2-f  :j)  ' 

/■f.yv.H..-,_Y      ^"^-  ^^      ^V-^'       ,^^      i?'-^ 


l.2..(;2+lj         rf:t:    I  •  2.,  (/24;;2)        ^:t*    I.2,.(n  +  3) 

car  en  différentiant  la  seconde  équation  on  doit  nécessairement  te-» 

trouver  la  première.  Comparant  les  termes  semblables  il  vient 

I  =  I ,  ^  =  i^A\    B=B'—A'     C^ÏÏ-^C\    D=D'^C etc. 
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or  y  si  on  fait  aussi  - 


(i+xy 


=  I  +ji  x  +  B  x*+  C  x^+  etc. 


.    ,     ,„ . ,  =  I  +^'^  +  B'x'+  Cx'+  etc. 
et  qu'oif  substitue  ces  développemens  dans  Téquation 

on  trouvera  entre  les  coefficiens  ^,  J-,  C,  etc^  Jl\  B',  C\  etc. 
les  mêmes  relations  que  ci-dessus  ;  d*oii  il  suit  que  le  développement 
de  pXdx""  s'accordant  dans  les  premières  valeurs  de  n  avec  celui  de 

doit  continuer  de  le  faire  quelle  que  soit  /« ,  et  qu'on  doit 


avoir  par  conséquent 


J-Xd^= 


Jx. 


dX 


-Ar"+" 


+ 


d^'X       1.2  d^X 


1.2.3 


1,2...»  dx     1.2.  ..(/ï+l)         dx""      I.2..-.(72  +  2)         dx^       I.2*3...(/ï+3) 

Il  faudra  ,  pour  que  ce  développement  soit  complet ,  y  joindre 
tes  termes  affectés  des  constantes  arbitraires  dans  l'expression  gé- 
nérale/"Xi;»/'  du  n\  précédent,  et  qui  sont 

CV-'  C'jc»-*  cv-^ 

+ 7 r  +  — ; :  +  etc. 


etc» 


ou 


i,2.  .  .(/2 1)       1.2.  .  ,(/2 — 2)        1.2.  r.(^— 3) 

C;c"-'      +       CV—     +       CV-'     +etc.  , 


en 


comprenant  les  diviseurs  dan;  les  quantités  indéterminées  C,C,C^',etc. 
489.  Les  différentielles  que  nous  avons  traitées  sont  prises  en 
regardant  dx  comme  constant  y  parce  que  ce  sont  les  seules  qui  ne 
renferment  qu'un  coefficient  différentiel.  En  effet,  lorsqu'on  fait 
varier  en  même  tems  ^;i:,  on  a  (n**.  59  )  d^y^z:2ydx*-^yd^xi  si  donc 
on  se  proposoit  la  différentielle  Udx^+Fd^x^  il  faudroit,  povir 
qu'elle  signifiât  quelque  chose ,  qu'on  eût  y=y'  et  £/==y" ,  d'où 

dF 
résulte  17  =;=  — — ,  et.cette  condition  étant  remplie ,  on  n'auroit  qu'à 

Or    X 

mégvçrff^dx.  Il  est  facile  d'étendre  cette  remarque  aux  différentielles 
d'un  ordre  quelconque. 


CHAPITRE 
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V, 


CHAPITRE    II, 

t. 

Application  du  Calcul,  intégral  à  la  quadrature  des  Couriez 
et  à  leur  rectification  y  à  la  qU(idrature  des  Surfaces  courte^ 

et  à  t évaluation  des  Solides  quelles  comprennent. 

—  •  ■ 

•  4 

490*  Le  problême  général  dé  la  quadrature  des  courtes  se  réduit  j^a^^^*^^^ 
à  l'intégration  de  la  dîfïërentielle  Jjldx  ^  en  nommant  X  la  fonction 
de  ;c,  qui  exprime  l'ordonnée  j^  de  la  courte  proposée*  Le  chapitre 
précédent  contient  Texposé  des  diverses  méthodes  analytiques 
trouvées  jusqu'à  présent ,  pour  effectuer  cette  intégration ,  soit  ri-« 
goureusement ,  soit  d'une  manière  approchée  ;  il  ne  s'agit  ici  que  de 
l'application  de  ces  méthodes  aux  courbes  les  plus  connues. 

CeUes  dont  réquation  est  la  plus  simple  sont  les  paraboles  des  divers 

ordres  ,  représentées  par  l'équation y^px'^  :  ç|n  en  tire  y^=9p'^,x *  et 

X 

par  conséquefktfXdx=fp^x'^dx:pz x  »  +  comt. 

Toutes  ces  courbes,  comme  on  voit,  sont  quarrabks ;  c^est-à- 
dire ,  qu'on,  a  l'expression  finie  et  algébrique  de  la  surface  du 
'isegment  compris  entre  leur  .arc ,  l'axe  des  abscisses  et  l'ordonnée* 
il  esc  Êicile,  avec  Fexpression de  ce  segment^  de  calculer  celle  de 
tout  autre  espace  contenu  entre  une  portion  de  la  courbe  et  des 
lignes  droites  formant,  avçc  les  abscisses  et  les  ordonnées,  des 
Polygones  dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la  mesure.  ' 

Ces  courbes  proposées  passent  par  l'origine  des  abscisses ,  puisqu'on 
4  en  même  temps  a:=o  et  jk=^  î  si  on  veut  exprimer  leur  aire ,  à 
partir  de  ce  point ,  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  f  puisque 

•  îlpn       '"^ 

l'expression  — —  x  »   s'anéantit  d'elle-même  quand  on  y  fait  :r=o; 

Pour  avoir  ensuite  l'aire  BCMP^fig.  4 ,  comprise   cotr€  l«s  nC;  4i 
ÇaUul  intigrak^  X 


\ 


> 


tel      CH.   il    QuJDRATtrRE  DES  Coi/RSES; 

ordonnées  B  C  et  P  M^  correspondantes  aux  abscisses  ABr=za 
tt  AP  =  x,  il  suffira  de  retrancher  de  — ^  x  »   ,    qui    exprime 

l'aire  ^C3f P ,  la  quantité  -^^ d "'^ égale  à  l'aire  JCB,et  on 

aura  akâ  BCU?=^-^'^—\.x  ^  —a  «  ), 


n/?îî     »^* 


..  Quand  Texposant  n  est  pair ,  Texpression x  »  est  suscep- 

*  •  .  .  I 

..    tible  du  double  signe  db ,  et  comme  alors  les  mêmes  abscisses  Af 

appartiennent  à  deux  l^ranches  de  courbes  A  CM  et  ac  m^  on  a 

deux  segmejft  ^CJW P  et  acm?\  celui  qui  renferme  les  ordonnées 

positives  a  une  valeur  positive  et  Tautre  a  une  valeur  négative. 

Lorsque  lesexposans  ni  et  n  sou  impairs  Tun  et  Tautre  ^  la  quan- 


tite  X  "  n'a  qu'un  seul  signe  et  reste  tou^^oiu»  positive  y  quel  que 
soit  le  signe  de  ji^;  mais  il  f%X  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  Tune 
des  deux  branches  de  la  courbe  proposée  a  ^^  abscisses  et  %e%  or- 
données positives  en  même  tems  ^  et  1- autre  a  ses  abscisses  et  ses 
ordonnées  négatives  en  même  tems  :  il  suit  donc  de  là  que  les  aires 
correspondantes  à  des  abscisses  et  à  des  ordonnées  négatives  doivent 
être  regardées  comme  posjtives* 

Si  n  seule  est  impaire  ^  alors  la  quantité  x  »  dévient  négative  en 
même  tems  que  x  ;  mais  dans  ce  cas  les  deux  branches  de  la  courbe 
proposée  sont  du  même  côté  de  la  ligne  des  abscisses  et  les  ordonnées 
demeurent  toujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques, -on  en  conclura  que  taire  Jtum 
courht  est  positive  quand  t abscisse  et  t ordonnée  sont  de  même  signe  ,  et 
négative  lorsque  le  contraire  a  lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  constant  avec  lé 
rectangle  ADMP  ^  formé  sur  l'abscisse  et  sur  l'ordonnée ,  car  Tex* 

n         i     mf^n  ^  12.  n 

pression  p^x  '*  = x^p^x'^  devient — ^xy^  en  vertu 


4e  réquatioii  yz^i^pnx'^n 


m 


D£s  Surfaces  cotrnB  £s,  etc.       i6y 
Lorsque  n=m ,  I^  parabole  devieoï  une  ligoe  droite  ,■  puisçp»'on 

a  j=j>«x,  le  segment  'ACMP  se  change  dans  le  triangle  AMP, 
dont  la  valeur  est  par  la  formule  ci-dessiis  ,  comme  par  la  Géo- 
métrie élémentaire,  égale  à  \xy. 

En  feisant  n=i  et  m=i ,  prt  tombe  sur  le  cas  de  la  parabole' 
ordinaire  et  pn  trouve  f  ify  pour  la  valeur  du  segment  A  CMP  (*); 

491.  Cherchons  maintenant  la  valeur  des  segmens  faits  dans  les 
courbes  représentées  par  l'équation  *"/*=/'.  Cette  équation  se  tire 

de  y=^x",  en  y  changeant  -fm  jpn  —m;  on  a  yT=p^x    «et 

fXdx  =  -^x~^+cottst. 

Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des  divers  ordres  rap^ 
portées  à  leurs  asymptotes ,  et  sont  composées  de  plusieurs  branchés 
telles  que  VUV^^g:  ;,iasuites  dans  les  an^es  que  [forment  ces  FIG.$; 
droites.  En  comptant  les  segmens  de  l'origine  'des  abscisses,  ils 
renferment  tout  res{»ce  indéfini  qui  se  trouve  entre  la  partie  C^  de 
la  courbe  et  son  asymptote  A  Y\  la  valeur  de  cet  espace  est  finie  ou 

C)  SI  on  lepr^entc  par  <  l'aire  d'une  courbe  quelconque^  on  aura  kT=fydx  et 

dt  h        d*t       k* 
lontpie  X  derieruka  «+A<  *  *e  changera  en  s  •\'-t-  —  +  - -■  -^—  —~  +  «c  ou  e« 

,    ,  h    ,  dy    h*      ,     d'y        A'        ,    ' 

a.  3  «** 
■Paire  ;  correspondant  à  celui  de  * ,  «la  yk4-^Àh*+^Bh'+^Ch*+  etc.  Or  le  terme 
yh  eit  l'expression  da  rectangle  ^t  sur  l'ordonnée  Mfhsy  et  *ui  U  ligne  M(^==k 
(  fig.  39  do  premierTol.  );  le  terme  ^Ak'  est  llntfgtale  de  AAdh,ou  l'aire  du 
kiuigle^'AfQ,  fermé  par  la  droite  jWJV  tangente  à  la  coud»  en  M;  les  deux 
termes i^A'4-JHA»- réunis  sont  l'intigrale de  (^À^-5A')^iA,<^e»^à-dire, Faire 
4i>  segment  JV'AfQ  de  U  première  parabole  osculatrice  (  n*.  »;8):  on  tronreta  de 
même  que  j.^h*+\Bh^+\Ch*  reptéiente  l'aire  du  segment  N"'M(^  de  ki 
demième  parabole  osculatrice  et  ainsi  de  suite;  d'ob  on  rena  que  les  différences  des 
•egment  des  paraboles  oscntatrices  donnent  les  divers  tennet  de  la  série  ci-deisus ,  de 
même  que  les  diffitrences  des  ordonnées  de  ces  wutbes  ei^rifient  ceux  de  U  série  dtf 
Jaylor  (  notedelz  pige  99O  ,  T,  l  ]. 


164    Ch»  IL  Quadrature  JDES  Courbes , 

infinie ,  selon  que  m  est  plus  grande  ou  moindre  que  n.  En  effet  ^ 
pour  avoir  l'espace  BC^MP^  pris  depuis  Tabscisse  AB^=:ia^ 
jusqu'à  l'abscisse  -rfP=  b ,  il  faut  (  n**.  47 1  )  faire  successivement  xz=:a 


1»       is->in 


et  x^s=:b  dans  l'expression  — ~  a:       et  retrancher  le  premier  résultat 


1 


n — m 
tenant  on  suppose  a  =0  ^  le  point  B  ^toml^^era  sur  le.  point  J  et 


du  second;  on  aura  donc  BCMP=: (b  »  — a  '^  ).Simain- 


l'espace  BCMP  se  changera  en  Y4PMi  or  la  quantité  a  »    sera  in- 
finie ou  nulle ,  selon  qu'on  aura  ot>  ou  -</2  :  dans  le  premier  cas  y 


m — n\Q  • 

et  dans  le  second 


'         !• 


Laissons  à  a  une  grandeur  déternûnée  et  faisons  h  infini  ^  nons 
aurons  alors  l'espace  indéfini  X  B  C  U  ^  qui   sera  infini  si  m  est 


1 


moindre  que  o ,  et  qui  sera  égal  à, a  '*  ,  si  10  surpasse  n.  Il 

résulte  de  là  que  quand  m  ^  n  sont  inégaux,  des  deux  espaces 
asymptotiques ,  l'un  est  infini  et  1  autre  fini*  La  raison  de  cette  diffé- 
rence se  trouve  dans  le  plus  ou  moins  de  rapidité  avec  laquelle  la 

pn  «» 

courbe  s^approche  de  stfn  asymptote  ;  et  puisque  j^  =  —  et  :r =— ^ 

il  est  facile  de  voir  que  quand  on  a  ;»>/ï  ,  y  décroît  beaucoup 
plus  vite  que  or ,  et  que  par  conséquent  la  courbe  s'approche  beaucoup 
plus  rapidement  de  Tasymptote  parallèle  aux  abscisses  y  que  de 
celle  qui  est  parallèle  aux  ordonnées ,  te  vice  versa.  En  mettant  y^ 

i    — .ÎL  7ip^      n^in         n  i    —  ^ — 

au  lieu  àepnx   »,  dans  l'expression x  »  = x.f  x    ^  i 

n — m  n — m 

te 

«lie  deviendra  ■ *v,  et  la  valeur  de  Taire  TJPMF  sera 
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• ]rcùnst.  Il  sembleroit  que  le  terme  — ^  doit  s'évanouir 

n — m  *  n^-^m 

lorsqu'on  fait  a:=o  ;  mais  ce  qui  précède  prouve  la  nécessité  de  ne 

rien  prononcer  à  cet  égard  avant  d'avoir  substitué  pour  j^  sa  valeur 

en  *•. 

491.  Quand  «=/w,  on  a  xyr=ipn^  ou  j^y=/^,en  changeant/?»  en/f; 
ce  qui  est  indifférent  ;  la  courbe  dont  il  s'agit  dans  ce  cas  est  ITiyper- 
bole  ordinaire  ef  équilatère  si  l'angle  des  coordonnées  est  droit. 
L'expression  générale  de  l'aire ,  trouvée ,  n^  précéd.  se  présente  alors 
sous  une  forme  infinie  quel  que  soit  x ,  et  la  différentielle  de  cette 

expression  étant a  pour  intégrale  /?  1  ^  +  const.  Les  espaces 

asymptotîques  sont  infinis  l'un  et  l'autre,  car  \x  devient  tel  par 
la  supposition  de  ^^=0  et  pair  celle  de  x  infinie.  Prenons  pour 
plus  de  simplicité /7=i,  et  soit  UMV^  fig.  6 ,  une  des  branches  de  FIG.6. 
l'hyperbole  équilatère  dont  la  puissance  est  égale  à  Tunité,  ^C 
son  axe  ;  en  abaissant  du  sommet  C  la  perpendiculaire  5  C  on 
aura  AB=i^  et  comme  l'aire  .BCMP=\.AP — UJB  ^  il 
viendra,  à  cause  deli=oi  B CMPz=\.AP.  On  aura  de  même 
\.JP'=BCMP\  \.AP''=:BCMT\  etc.  d'oîi  il  suit  que  si  les 
abscisses  JP^JP\AF\  ttc,  sont  en  progression  géométrique,  les 
aires  correspondantes  B  CMP,  BCM!P\  BCM!'P'\  etc;  seront  ei> 
progression  arithmétique. 

49;.  L'hyperbole  que  nous  venons  de  considérer  étant  équilatère 
ne  nous  a  fourni  que  les  logarithmes  népériens;  mais  en  variant 
l'angle  des  asymptotes  et  prenant  toujours  AB=i ,  on  peut  obtenir 
tel  système  de  logarithmes  qu'on  voudra.  Soit  UMF^  fig.  7,  une  FIG;/; 
hyperbole  quelconque  ;  en  menant  les  ordonnées  Pilf,  parallèles  à 
Tasymptote  A  Y^  on  prouvera ,  par  des  raîsonnemens  analogues  à 
ceux  du  n*.  i8o ,  que  le  parallélogramme  MPP'R  est  la  différentielle 
de  BCMP.  Or  si  on  mène  FQ  perpendiculaire  sur  PM  ,  on  trouver» 
P'Q^^PF.ivciFPÇl^PP'.smXATv  désignant  par  a»  langle 
des   asymptotes^   on   aura   P'Q=</xsin»,  et    par   conséquent 

PMRP'7=zydxs\ti».  Si  on  met  pour  y  sa  valeur  -,  il  enrésuP 
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dx 

tera  — y^sm»  pour  la  différentielle  de  Taire  BCMP\  on  aura  donc 

jBCMP  =  lx — ^1*^5, en  prenant^sin*;»  pour  module,  et  comme 

.    p^=iAB  ,  ^sîn«  exprime  la  puissance  ABCD. 

Quand  AB=i^  le  module  se  réduit  à  sin  » ,  celui  des  logarithmes 
ordinaires  étant  0,4342945  (  Int.  'n%  Z4  )  ,  on  a  ^in  «  3=  0,4341945  , 
d'où  il  suit  que  les  asymptotes  de  Thyperbole  dont  Us  aires  donnent 
les  logarithmes  ordinaires,  font  eotr'elles  un  angle  de  z^^  ^V  i5",5. 

494.  Jean  Bernoulli»  en  considérant  que  les  espaces  asymptotiques 
F1G.6.  de.la  branche  ucv ^  fig.  6,  correspondante  aux  abscisses  négatives, 
étoient  positifs  et  égaux  à  ceux  de  la  branche  UCF^  en  conclut  que  les  ^ 
logarithmes  des  nombres  négatifs  étoient  réels  et  les  mêmes  que  ceux 
des  nombres  positifs.  La  théorie  que  nous  avpns  exposée  d'après 
£,uler ,  n%  i^i ,  n'étant  sujette  en  elle-même  à  aucune  difficulté  et  se 
trouvant  contraire  à  cette  Conclusion ,  ne  permet  d'attribuer  la  diffé* 
rence  des  résultats  que  donnent  l'Analyse  et  la  Géométrie ,  qu'à  la 
présence  de  l'infini  qui  se  /encontre  dans  le  passage  de  la  branche  UCV^ 
à  la  branche  uçv^  et  d'oii  il  résulte  que  les  deux  aires  ne  peuvent 
être  contenues  d^ns  une  même  expression  analytique  ,  parce 
.qu'elles  ne  sont  pa;  unies  par  le  lien  de  la  connnuité  que  suppose  une 
telle  expres^on^  On  objectera  sans  doute  que  les  ordoiuiées  passent 
4*une  branche  à  l'autre  ^  en  allant  de  l'infini  positif  à  l'infini  négatif,  sans 

pour  ce)a  cesser  d'être  représentées  par  -  ;  mais  les  exemples  que  ]€ 

vais  rapporter  et  d^autres  que  j'aurai  oCfcasion  de  donner  par  la  suite , 
feront  voir  évidemment  que  lorsqu'il  y  a  un  passage  par  l'infini ,  on 
auroit  tort  souvent  de  conclure  de  la  continuité  qui  règne  entre  les 
ordonnées  qu'il  doit  y  en  avoir  aussi  entre  les  aires. 
FIG. 5.      Soit  ^^=1 9  BP=^x^'fig.  5;  considérons  les  hyperboles  dans 

desquelles  PM— .     p^,>  Leur  équation  sera  y  =  en  pre- 

nant  les  abscisses  du  point  j9  ^  et  leurs  aires  à  partir  de  l'ordonnée  CB 

,   auront  pour  wprççsion  "^^p (  l (i^\)^'   )'  ^'^  ^^^"^ 

4:= — { !+<«),  cette  fpjinule  qui  doit  donijer  alprs  Taire  terpiip^e 
par  l'ordonnée   élevée  sur  le  point  /?  ,  pour  lequel  Ap^=^^  ^ 
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île  vient  --{  i—  - — '^-- — ")  et  a  par  conséquent  une  valeur  finie 

tant  que  n  n'est  pas  égal  à  i  ;  mais  quand  n  est  paire ,  les  branches  de 
l'hyperbole  sont  toutes  deux  au-dessus  de  Taie  des  abscisses ,  les 
aires  YABCV  et  YApmv  sont  toutes  deux  infinies  et  de  même 
signe  :  il  n'est  donc  pas  possible  que  leur  somme ,  qui  est  Taire  totale 
prise  depuis  ^ordonnée  CB  jusqu'à'  l'ordonnée  pm^  soit  comprise 
dans  l'expression  générale  des  aires  rapportées  ci- dessus. 

La  fonction r^^^  dans  ce  cas  une  exception  à  la  règle  gêné* 

raie  établie  n**.  474 ,  et  d'après  laquelle  la  valeur  de  fXdx ,  prise 
entre  deux  valeiu's  de  x  de  même  signe ,  doit  conserver .  aussi  le 
même  signe  >  si  le  coefficient  difFérei^tiel  n'en  change  pas  dans  cet  inter- 
valle ;  car  quoique r^, lorsque /lîSt  paire^  garde  toujours  le  même 

signe  quel  que  soit  celui  de  ;i; ,  son  intégrale  ■  ^^  ^  v„^  passe 

du  positif  au  négatif,  quand  revient  à  surpasser  Tunité  négative.  Cette 


exception  tient  à  ce  que  la  fonction 


devient  infinie  lorque 


;r  =  —  I  >  et  que  les  formules  du  n"*.  470  cessent  d'être  vraies  quand 
les  coefiicienis  diffîrentiels  sont  infinis»  .    ' 

Sx  TeJipposant  n  étoit  égal  à  une  firaction  de  la  forme  -^  ^  p  et  f 

désignant  des  nombres  impairs ,  la  difficulté  n'auroit  plus  lieu  parce 
que  les  espaces  YABCV  et  YApmv  auroient  une  valeur  finie  mnsi 
que  leur  somme. 

Si  n  étoit  un  nombre  impair  la  difficulté  disparoitroit  encore ,  parce 
<iue  la  deuxième  branche  i/m'v'  étant  opposée  à  la  première ,  i'es« 
^zctyApm'v'  seroit  d'un  signe  contraire  à  Fespace  YABÇV^  et  l'aire 
totale  prise  depuis  BC  jusquà/^w'  ne  représenteroit  plus  que  la  diffé^ 
rence  de  ces  espaces ,  qui  est  égale  à  Taire  bpm'c\  comprise  entre 
l'ordomiée  bcf  élevée  sur  le  point  b  pour  lequel  Ab=zAB ,  et  I'ojct 
donnée  pm' 

Quoique  l'hyperbole  ordinaire  soit  dans  ce  derrtter  cas ,  on  n'est 
pas  fondé  cependant  à  y  appli<]iier  les  considérations  ci-dessus  ;  car 


* 
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la  fonction  1(  i  +j(;)  ,  qui  exprime  son  aire,  h'est  point  de  la  même 

I  I 

forme  que  la  fonction .  : — — r —  •  qui  représente  celle  des 

^  n—i    (t+^)"-*      ^ 

autres  hyperboles,  et  elle  offre  dans  le  cours  de  ses  valeurs  des 
circonstances  très-différentes;  tout  ce  qu'on  doit  conclure  des  re«^ 
marques  précédentes ,  c'est  que  la  marche  du  Calcul  ne  lui  permet 
pas  toujours  d'exprimet  toutes  les  circonstances  qu!  ft  rencontrent 
dans  les  constructions  géométriques ,  et  que  c'est  de  là  seulement  que 
peuvent  naître  les  difficultés  qui  résultent  quelquefois  de  la  compa- 
raison d'une  théorie  analytique  bien  établie  par  elle-même,  avec 
les  considérations  géométriques.  Ces  difficultés  ne  sauroient  d'ailleurs 
influer  sur  la  vérité  des  propositions  déduites  du  calcul  qui  redevient 
conforme  au  cours  des  lignes  lorsque  ce  qui  tient  à  l'infini  en  est  écarté. 
Les  logarithmes  des  nombres  négatifs  ne  sont  imaginaires  qtie  parce 
que  ceux  des  nombres  positifs  sont  réels  ;  si  l'on.supposoit  imaginaires 
ceux  des  nombres  positifs ,  on  en  trouveroit  alors  de  réels  pour  les 
nombres  négatifs  qui  donneroient  par  conséquent  les  espaces  asymp- 
totîques  de  la  branche  négative  ucv  ^fig.  6 ,  de  l'hyperbole  ordinaire. 
Nous  terminerons  cette  discussion  en  observant  que  rien  n'est  plus 
facile  et  plus  dangereux  en  même  tems  que  d'abuser  de  la  Méta- 
physique en  Mathématique  et  de  perdre  ainsi  en  vaines  subtilités  un 
tems  et  des  moyens  qu'on  peut  employer  à  perfectionner  les  méthodes 
et  à  augmenter  l'édiEce  analytique. 

FIG.  9.      49  5 .  En  faisant  ^C^a^  j4P  =  x  et  PN=Ty  ^fig.S^  l'équation 
du   cercle  JNE  sera  ^*=24a:— ;c%  et  la  différentielle  de  son 

segment  jiNP  aura  pour  expression  dxViax-^xx  dont   l'inté- 

grale  est  — ^^^a-^xy  xax — xx  '\'  j <î* ♦  arc  ^cos  = -^ )  ,   lors- 

•qu'on  veut  qu'elle  s'évanouisse  par  la  supposition  de*:ir=o  (  n^,  4x0  ).' 

Il  t^X.  facile  de  reconnoître ,  dans  la  partie  \{fi'—x)yxax — xx^ 
Vexpression  de  la  surface  du  triangle  PCN  et  de  voir  par  conséquent 

que  ;  a» .  arc  (cos  =  -^)  oyx\AC.  slïcAN  est  la  valeur  du  secteur 

^CV ,  ce  que  nous  confirmerons  bientôt  d'une  autre  manière. 

En 


L'ordonnée  MP  de  TeUipse  étant  -V^ax — xx^Xt  segment ellip-i 
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r  En  supposant  xz:=i%a^  dans  l'expression  de  Taire  APN^  elle 
•  devient  ^tf*#arc(cos= — i)=5tfV,  en  désignant  par  v  la  demi- 
circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i ,  et  elle  appartient  alors 
au  demi-cercle:  on  aura  donc  l.e  cercle  entier  tfV=5<ï.iflw,  ainsi 
qu'on  le  prouve  dans  les  Elémens  de  Géométrie. 

Les  développemens  defdxViax — xx^  trouvés  dans  le  n%  410; 
donnent  des  valeurs  approchées  de  l'aire  A  P  JV. 

a 
tique  AMP  sera  égal  à  -^fdxViax — xx^et  comme  il  est  nul  en 

même  tems  que  le  segment  circulaire  APM^  on  zntiANPiAMP  ::  a:bi 
car  il  est  facile  de  conclure  du  n"".  470  qut  quand  deux  différentielles 
.  sont  dans  un  rapport  constant ,  ce  rapport  est  aussi  celui  des  inté« 
graleS)  si  ces  intégrales  sont  nulles  en  même  tems* 

L'hyperbole  rapportée  à  son  axe  transverse  pour  équation 
y=:  —  (^xax+x^)yOa  a  AQ^R^—fdxV^zax  +x\  Cetttîihi 

tégrale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  (  n**.  377  )  ou  se  déve- 
lopper en  série  ;  mais  au  lieu  de  nous  arrêter  à  calculer  ces  réf 
''sultats  9  nous  allons  faire  connoître  le  rapport  qu'ont  entr'eux  lès 
secteurs  elliptiques  et  les  secteurs  hyperboliques» 


496.  Soit  AS  ah  jfig.  8,  une  ellipse  dont  le  demi*  grand  axe   FIG.8^ 
AC=^a ,  le  demi*petit  axe  BC=^b  ;  faisons  CP=^Xj  nous  aurons 

b^ 

a 
ACM=CMP+AMP^  et  que  d.ACM—d.CMP+d.AMP, 

I  hx^  /-— 


.    PMz=zy:=^ — Va* — X*.  Il  tsx  évident  que  le  secteur 


%  %   a 

d,AMP=z^ir-dx  /a'—  *•  : 

a 

Calcul  intégral,  Y 
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la  dernière  de  ces  difierentielles  est  affectée  du  signe  —  parce  que 
Vdàxt  AMP  décroit  lorsqae  m  augmente  ^  et  eUes  donnent 


%  a  \^' 


.•  -   «.* 


Si  on  fait  — =  i ,  le  secteur  elliptique  ^Citl  se  changera  dans 

le  secteur  ^  CA^  »  appartenant  au  cercle  AEat  décrit  sur  le  grand 
axe  A  a  conune  diamètre;  on  aura  donc 


\       ,    ^^m^  1       A^àx  l  ddx 


^Va^^x-       *  V\ 


.*      «..» 


AcLx  • 

mais  •—  ■  ■  étant  la  di£Férentielle  de  Tare  AiJ  ^  dont  le  cosinus 

v: 


.% ^% 


X  I  T 

tabtdaire  =-,  on  aura  ACN=i''aX.AN=^ACx,AN,  et  puisque 

les  secteurs  ACN  et  ACM  ont  leur  origine  commune  au  point  A  ^ 

b  I 

on  aura  (  n\  précéd.  )  ACM  =  ^ACN=-BCx.AN^ 

Conàdércms  aussi  l'hyperbole  XJx  décrite  sur  les  mêmes  axes 
que  l'ellipse  A  S  a  h.   Dans  cette   courbe  dont  l'équation   est 

y  =  -|/**— a»j  le  secteur  J C Rs=^C (IR—AQR  ^  ce  qui  donne 

d.JCR  =  d,C(lR'—d.jiQR,  et  comme 

L 

i         , 

d.AQR:==-.dx  y  *»—.«•, 

I  h      û^d  X 

on  aura  d.ACR:=z ■■:  d'oîi  on  volt  que  la  différentielle 

du  secteur  hyperbolique  est  ^  aux  signes  près  ^  la  même  que  celle 
du  secteur  elliptique. 

Dans  l'hypothèse  de  ^  =  tf  on  a^  au  lieu  du  secteur  ACR^  le 
secteur  ACS^  pris  dans  l'hyperbole  équilatère  YAy^  dont  le  grand 
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«xeest.^tf»et</.^C.y  =  -    , ^=r  «  X     , j  aoù 


'^iV= 


y        ^  /T  y  9 

—  ±=-  xACS^  qui  tient  ici  la  place  de 

Tare  de  cercle  ^A^,  a  des  propriétés  entièrement  semblables  à  celles 
dont  jouit  cet  arc.    Soit  pour .  plus  de  simplicité  ^^  =  i  ;  faisons 

/^  =  r  et  r  =  l'i  la  formule  du  n*.  378 

donne 9  abstraction  faite  de  la  constante, 

multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  rariable  par 
x-^^V — i.V^T— jcS  il  en  résultera 

"._l(jc+  V^^l^i— jtM — 23  ^•^'^riMÎs  en  prenant 

dx      ^. 


m 


atouisse  lorsque  jrssi ,  et  c'est  ce  qui  arrive  à  lapaêrtiè  variable  et  1». 
dernière  valeur  trouvée  ci-dessus  :  on  peut  donc  négliger  la  partie 
constante  9  et  comme  la  formule  citée  conduit  immédiatement 


/ï 


^==:U(x+/=7.y>-i). 


on  aura 


y — I 

Les  secteurs  ACn  tt  ACf^  qui  sont -négatif ,  et^our  les<juels-oa 
a  PijsB-^l/Tir^^      Ç<=:—I^jt»— 7  donnent 

— l=--7^1(^--/=7yi=^,      — t'^=l(:r-*^ï=-r); 

y — I  • 


*mm^mm^ 


{^  )  On  pourrolt  pwdHr  au  m&nc  résolut  cq  multipioat  lés  deux  'termt^ 
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On  tire  de  ces  équation^  et  des  précédentes 


e"      ^=x—  y^"^ .  /i— jt*i  «r^=*— V^**I 
«Toît  U  résulte 


1  f  ,        » 

Toutes  les  relations  entre  xtt^  sont ,  comme  on  voit,  parfaitement 
semblables  aux  relations  entre  ^  et  {' ,  avec  cette  restriction  cepen- 
dant que  les  premières  supposent  :c<i  et  les  autres  x>i  :  dans  le 

premier  cas,  les  lîgnes  x  et  Vi — x\  appartiennent  au  cercle  et^ 
sont  respectivement  cos  ;;;  et  sin  i  ;  dans  le  second  x  est  égal  à  C  Q  , 

et  au  lieu  xle  Vi — x%  il  vient  V^ x*—i=:QS.  Il  suit  de  là  que 
quand  Tare  AN^  ou  le  secteur  ^CiV  est  imaginaire ,  c'est-à-dire ^ 

quand   i^=zuV^ — i,  le  cosinus  de  jiN  se  change  dans  l'abscisse 
1//Q=:— — ^  et  par  conséquent  correspondante  à{f==f/,ou  au 

X 


lettcur  hyperbolique  réel  ACS^=^-.  Telle  est  Tanalogie  que  nous 


u 

2 

ayons  annoncée  entre  le  cercle  et  Thyperhole ,  dans  la  note  de  la 
page  310  du  premier  volume. 


de  ^_      ^  ■  par  *K  —  i— Vi— jt%  et  ceux  de  y  *     '  ptr  «  +  V>*— 1 } 


V 


car  on  trouverott 


■  -  .  ■  ' 


} 
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Les  lignes  CQ  et  QS  étant  à  1  égard  du  secteur  hyperbolique  4CS  ^ 

ce  que  sont  CP  et  PNy  par  rapport  au  secteur  circulaire  ACN^ 

Lambtrt  les  a  qpmmées  cosinus  et  $inus  hyperboliques. 

On  obtiendra  facilement  «  par  le  moyen  des  équations  ci-dessus  ; 

les  relations  qui  existent  entre  ces  lignes  et  celles  qui  sont  relatives 

i  un  secteur  multiple  ou  sous-multîple  de  Aés. 
Soit,  en  effet,  JIl  la  valeur  dex,  correspondante  à  n{%  ou  le 

cosinus  d*un  secteur  hyperbolique  égal  à  n.  ACSi  on  aura 

mais 

n(z^n\(x  +  V^Jt»— i),  ~«^'=nl(:r— V^ar'— i)i 

donc 

et  par  conséquent 

équations  analogues  à  celles  qu'on  trouveroit  pour  les  sinus  et 
cosinus  des  secteurs  circulaires  multiples  de  ACN  (  Int.  n*.  40  )• 
En  élevant  ^r  perpendiculaire  à  CA^  la  ligne  CS  déterminera 
la  tangente  -^Tdu  secteur  hyperbolique  ACS  tt  CTsera  la  sér 
cahte  de  ce  secteun  Si  on  nomme  ^r=/^  on  trouvera 

r:^ —  >  tandis  que  dans  le  cercle  on  auroit  t  =-      »    -^  :  on 

voit  d'ailleurs  que  la  tangente  ^T  ne  peut  devenir  infinie  dans  Thy- 
perbole  et  qu'elle  est  à  son  maximum  lorsque  CS  se  confond  avec 
Tasymptote. 

Le  secteur  hyperbolique  ACM^  fig.  6 ,  est  égal  à  l'espace  asyrap- 
totîque   RCMPi  car  on  a  ACMt=SCMP+ABC^AMP ^  et 

497.  Ce  qui  précède  snfRt  pour  faire  voir  comment  le  Gilcul 

1 

intégral  s'applique  à  la  quadrature  des  courbes;  cependant  nous* ne 
pouvons  quitter  ce  sujet  sans  dioaner  quelques  •  uns  des  résultats 


174    Ch.  IL  (Quadrature  DES  Courbes ^ 

intéressans  auxquels  les  Géomètres  sont  parvenus  par  rapport  aux 
courbes  transcendantes. 

Dans  la  Logarithmique  ,  dont  Téquation  est  j^  =  1  a:  ,    on  a 
fydx:=:fdx\x=:x\x'^X'{^const.  (  n*.  41Ç  )  ;  la  partie  variable 

de  cette  expression  devient  nulle  lorsque  ;t=:0 ,  car  en  faisant  x^=i —  ^ 
é,.  ,  -  m 

elle  prend  la  forme  — ~  —  ,   sous  laquelle   elle  est  nulle 

quand  m  est  infinie  (  n"".  1^40  ].  Il  est  donc  inutile  ^d'après  cela ,; 
de  lui  ajouter  une  constante  lorsqu'on  veut  avoir  les  segmens  à 
FIG.9.  panir  du  point  J  {fig.  9  ). 

En  y  faisant  x=:AE=i  i ,  elle  donne  Fexpression  de  Tespace  asymp« 
totique  cAEx  qui  est  fini  et  égal  à  —  i. 

Si  on  prend  les  ordonnées  à  la  place  des  abscisses,  on  aura 
fxdy=:fdx:=ix^  pour  Tcspace  CDMX  ^  fait  sur  l'axe  des  or^ 
Aonnits  ACy  et  ^nt  l'expression  est  algébrique;  nous  n'y  avons 
point  ajouté  de  constante  y  parce  qu'elle  s*évanouit  en  même  tems 
quejr:  Pespace  CA^x  ^c^i  répond  àjc=^£=i9  a,  par  cette 
formule ,  la  même  valeur  que  par  la  précédente ,  abstraction  faite 
du  signe. 

Nous  avons  supposé  le  module  égal  à  Tunité  ^  s'il  étoit  égal  à  M^  ou 
auroit  fdx\x^=^x\x'^fMdxz=:x\x—Mx  tt  fxdy:=:Mx. 

'  498.  L'équation  de  la  cycloide  étant  dx^=^  '    '  ^'  (  n\  271  ); 
il  vient  fydxr=L     ^  ;  il  seroit  facile  d'intégrer  cette  équation 

V  %ry—y^ 

par  les  arcs  de  cercle ,  mais  on  peut  arriver  à  un  résultat  plus  simple 
en  faisant  x  r— y=t ,  ce  qui  donne  J^sss-^ç,  rf4fï=—  -====•• 

fIG*  10.  En  efiet^  {  représentant  l'ordonnée  QM^fig.  iq,  prise  sur  la  ligne  CK^ 
ta  différentielle  de  l^ire  A  CM  Q  aura  pour  expression 

4  CM(l  =s  =sfd  {*^âr{r^+  eonsH 
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Au  point  C,  où  î=ir,  l'intégrale  fd^ /irç— î'  est  égale  à  la 
sur&ce  du  demi-cercle  générateur  jr  w  ? ,  et  elle  s'évanouit  au  point  K , 
où  î=ro ;  par  conséquent  l'espace  ACK  est  égal  au  demi-cercle gmqg. 

Pour  un  point  quelconque  Q ,  fdi  Var^— î'  donnera  l'aire  du  seg- 
ttent  gmn  correspondant  à  gn=  QM y  et  on  aura 
ACMq—gmqg—gmn^      KMQ=ACK-'JCMQ=gmni 

Le  rectangle  j4K  ayant  sa  hauteur  JK=g  ^  et  sa  base  AI=gm  qi 
sera  quadruple  du  demi-cercle  gtnqg^  et  retranchant  de  ce  rectangle 
l'espace  A CK=gmqg ,  il  restera  JMKI—'i  ,gm  qg.  Il  suit  de  là  que 
l'espace  JKLJ ,  compris  entre  une  branche  de  la  cycloïde  et  son  axe 
est  triple  du  cercle  générateur. 

499.  II  nous  reste  à  parler  des  spirales  ;  occupons-nous  d'abord  de   FIG.  1 1; 
celle  que  représente  l'équation  u=J^  (  n\  175  ),  dans  laquelle  e  est 
égal  à  l'arc  ON^fig.  1 1 ,  et  u=JM.  Les  coordonnées  étant  po- 
laires,  la  difFérentieUe  de  l'aire  sera  ^^  (n%  z8i  );  mettant  pour  u 

sa  valeur  ,  et  Intégrant ,  il  viendra 1-  const.  mais  on  doit  né- 

giîger  la  constante  lorsqu'on  compte  les  aîres  à  partir  delà  ligne ^O, 
sur  laquelle  /=o,  et  par  conséquent  la  surface  A  CM  =2 — -- — . 
Après  une  révolution  du  rayon  vecteur,  on  aura  l'espace 

'ACMB  =  — ^^ — %  «•  étant  la  demi^circonférence  du  cercle  OJV; 

le  rayon  décrivant  reviendra  dans  la  direction  AM  ,  et  déterminera 

YesmceJCMSCM'=A*^ — — — ^ ,  et  ainsi  de  suite. 

.  .  I 

Dans  la  spirale  ^Archimhdc  (  n*.  275   ),  A=  — ,  72=1,  et 

ACM=i ",    résultat   qui,  lorsquoa   y  fait  r=2îr    donne 

ACMB='^. 

^  ^  A^ 

Dans  la  spirale  hyperbolique  ;i =— 1  et  ACMz=z j  Taire  de 

2  »    ' 


De  la  rectifica- 
tion des  Courbes. 
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cette  courbe ,  qui  fait  autour  du  point  A  une  infinité  de  révolutions  ^ 
est  infinie  lorsque  /=o  ;  on  se  conduira  donc  à  son  égard  comme 
pour  les  hyperboles  et  on  aura  pour  l'aire  comprise  entre  les  deux 

rayons  vecteurs  correspondans  à  t=a  et  à  /=*  ,  '^^('^ V' 

Dans  la  spirale  logarithmique  enfin  (  n'.  178  ) ,  .=1  « ,  V.  =  ^. 

u*dt  udu  '  JX* 

et  la  di£Férentielle devenant %  donne -4CM= — .  L'aire  est 

2-1  4 

nulle  quand  u=o ,  mais  alors  /  est  infini  ;  car  la  courbe  proposée 
fait  comme  la  précédente  une  infinité  de  circonvolutions  autour 
du  pôle  A. 

500.  La  différentielle  de  Tare  d'une  courbe  rapportée  à  des  coor« 

données  perpendiculaires  entr'elles,  est  exprimée  par  ydx^-^dy^ 
(  n*,  279  )  ;  en  y  substituant ,  au  lieu  de  dy  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  différentielle   de  la   courba  proposée  ^  elle  prendra  la 

■ 

forme  Xdx  ^  et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de  Tare  de  cette 
courbe.  Demander  la  longueur  de  Tare  d'une  courbe ,  c'est  demander 
sa  rectification ,  parce  que  la  solution  de  ce  problême ,  lorsqu'elle 
s'obtient  exactement ,  met  en  état  d'assigner  une  ligne  droite  qui 
soit  égale  à  l'arc  dont  il  s'agit. 

'  501.  Prenons  pour  premier  exemple  Içs  paraboles  des  divers  degrés 
et  représentons  leur  équation  par  y=^po^  %  n  étaht  un  nombre  quel- 
conque entier  ou  fractionnaire  ;  nous  aurons 

dy=:npx''-'dx^       Vdx^+dy^dxy'  i+nyx'"'-*: 

l'arc  parabolique  sera  donc  exprimé  par/(i+nV*jir*'"-*)'</ji:.  Cette 
intégrale,  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algébrique ,  lorsque 
Fexposant  xn — %  sera  égal  à  Tunité  ou  s'y  trouvera  contenu  ua 
nombre  exact  de  fois  (  n**.  385  ). 

Supposons  d'abord  2/2  —  1  =  i  j  il  en  résultera  n  =  |  et 

9^ 


/(ïH^>*x*«-*)VAr  = 


8a* 
r  (i  +  -p*x  y+  corist.  la  courbe  proposée 

^7P  4 


^era  donnée  par  l'équation  j^=/^À:%ouy=/>*A:%  et  par  conséquent 
la  même  que  la  parabole  du  troisième  ordre ,  qui  est  la  développée 

4e 
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Je  la  parabole  ordinaire  (  n^  167  ).  Si  on  compte  les  arcs  à  partir  ^ 

g  »  • 

du  point  oîi  :r=o,  on  aura" j[(i  +  -p^x^Y — i]. 

En  faisant  successivement  m— x  =  ^,  =i«tc-  *1  viendra 
i»=j,  =jetc,  ce  qui  montre  que  les  paraboles  représentées  pat 
les  équations  y  :=/?V,  y=/?Vetc.  sont  rectifiables  ;  à  Tégard  des 
antres  on  né  peut  obtenir  leurs  arcs  que  par  approximation. 

Pourla  parabole  ovdiiiaire  9  dans  laquelle  /x=x ,  on  a/(i  +  AP^x^Ydx; 
et  par  la  formule  III  du  tableau  de  là  page  40,  on  trouve 

/{i+4P^xydx  =  1  jc (  I  +  4p'x^ )"+  i  r        ^       ■;  et  comn?e 


dx 


=  — 1  ( ipx+  ^?+4?^>+  ^<^«^*  (  »*•  378  ) f 


il  en  résultera 

i  i      t  /— ^. 

Telle  est  la  valeur  d'un  arc  quelconque  de  la  parabole  ordinaire; 
on  peut  y  supprimer  la  constante^  énfaisaot  coi&mencèr  Tint^rale 
lorsque  jk:  =  o. 

L'arc  des  hyperboles  données  par  Téquationy  =^  xr*^  a  pour  eip* 

pression /r-*-"^:r(:r*"+*+/iy)%  et  ne  peut  s'obtenir  que  par  ap- 
proximation, 

501.  La  différentielle  de  Tare  de  cercle  est  ■  —  «  lorsqu'on 

/     A  d  X 

part  de  Téquation  j^*=tf • — x^ ,  et  — ,  quand  on  emploie 

V  xax'^^xx 

Téquation  y*=i%ax^^x^i  sous  Tune  et  l'autre  de  ces  former  ^  son 

intégrale  ne  peut  s'obtenir  que  par  approximation ,  et  nous  en  avons 

déjà  donné  plusieurs  développemens  (  n*,  410  ). 

503.  Passons  à  l'ellipse  et  prenons  pour  équation  de  cette  courbe 

A'                                                            dx\/i^—(  tf  *—*•)** 
j^*=  —-(a* — x^)\  la  différentielle  de  son  arc  sera '  ■  ■  : 

^  .  Va^—x^ 

Calcul  huégralm  Z 


/ 


4 


«  _ 
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faisons  pour  plus  de  simplicité  le  grdnd  axe  ^=1 ,  et  rexcentdché 
tf* — b^=zi — A'=5<%  nous  aurons  lare  lui- même  égal  à 

—  ■  •  Déjà  dans Jes  n**.  416  et  419^  nous  avons  trouvé 

V  i  —  x^ 

des  séries  qui  donnent  une  valeur  approchée  de  cette  intégrale  lorsque  e 
est  très*petit  et  lorsqu'il*  est  presque  égal   à   Tunité;  la  première   ^ 
conviendra  aux  ellipses  peu  aj^laties  et  la  seconde  à  celles  qui  le 
sont  beaucoup. 


♦        •  • 


En  supposant  xr=:|.^  dani  la  série  du  n"".  416.   et  mettant  - 
à  la  place  de  Tarc-rf-quifet  alors  de  90%  il  vient 

.      -9rfl c^^^   "    y      ■  ^  g^~    •  •       ■  ♦  ^    ^;   ^e^— etc.), 

développement  très  -  convergent  lorsque  c  est  une  ^petite  fraction. 
Quand  e  sera  peu  différent  de  Tunité  •  il  faudra  avoir  recours  à  la 
série  du  n"".  41.9»  \    ^  .    • 


^r 


504.  L'é^pifltion  de  lltypcrbple  étant  y±=:-^(x* — «•) ,  oa  a 

m 

^       !       — ■—■  p6\u'  la  âtSétentveUe  de  soa  arc  ;   ciisant 

a=  i  y  a^  +  h*=  i  +  b^=^  e* ,  <tx  drc  se   trouve    exprimé  par 

^  et  peut  se  développer  en  série  parle  procédé  dxt 


/ 


n".  419  »  dans  le  cas  où  «  est  très-approchant  de  Tùnité^ 

50^5.  La  différentielle  de  l'arc  elliptique  et  celle  de  Tare  hyper» 
It^olique  y  se  changent  dans  les  suivantes. 

iLx{,i^ex^)  rfjcÇeV— 1)  ^ 

en  multipliant  chacun  de. leurs  termes  par  le  radical  du  numérateur  ^ 

•et  on  peut,  sous  cette  forme,  leur  appliquer  les  transformations 

indiquées  dans  les  n***.  411  et  411.  Le  calcul  s'effectuera  en  même 
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tems  pour  Tune  et  pour lautre , en  prenant  Texpres^ion plus  générale 

^<^ ,  qui  se  rapporte  à  la  différentielle  de  l'ellipse 

lorsque  p=i ,  f=e,  et  à  celle  de  l'hyperbole  lorsque/=<,  î=i. 

Si,  dans  les  formules  du  n*.  421  »  os  met  jc  à  la  place  de  u^ 
^+Bx^  à  cellç  de  Af,  comme  on  a  £=;0,  la  partie  rationnelle 
ldu  +  rdu'+  LW+  U'dii^'  deviendra       • 

Xp  %p\  %p    .%p    ' 

«t  en  faisant  pour  abréger 

la  partie  irrationnelle  sera    . .  .^  ^  : 

L'in^alité  des  coefficiens/"  et  ^"  sera  plus  coimdérable  que  celle 
des  coefEciens/y  et  y ,  et  $it>n  ne  trouvoit  pas  encore  la  fraction  — ^ 


fiZ^ 


P 


assez  petite  pour  faire  usage  de  ^approximation  ^lu  li^.  411  ;  on 

pousseroit  plus  loin  la  transformation  ;  matis  dans  le  ca»  très*>déf|i« 

vorgble  oti  />  =  i ,  ^  =  0,9 ,  on^trpuveroit 

/=i,44,  ^=0,56,  /=2,76 ,  Y— 0,12,  /'=5,si , '/'=o,oi  5 

/'         I    ■        . 
d'oîi  -^  = •  environ.  Si  on  vouloit  au  contraire  rapprocher 

les  coefEciens  de  xf  Tun  de  rautre,  on  se  serviroit  des  formules  du 
n*.  413. 

Ces  transformations  vont  nous  conduire  à  des  rapports  remar- 
quables  entre  les  arcs  de  plusieurs  ellipses,  dont  l'excentricité  varie 
suivant  une  certaine  loi ,  et  nous  donneront  les  moyens  d'exprimer 
par  ceux-ci  l'arc  hyperbolique*  1 

506.  Soit  —4=^^^  la  différentielle  de  Tare  ellîptiqu« 

en  comparant  V^(i— A:*)(i^e'A^)  avec  l/(  i  :àzp^u^)  (  i  ±  ?*»*  ) 
(  n*.  422) ,  et  passant  immédiatement  de  ^  à  1^',  coipme  on  Ta  fait 

Za 
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de»  à  )/,  ttous  aurons 

,   *y {7-**)  (»—<•*')  xVi^x* 


4V*+i — ^'         àx        dté 


*= — ^     :»    À""  jï'  * 


= : —  + 


Si  on  to/.W  «  f  =.'.  1.  p^d.  ir,.do™.dl.  de  l'expressio» 
ci-dàsus  deviendra  A^- — —^'  ;  mais  puis<iue 


P 


l'rsi  +  V'i— ^,  ^'=1— .Vi— «*,  on  a 


e'= =  -7-,  e*=«'y*,  et  en  élevant  />'  au  quarré  6a 


trouve  a— «•=/*— iV^i—<* :1a  quantité  (1— «*)/»'*— eS:'*  est  donc 

équivalente  à  [— i/»'V  ÏH? +/''<—«'•/ V*},  et  on  peut  décom- 
poser la  différentielle  précédente  comme  il  suit 

\^T^  dx'  f    {i  —  t''x'*) d x' 

La  seconde  partie  renferme  la  différentielle  de  Tare  de  Pellîpse  dont 
le  grand  axe  =  i  et  Texcentricité  =  t\  et  la  première  partie  dépend 
aussi  du  même  arc.     . 

En  effet ,  en  désignant  /   ^^         i—i^^ —  par  B\  EL  sera  une 
fonction  dex'  et  de  «';ott  aura  dE'=:^—-^Jx'+'^j-rdc;  or  de 


v^7=v^ 


x" 


■x"- 


y.an  tirera 


^E"  .    ^c'x''  et— —  e'— =r:_— t=r^4==t 


t 
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dE' 


.     dE'        ,  d^E 
mais   ■.  .  —t 


',      ^  de'  ^ 


ij.r  j„'  » 


dx'  dK'de'  dx' 

y"*  dx^  ,      .  dE'  V  , 

—. ,  s:£ — t—rr  »    **    P*"^   conséquent 

V^(i-*'*)(i-«'V)  '*« 

SI  on  fait  #  '^  -■       =£  ■  Il  viendra 

J  V {i—x*){i—e'x') 

La  rectification  de  Tellipse  proposée  se  trouve  ainsi  ramenée  à 
celle  d'une  autre  ellipse  dont  l'excentricité  =/•  On  simplifiera  un 
peu  réquation  que  nous  venons  de  trouver  en  observant  que 

car  il  en  résultera 

Nous  tirerons  d'abord  de  cette  équation 

dE'  _  i(i+gO£— (i+<^*)£^--igV  . 

-- —  =  E' — «'  ■— -, , 


</«'  _.      .dE' 

nous  aurons  encore 


r  dx? xeV+  iE'—x{\  + 1^)^ 

d'où  il  suit  qu'on  peut  exprimer  le  coefficient  diffîreatiel — p— ,  ainsi 


dE 


—  — —  au  moyen  des  arcs  d'ellipse  E 

/(i-x'*)(i-e'V) 
et  E\ 

É 

507.  On  peut ,  en  considérant  une  troisième  ellipse ,  chasser  de 

dE' 
l'équation  (1)  le  coefiiciejat  différentiel  -jr*-  En  effet,  si  09  applique 

à  l'intégrale  /  ==========:==,  >  la  transformation  par  laquelle 
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on  passe  de  uf  k  t/'  {  n^  411  )  ^  c*est-à-dire,  si  on  suppose 

I— ^    * 

on  aura 


y'  1 

Posant  ensuite  p"x"—u\  -^  =  ^,  il  en  résultera  /'= 


mais  si  on  désigne  par  E'\  Tare  de  Tellipse  dont  l'excentricité  est  t"^ 
il  est  évident  qu'il  y  aura  entre  cette  ellipse  et  i^elle  à  laquelle  ap- 
partient l'arc  E\  la  même  relation  qu'entre  cette  dernière  et  l'ellipse 
dont  l'arc  E  fait  partie  ;  nous  écrirons  donc  l'équation 


/: 


I— «"• 


semblable  à  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  le  n*.  précédent 
entre  x^EfE'  et  l'intégrale  analogue  en  x'. ,  et  en  vertu  de  la  liaison 
que  l'intégrale  en  x"  a  avec  l'intégrale  en  x\  nous  trouverons ,  en 
substituant  la  valeur  de  cette  dernière , 

.    — 7=7^', r^" — r=7ï^ — "-^'■^ 

Voilà  donc  l'arc  E  déterminé  par  ceux  de  deux  ellipses  moins 
excentriques  que  la  proposée,  puisqu'on  a 


•       e'^ 


508.  En  désignant  par  S''',  £'''',  etc.  le$  arcs  des  ellipses  dont  les 
excentricités  respectives  /",  /'%  etc.  soient  calculées  suivant  la  loi 
précédente,  on  auroit  entre  E\  E%  E\  entre  E\E'\E""  et  ainsi 
de  suite ,  des  équations  semblables  à  l'équation  (1)  ,  au  moyen  des- 
quelles la  rectification  de  la  première  ellipse  E  seroit  ramenée  à  celle 
de  deux  ellipses  très-excentriques  :  les  mêmes  relations  auroient 
également  lieu  entr^  les  ellipses  qui  la  précèdent  dans  l'ordre  de  leurs 


\ 
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excentricités.  Si  on  fait . . .  e  =  ■ '  ,      e  =  ■: . 

et  qu*on  représente  par.....  .''£,  '£  les  arcs  des  elUpses  dont 

les  excentricités  respectives  sont ''c ,  'e ,  on  aura  entre  les 

-lires» ''£,'£,  £  ,  JS',  i?'^. . . . . .  combinés  trois  à  trois  con- 
sécutivement 9  une  suite  d^équatioiis  semblables  à  l'équation  (  i  )  et 
telles  par  conséquent  que  si  on  connoît'deux  quelconques  de  ces 
arcs  y  tous  les  autres  seront  déterminés  ;  mdis  comme  la  suite 
...^.•^\y  V 9  é ,  c'y  e^\  etc.  est  décroissante ,  si  on  la  pousse  un 
peu  loin  y  soit  avant  ^  soit  après  r,  les  termes  extrêmes  différeront 
beaucoup  :  1  une  àes  ellipses  correspondantes  seîa  très-excentrique , 
tandis  que  l'autre  le  sera  peu ,  et  ces  deux  ellipses  donneront  la  recti- 
fication de  toutes  celles  de  la  suite. 

Si,  on  fait  :3ir=i",  l'arc  -S,  que  nous  représenterons  alors  par  -Ei  , 
devient  égal  au  quart  de  1  ellipse  proposée  ;  u\  x\  tf^,  x'^  s^éva^ 
noi|issent  dans  la  mêm^  circonstance  ;  mais  on  se  tromperoit  ^i  Ton 
pensoit  qu'il  en  api^sy^utant  aux  arcs  E*  et  E'\  car  le  premier  s'élève 
alc^s  à  la  moitié  de  la  circonférence  de  l'ellipse  dont  il  fait  partie  ^ 
et  le  second  est  ^g^l  à  la  circonférence  dé  l'ellipse  à  laquelle  il  se 
rapporte.  Pour  s'en  convaincre ,  il  faut  observer  que  x'  s'évanouis^ 
sant  quand  x=o  et  quand  x=i ,  doit  avoir  entre  ces  deux  points 
un  maximum ,  et  on  trouvera  bientôt  qu'il  répond  à  ;r'=  i ,  d*6ii 
il  suit  que  tandis  que  la  variable  a:  va  de  o  à  i ,  la  variable  x' 
passe  successivement  de  o  à  i  et  de  i  à  o.  Nommant  donc  E'i  le 
quart  de  la  seconde  ellipse ,  xE'  i  sera  la  valeur  de  lare  £' lorsque  jc=:  i  . 
L'enchaînement  des  valeurs  de  :r',  de  x''  et  de  «''  prouvera  de  même 
que  lorsque  at'  va  de  o  à  i ,  jc^  va  de  o  à  i  et  revient  de  i  à  o , 
et  que  quand  :t'  revient  de  i  à  o ,  V'  passe  de  o  à  — i  et  revient  ensuite 
de — I  à  o  ;  d'oîi  il  suit  évidemment  que  Tare  £'^  renferme  les  4  quarts 
de  Tellipse  et  est  égal  4-Ci ,  suivant  notre  notation.  Diaprés  ces  re- 
marques ,  qu'il  est  aisé  d'étendre  aussi  loin  qu'on  voudra ,  l'équa-* 
tion  (i)  se  changera  en 


xE'i—{i  +  c')Ei       i  +  e^'   4£^'i— 1(1 +  /')£'! 

— 7; =*  — —  •       '■  ■>■■  , —  *»•••. 


0). 
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Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  quarts  de  trois  ellipses 
consécutives. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  lire  sur  les  propriétés  des  arcs  elliptiques 
est  dû  à  Legendre ,  qui,  a  obtenu  le  .premier  l'équation  (  i  )  » 
mats  par  des  considérations  différentes  de  celles'  qui  nous  y  ont 
conduits. 

FIG.  8»      509.  La  difFérentielle  de  Tare  elliptique  s'exprime  d'une  manière    « 

très-simple,  au  moyen  de  l'arc  qui  lui  correspond  dans  le  cercle  décrit 

sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Soit  EN^=i^^fig.  8,  on  aura 

'  .  dx 

CP=:r=sin^,  =i/y  et  par  conséquent 

dE=id^V  \ — «'sin^*;  faisant  aussi  jr'=sîiT/y  on  aiu-a  pareillement 

^      •          if      /    •!     •    J       •     f     (i  +  V^i— <*)sxn^cos^ 
et  puisque  puz=^x\  il  viendra  sm  ç  =  -^ ^  ■ /  : 

r  I— tf*sin^* 
l'arc  du  cercle  AEatA  ^  relatif  à  la  troisième  ellipse ,  étant  désigné 

/,•/..//      (i  +  *^i — <")sîn«'cos/ 
par  «  ,  on  aura  A;^=sin©    et  sm^  '=  -^^ . 

Vi— e'^sin*'* 
Les  équations  (i)  et  (1)  se  changeront  en 

dE' 


<^siny^+^— (^  +  0-g'_    1  +  /^     e'^smp''^E"—\i^e'')E' 


••(5). 


510.  Par  une  transformation  analogue ,  l'expression  de  l'arc  hy- 
.  perbolique  se  ramène  à  deux  arcs  d'ellipse  :  c'est  ainsi  que  nous  allons 
présenter ,  d'après  Legendre ,  ce  résultat  auquel  Landen  est  parvenu 
le  premier  par  des  transformations*  moins  simples. 

Soit  I  l'excentricité  de  Thypérbole  proposée,  c  son  axe  trans* 

versé,  *=V^i — c*  son  axe  conjugué  ;  on  aura^  =  -V^jr* — «*.  On 

ne  sauroit  dans  ce  cas  prendre  ji:  =  sin  ^ ,  puisque  cette  variable 
croît  indéfinimeot  >  mais  on  fera  x*=z  «*  (  i  4.  ^*  ta;ig  ^ *  )  ,  et  il 

^  viendra 
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viendra  y^i^  tang  p  ;  nommaot  H  l'arc  de  cette  hyperbole  »  oa 
ttowrera 

.  ^V»V^i4-tang»*    _  h^d^ b^.iAzti%p  ^ 

cos**  r  1  +  *•  tang  ^*  cos**  V  i  —  «*  sin  ç*  k  i  — e'sin^ ^ 
Si  on  différentie  la  quantité  tangçv  i — e*sinf%  on  obtiendra 
d^V i — e*sin^'        €*sin^*^^   _<'♦('  —  «*sinç*)         e*J!»sîn»*  ' 

-   cos^V  V^i— «•sin*'    cos^ V I— «•sinç*       V^  i-^^sin»'  * 

mettant  i-~cos^%  au  lieu  de  sin^*  dans  le  numérateur  du  premier 
terme  y  il  en  résultera 

j.       %/ — — — :        (*t— «•)^»        e*(i— dofV* 

i^  tang  çr  I— ^e^sm  ç'= — -^^ — 7===n+  - — 

cos^*  K  I — e*sinç'     K  i  —  «*  sih  ^* 

Vd^  t^dm  cos  ©•  ^ 

cos^*  V  I  — e*sin  ^'     ri  — e'sin  ^\ 
comparant  cette  dernière  expression  avec  celle  de  dîl^  on  aum 

J/i-e*sin»*. 
Mus  si  on  représente  l^i— e*^sin<?  par  R^  on  en  déduirai 
sjn  *•=!  — ; —  ;      cos  ♦*= ~^-: — ^ ,  et  par  conséquent 

H^Rtmzf^/Rdp  +  (  I  ^^-)J'JL.  . 


fRd^^fd^V i^-mp^=E ,  r  j|=^ 


on  aura  donc 

H  =  tang  f  V I— rtin  ç*— £+ (  i— e')(£— ^  5^)  • 

Enfin  si  on  chaire  ^,  f  »  £9  J?,  en  e'^  fi',  E',  ff^  et  4{u'oa  mette 

dE' 
pour  £'— /  — —  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (4),  il  viendra 

jBr=tang^'V^i~«'»$in^'+ie'sin^'+£'—(  !+/)£. 
Cette  expression  appartient  aux  arcs  hyperboliques  comptés  du  sommet 
de  la  courbe ,  car  die  s'évangiik  à  ce  point  oh  Ton  a  x=t\  d'oh  il 
Calcul  imigralé  A  a 


i96   Ch.U.  (IvADMATunE  des  Courbes; 

j    résulte  tang  p'~o  i  et  par  conséquent  ^ '— o.  En  effet  ^  lorsque  «'ao» 
£'zz^o ,  et  en  remontant  aux  formules  des  n^''.  509 ,  506 ,  qui  donnent  ^ 

eV+i K 

pour  l'ellipse  9  sin»'=;i;'==p»',      sin  #=;(;,      *•= — ^ 

1 4-  «'sîn  p* — cos  <!>'y  i  —  e"  sin  (p'*  .  . . 

on  trouve  sin  ©*=  -^— — ^ — 1  te  qm  rait 

voir  que  ^  et  jF  sont  nuls  en  mime  tenu  que  ^'  et  ÊV 

511.  Quand  f  =90%  hypothèse  qui  répond,  dans  ITiyperbotc  > 

à  une  abscisse  infinie  ,  la  première  partie  tang  ç'  V^  1  —  e'*  sin  $'%  de 

la  valeur  de  If^  devient  infinie,  mais  la  seconde  reste  finie  ,  puisque  £* 

-     se  change  en  E'  i  (n^.  508  )  et  que  Tare  E  prend  une  valeur  relative  à 

sinip^rrr-ÎJ—  et  moindre  que  Ei.  L*expression 

tang  ç  V I  —  ^'*sin  q/^  est  celle  de  la  longueiur  de  la  tangente  MS^ 
ne  11.  ^.11»  comprise  entre  le  point  de  contact  et  la  rencontre  de  la 
perpendiculaire  CS  abaissée  du  centre  ;  pour  sVn  assurer  on  com- 
parera les   triangles  semblables  CST  tt  PMT^  qui  donneront 

CTxPT  ^^,  w^,  ,^_Mf+CTxPT^     Q 

~^mT~*  "^         îifr — 

les  valeurs  générales  de  Pr,  CT et  Af r  étant  ^^,  ^  ^7"^   "^  i 

tuant  pour  *<<*,  J'»^»  wufs  yakurs ^ ^ — >  — ; —  * 

COS  ^  cos^ 

observant  que  V^dx^+dy^:^ ^  (  n%  préc  ),  on  aura 

COSip  V I— «•cosip' 

Jlf  J=(e*+**)tang<p  V^i— €*sin<p%  ou   =^ tang  f^W i^e sin (p'% 
en  accentuant  les  lettres  <  et  ç  et  à  cause  que  e*+**=:i. 
n  suit  de-là  que 

JMr-^  ilf =^'— tang  ?  V 1  —  /*  sin  ^'»=  2  /sin  /+  £  ~(  i  +  «')^- 
I>ans  la  supposition  de  ^'=90**  ou  de  jc  infinie  >  la  ligne  MS  st 
confond  avec  Tasymptote  Jt  JT^^  et  par  conséquent  la  différence  entre 


\ 
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4a  branche  infinie  JF  et  son  asymptote  CY\  ou  plutôt  la  limite     • 
des,  dU^ences  entre  les  arcs  hyperbdiques  et  leurs  tangentes  prises 

comme  ci-dessus,  est  égale  à  m'+£'i--(i +«')£,  £  désignant  la  va- 
leur de  Parc  E ,  correspondante  à  dn  t'=  iii.  Il  est  à  propos 

d'observer  que  l'équation  (5)  donne  immédiatement  l'arc  Evx  moyen 
des  quarts  d'ellipse  E'i  et  E"i  ;  car  ayant  sinf'=i ,  il  en  résulte 
sin  »"=o  et>*=s  180%  d'après  la  remarque  du  n*.  508. 

511.  En  combiqant  les  transformations  des  n".  399,  ^01  j  40»; 
avec  celle  du  n'.  411 ,  la  différentielle^  ^'^'^ 

se  ramènera  aux  suivantes 

/du  pifdu  p    du 

^  étant  /(i=ty»*)(i±y»«»)  ;  l»expression  -^  se  réduira  à  la  forme 

■  ■ ..  :;  en  faisant />«  =  sin  »  et  -^  =  «%  lorsque  /^»  et  ^•^ 

V I — e*smç'  f'  ^      ^  ^ 

auront  le  signe  — ,  et/  « = tang^ ,  -^'"7*  ==  <•,  lorsqu'ils  auront 

K  signe  + .  Par  là  il  est  âicile  de  voir  que  les  trois  transcendantes  ; 
«apportées  ci -dessus,  sont  comprises  dans  la  formule  générale 

C+2?cosf*  Vi_««sin^.* 
Legendre  leur  a  donné  le  nom  de  transcendantu  tUipàqms ,  à  causa 
que  les  deux  premières  et  la  dernière ,  dans  certains  cas ,  peuvent 
s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse ,  et  il  est  entré  dans  beaucoup  de  ' 
détails  intéressans  sur  les  propriétés  de  ces  transcendantes  et  sur  les 
moyens  d'en  avoir  des  valeurs  approchées ,  dans  un  mémoire  auquel 
nous  renvoyons  nos  'lecteurs. 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  observant  que,   puisque 
sm  ^'ss  i  —  I  cosiç  (  Int.  n°.  43  ) ,  le  radical  /i--sin«V  se  transr 

fonneen  l^i-|«-+i«-cosiç=V^7=re-î.l/, ^cosi<», et 


/ 
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<Iiie  par  conséquent  si  on  Uk  iç  =  {;,      t^=^^9  ^^  ^M 

(i— 5«*)'(t+'2COS{)%  et  /r  sera  toujours  moindre  que  Tunîté;  on 
pouna  donc  aussi  employer  à  l'intégration  des  transcendantes 
elliptiques  les  séries  données  n*.  459  et  suiv,  pour  le  développement 
de  (  1  +  72  cos  :;;  )*,  ou  d'autres  qui  s*obtiendront  par  des  procédés 
analogues. 

513,  Il  nous  reste  à  parler  des  courbes  transcendantes.  L^équation 

de  la  cyctoïde  étant   -7^= —     ^  (  n^.  17 1  ) ,  on  en  tire 

^dlF+dy=J^^ ,  différentielle  dont  l'intégrale  est 

Vzr—y 

=— 1 V^  ir  (ir-^y)  +  canse.  ;  mais  il  est  évident  que  V^  ir  (ir— jk)  «s* 
FIG.  la  l'expression  de  la  corde  mg,fig.iOj  du  cercle  générateur,  et  comme 
la  partie  variable  de  intégrale  s^^évanouît  au  point  K  cix  y=^r^  il  s'en- 
suit qu'elle  exprime  l'arc  MK ,  on  a^donc  MK^=^%mg^  ^K=:%qg^  et 
par  conséquent  ^ M=z^ R  —  MKz=^x{gq — 'wg)î  ces  résultats 
s'accordent  avec  celui  du  n""..  173. 

5 1 4.  Pour  donner  un  exemple  de  Tusage  de  la  formule  Vt^dt^ + ia% 
qui  exprime  la  différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  rapportée  aux  coorH 
données  polaires  (  n"*.  279  )  ,  nous  prendrons  les  spirales  dont  Téqua^ 
tion  est  « = ^  /^,  et  nous  aurons  à  intégrer  la  différentielle 

J//^drr»»+;i»^V-;^==^/^V/(/*+»*)»';  Lorsque   «=1  ott  a 

seulement  u/i//(r*+n»)^  différentielle  de  la  même  forme  que  celle  de 
Parc  de  la  parabole  ordinaire  (  n*.  501  );  d'où  il  suit  que  c'est  à  la  recti- 
fication de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle  de  la  spirale  d'Archimede*' 
Dans  la  spirale  logarithmique  on  a  r  =  12/,  ce  qui  donne 

V v^dt-^du^^=ziu  ^/a  ;  l'arc  de  cette  courbe  a.doncpour  expression 
«l/T+cOTir.  o^i  seulement  i/j/T>  ea  partant  de  l'origine  des  rayons 
vecteurs  ;  et  on  voit  que  quoiqu'il  se  trouve  entre  cette  origine  et 
un  point  quelconque  de  la  courbe  une  infinité  de  révcdutions ,  elles 
ne  composent  cependant  qu'une  longueur  finie ,  igale  à  la  diagonale 
du  qifané  fait  sur  le  rayon  vecteur» 
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515,  Les  surfaces  courbes  que  les  Géomètres  ont  considérées  les  ^^  ^^^j^  ^^^^^ 
premières  sont  celles  de  révolution ,  parce  que  les  dîfFéréittielles  de  nés  par  des  Surfa- 

»  7  r  T  .ces  courbes  et  de 

leurs  aires  et  des  solides  i)u'elle5  comprennent  ofil  une  expression  i^  quadrature  de 
plus  simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbès'en  général     J^^ç"|;çj[jf^„'  ^^j^* 
Soit  u  le  sotide  engendré  par  un  segment  ^MP  ^fig.  1 3  »  d'une  Courbes  à  doubk 
courbe  quelconque  -k/  Z ,  tournant  autour  de  Taxe  u^V  pris  iJans  ^^jr^crij, 
son  plan  ;  il  est  évident  que  ce  solide ,  terminé  par  le  plan   cir- 
culaire déqrit  par  l'ordonnée  Jtf P,  est  une  fonction  de  l'abscisse 
^P=x.  Si  on  prend  PF=k^  que  Ton  mène  une  seconde  or- 
donnée 3/'?^  et  les  droites  M/î  et  SM\  parallèles  à  PP'/on  v€rta 
que  le  solide  u  s'accroît  de  celui  que  décrit  le  trapèze  curviligne 
PMM'P'y  en  tournant  autour  de  PP\  et  que  ce  dernier  solide  est 
compris  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectangles  MP'  et  PM\ 

Ces  cylindres  ont  pour  base  les  cercles  décrits  par  les  ordonnées  Pil/^y, 

•  • 

et  P'-M'=  y  +  -Z  -  .{ L f-  etc. ,  leur  hauteur  commune 

dx  I         dx^     I.i 

est  PP'-^sh  y  et  en  nommant  ^  la  denn*circonférence  du  cercle  dont 

le  rayon  =  t  ,  leurs^  solidités  seforit  9r j^*  et  if^y -^ -j- h^ t\c?j^\ 

dx 

du 

on  trouvera  par  le  raisonnement  da^%  atSo  que  ■  y  *  =  »>* ,  d'oÙJ 

dx 

u:=^irfy*dx.  Lors  donc  qu'on  aura  l*équatïon  delà  courbe  AMZ^ 
on  substituera'pour y  sa  valeur  en  x ,  et  l'intégration  fera  cou- 
noitre  la  solidité  d'un  segment  quelconque  du  solide  engendré  par 

cette  courbe» 

♦  9  . 

516.  Pour  trouver  la  dîf!&rentielle  de  Taire  du  xiAvtkt  solide,  Il 
faut  chercher  le  premier  terme  du  développement  de  Taire  décrite 
par  Tare  H  M  correspondant  à  Tabscisse  PP'=ih^  puisque  cette 
aire  représente  le  changement  que  subh,  lorsque  :r  devient  x+A^ 
Taire  totale  produite  par  la  révolution  de  Tare  ^M.  Si  on  mène  la 
corde  MM  et  la  tangiente  MN^  elles  décriront  J  une  et  l'iautre  <fes 
cônes  tronqués  dont  les  valeurs  respectives  seront  wMM'(MP+M'p') 
etw.MN(MP+M'N)i  et  11  est  évident  que  la  surface  décrite  par 
Tare  M  là!  sera  plus  grande  que  le  premier  cône  et  moindre  que  le 
second  augmenté  de  la  sur&ce  décrite  par  MN^  hquelle  est  la  diffê^ 


ipo  Ch.  il   Q^uaoratuxe  des  Courbes , 

renée  dfs  deax  cercles  concentriques  dont  les  rayons  sont  FM  et  FN; 
Cela  posé ,  les  développemens  de  FM'^  M'N  et  de  la  corde  MAt 

«ontj<+y-+etc.,    y +etc.,^   (•+/•)**+ etc. (n\  179) ^ 

I  .^  •  ^ 

I 

et  on  R  MN=^(i+yyk,  PN^PM^^-NR^y+yh;  en 

substituant  ces  valeurs  et  en  se  bornant  à  la  première  puissance  de  k , 
on  trouvera  que  les  développemens  des  deux  sures  ^  entre  lesquelles 
£st  comprise  celle  qu'on  cherche  ^  commencent  toiis  deux  par 

i 

f^yii+y^yà^  d'oà  il  suit  que  le  coefficient  différentiel  de  Taire 
décrite  par  Tare  ^M  est  égal  à  XTry  \/i  +  y •=i^j  k      i  +  -'t^- 

et  que  par  conséquent  iwyydx*+  dy*  est  la  différentielle  dé  cette 

iaire^ 

On  parvient  ^ur  le  champ  à  cette  expression  ^  ainsi  qu'à  celle  du 

n"".  précédent  ^  en  regardant  la  courbe  ^MZ  comme  un  polygone  ; 

car  alors  l'élément  d^la  solidité  est  le  cylindre  décrit  pal:  le  rec« 

langle  MP" ,  et  celui  de  l'aire  est  \t  tronc  de  cône  décrit  par  le 

côté  MM!. 

517.  Noos  in^steroos  peu  sur  Us  appUcatioos ,  qui  n'ont  par 
'  £lles-mêmes  aucune  difficulté.  Si  on  prend  l'équation  à   l'ellipse  ; 

^12=— (  x/t  «r.-^  jc*) ,  on  trouvera  que  le  solide  qif elle  engendre  en 

tournant  autour  de  son  grand  axe ,  ou  t ellipsoïde  allongé ^  est  égal 

.  à.  — : ,    puisqu'un  segment  de  ce  solide  a  pour  expression 

3 

iax'^x')dx—--^fax* )  +  f ofl*^ ( b*.  5 1 5  ). 

Quand  4=^  y  le  sc^de  proposé  devient  une  sphère  et  l'expression 

3 

de  la  solidité  est  - — ^^  ainsi  qu'on  le  trouve  par  la  Géométrie 

î 

élémentaire,  ' 

Si  l'ellipse  étoit  rapportée  à  son  centre  »  ou  qu'on  employât 

A* 
l'équation  j^*=—(tf*—:c^),  On  aiiroît  le  mime  résultat ,  en  obr 


/-^^ 
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nrrmt  que  pour  eaibnnt«r  le  soUde  entier ,  il  faudcoÂt  {^rendre 
riatégrale  depuis  x,sf^ ,  jus^u'è  ;c=;r^.  La  soUdité  du  s<gm#nt'seroit 


alors  / j —  (  a»—  a:'  )  </  ^=  — ;^  (3  a^x-r-x^ + cOTiA  et  oh  auroit 


/- 


%hrdx\^a* — (a^ — i*)x'  ^         •     , 

' —  pour  l'expression  de  sop  aire,.  Cette  inte- 


a* 


grale  se  rapporte  lacilement  à  la  surface'  du  segment  circulaire  dont 


<»• 


fabscisse  est  «  et  le  rayon  —-—     ■    :  lorsqt^oo  sup^^oM  «=i, 

elle  se  réduit  à  fia'3rdxz=:zavx+  const.  et  donne,  en  la  prenant 
depuis  x=:a^  jusqu'à  x=i — a^  4^^*  pour  la  surface  totale  de  la 
sphère* 

5x8.  Ce  sujet  naos  oftre  encore  des  exemples  du  peu  de  liaison 
qui  existe  entre  les  différentielles  et  leurs  intégrales  par  rapport  à 
rétendue  des  branches  des  courbes  ou  des  nappes  de  svurfaces  ,  et  un 
supplément  aux  remarques  du  n*.  494.  L'expression  du  solide  en- 
gendré par  la  révc^utioil  d'une  parabole  ordinaire  autour  de  son  axe  , 
est  tffx^\  elle  demeure  par  conséquent  réelle  quand  x  pa^e  du 
positif  au  négatif  >  malgré  que  ce  passage  ne  puisse  avoir  lieu  dans 
la  courbe  génératrice  et  qu'il  n'existe  aucune  paviie  du  solide  d|i 
côté  des  abscisses  négatives.  L'hyperbole  représentée  par  l'équa- 
tion xy^=^p^  «t  qui  n'a  point  de  branche  correspondante  aux 
abscisses  négatives ,  ei^endre  >  en  tournant  autour  de  l'asymptote 
sur  laquelle  se  comptent  les  Jif^  ua  solide  dont  la  valeur  est 

H    ^V     f^^ 

=1  x-^-consu  mais  ^  d'après  ce  qui  précède ,  on  n'en  saurbit 

x 

tirer  aucune  conchision  pour  ou  contre  Pexîstence  simultanée  des 

logarithmes  des  nombres  positifs  et  des  nombres  négâHis» 

519.  Nous  ne  nous  arrftferoins  pas  à  traiter  en  particulier  chacune 
des  famUUs  de  surfaces  courbes  que  nous  avons  fait  connoître 
dans  le  quatrième-  chapitre  du  premier  volume  ;  mais  nous  consi- 
dérerons les  surfaces  courbes  en  général^  en  les  rapponant  à  trois 
plans  perpendiculaires  entr'eux^  au  moyen  des  trois  coordonnées 


/- 
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FIG.  14.  Le  $cffsyaituiPGMM!(l^  compris  entfe  les  trots  plans  ^PMQ; 
PMM\  QAfMy  respectaveaeiit  parallèles  à  chacun  4les  plans  coor«» 
4Qntiés^  ef  la  surface  courbç  proposée  9  est  oécessairement  une 
fonction  des  deux  variables  indépendantes  ^  et  j^  ;  il  peut  s'étendre 
successivement  dans  le  sens  de  chacune  d'elles  ^  pu  vaiier  par  rapport 
à  toutes  deux  simultanément.  En  effet ,  si  on  suppose  que  y  demeu*- 
i;ant  constant ,  ^r  se  change  en  ^+h^^-JtP+Pff  ce  s^;«ent  s'ap-p 
croîtra  de  la  tranche  PGMM'm'mpg^  et  de  là  tranche  QHMM'n'nqh  ^  si 
Fon  fait  varier  y  seul  de  Q/i^=^k.  Enfin ,  si  jt  et  >"  deviennent  simul- 
tanément :r+A=^P+P/i,  ^+*=-^Q+Aî,  le  mêpie  segment 
Sii^ra  alors  pour  limites  les  plans /^  Nlf^  q  NN\  et  digérera  de  son  ét^t 
primitif  par  tes  deux  tranehes  dont  on  vient  de  parler  et  par  le 
prisme  Hf^^N'n'nMmN^  qui  n  est  autre  que  la  variation  qu'éprouve 
la  première  tranche  lorsque  y  se  change  en  ^^^-i^^  ou  la  seconde 

^  lorsque  x  devient  x+h.  C^U  posé ,  soit  u  la  fonction  d«  at  et  de  j^ , 

qui  exprime  la  solidité  du  segment  ^PÇMXfQ^  —h  désSgnerii   le 

dx 

premier  terme  du  développemenit  de  ]^  F^€ur  de    la   tranche 

PGMM'm'fnpgj  ordonné  suivant  les  puissçnces  de  |6  ^  et  —  Jt  celui 

dy 

du  développemenLde  la  valwr  de  la  trandie  QHMMn'nqh^  ordonné 
suivant  les  puissances  4e  k  i  faisait  wîeî  la  première  par  rapport 

à  y,  ou  la  seconde  par  rapport  à  a:,  op  aura  toujours  hk^ 

»    •  ^  dxdy 

pour  Jjg  premier  terme  du  développement  du  prisme  Mm'hf'n'nMmN^ 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ce  premier  terme  est  égal  à  [hki  car 

cette  quantité  est  aussi  le  premier  terme  de  la  valeur  de  tous  les 

pa];allélipipèdes  formés  sur  la  base  commune  M  ni  fi' ri  :=s=hk  ^  et  suit 

chacune  des  ordonnées  MUA ,  ni  m  9  ^n  ^  N'N^  respectivement  ^ales 

à  î,  i+^*+etc.,  c+^+etc,  î+5^*+^*+jetc  (  n'.  jxo^), 

parallélipipèdes  dont  les  uns  sont  plus  grands  et  les  autres  plus  petits 

d*u 
9ae  \t  prisme  phercl^é  :  il  suit  donc  4e  là  que  •— *-  hk^^ihk^  oi| 

Que  7-7- =lf  rt  quepour9l)tji>irle  stf^^t^PGAiM'<lf  U  (i^% 

par 
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|>ar  l^égration,  remonter  du  coefficient  ^fiérentiel 
fonction  u. 


d^a 


^dy 


-  à  la 


d^u 


5 10.  Quoique  le  coefficient  difiSrentiel  j-j-  soît  relatif  i  deux 

variables  ^  on  peut  néanmoins  parvenir  à  la  fonction  dont  il  dérive 
par  les  méthodes  données  pour  Tintégration  des  fonctions  d*une 
seule  9  parce  que  chacune  de  ces  variables  est  regardée  comme 

du 
d — 7— 
^u  dx 

constante  à  son  tour.  En  effets  à  cause  de  -; — -i — =-~7 i 

dxdy  dy^ 

du 

en  aura  — r-*^y=;[</y ,  et  prenant  Tint^rale  de  chaque  membre  , 


dy 


du 


en  ne  considérant  comme  variable  que  y  seul ,  il  viendra  —z=sfZdy^ 

« 

d'oh  on  tirera  -^dx^dxfidyi  intégrant  de  nouveau,  mais  par 

dx 

rapport  à  x  seulement ,  on  trouvera  u  z:=zfdxf{^  dy. 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  cÀté  purement  analytique; 
il  est  évident  que  la  constant^  qu'il  faudra  ajouter  pour  compléter  la 
première  intégrale  peut  renfermer  x  d'une  manière  quelconque ,  que 
celle  qu'on  mettra  à  la  suite  de  la  seconde  intégride  doit  être  consi« 
dérée  comme  une  fonction  quelconque  de^^ ,  et  cela  parce  que  toute 
fonction  de  x  seul  doit  disparoitre  comme  une  constante  lorsqu'on  ne 
différentie  que  par  rapport  à  j^ ,  et  qu'il  en  est  de  même  de  toute 
fonction  àt  y  ^  lorsqu'on  ne  diflFéreniie  que  par  rapport  à  x. 

Votdre  des  intégrations  est  indifférent  (  n*.  x6  ).  En  nous 
occupant  d'abord  de  la  variable  x^  nous  aurions  eu' 

du 

dm       '        '  ' 

d^u  dy 

-j — -_  =  — —i-  j  et  de  là  nous  aufions  tiré  successivement 

a  X  dy  dx 

du 

— — =f^dx^         nz=zfdyfidx.  Ce  résultat  et   le  précédent 

s^écrivenf* comme  il  suit:  '^^fJidydx^  et  ^^^ffidxdy^  en 
£usant  passer  l?s  deux  dîfféreni;ielles  sous  le  dfrniei;  siffkçf,  çt  qui  est 
Çakul  intégral.  Bb 


"V 
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periiis,  en  obiervant  q^c  ehacptt  signe  n'eat  relatif  qu'à  i'uae  ies 

variaMes  cn  particulier. 

Pour  éçlaîrcîr  et  confirmer  ce  qui  précède,  prenons  r=3ï : 

et  nous  aurons 


SUCiL 


tx 


La  première  succession  ^intégrales  donne 

^  =  i.arc(.a„g-^)+X, 

résultât  dans  lequel  -X'  représente  une  fonction  arbitraire  de  :r  ; 
a)outéj&  pour  compléter  Tintégrale;  en  intégrant  de  nouveau  par 
r^PtWt.à  X  eir  faisant  fXdxz=z^^cKï  trouve 

L'intégrale  / arc  ("tang  =  -^  s'obtient  en  série >^  en  mettant  au 

lieu  de  arc  (  tang  =?  -  )  son  dbiveloppemcnt  -  —  -^^-^  —  etç* 
\  X  xy  X       3  I 

(  n"".  40^^  )  ,  et  comme  il  faut ,  après  cette  dernière  ifrië^raition  , 

ajoûlef  une  fonciîoiii  arbitrairede  j/ ,  en  la  dés^tiant  par  y,  on  aura 

enfin  /  l~- -=:-S: +Z— -  + -*— r-  — -.  +  ;-r— ^  —  ctc^ 

En  (gérant  dans  un  ordre  iny«rse  ^  d'après  la  seconde  suTcessioa 

tfirttégrales  ',  ô«'  trouveta-        ;    -    '  ^ 

-^  =  -,rc(,an6:.-)+n 

mais  si  Ton  observe  que  arc^  tang=-  J= arc*  f  t»g=-  ^ ,  on 

aurâ%  après  la  dernière  intégration  et  l^additîon  d'une  fonction  ar- 
bitraire de  x , 


9r 


et  comme  on  peut  comprendre  le  terme  -Iv^  dans  la  •fonction  arbi- 
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traire  F,  c*  résultat,  qitî  se  changera  par  là  en 

sera  le  même  que  le  précédent ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  convaincre  e» 
mettant  pour  are  f  tang  ^=  -  ^  son  développement. 

^xi.  Lorsqu'on  tt%9xit  ff^dxdy  comme  exprimant  le  volume 
â'nn  solide ,  il  faut  avoir  égard  aux  limites  entre  lesquelles  doit 
être  prise  chaque  intégrale ,  et  qui  tiennent  à  la  nature  des  surfaces 
|»ar  lesquelles  le  solide  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  cAxxy  oà  le  solide  est  fermé  par  quatre 
{)lans  parallèles  deux  à  deux  auk  plans  coordonnés  ^CD ,  u4BD. 
En  supposant  que  les  premiers  répondent  aux  abscisses  xz=zay  x^=a!^ 
et  la  seconde  aux  abscisses  y=^b  yy=^i\  on  prendra  rintégrale/^^A; , 
depuis  Jt:  =  tf  ,  jusqu'à  x  =  a\  en  y  regardant  d'ailleurs  y  dommè 
constant  ;  et  nommant  P  le  résultat  obtenu ,  il  restera  à  preftdrt 
rint^rale  fP  dy  ^  depuis  y^ky]  usqu'à  y  —  V^ 

Lorsque  le  salide  proposé  est  ter-oiijié  latéralement  par  des  snrfisiOBi 
courbes^  les  valeurs  extrêmes  de  Tune  des  variables  sont  liées  avec  celles 
de  l'autre ,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant ,  oîi  il  s*aglt 
de  trouver  la  solidité  d  une  sphère  dont  le  centre  tA  en  ^  et  dont  le 
rayon  est  égal  à  r.  On  a  x'+ jr*+  î*=r',  et  par  conséquient 

ffldrxdy=Jfdxdy\/r^—s(^—y^i  on  trouve  d abord,  en  sup- 
posant y  constant f^^dx-r^ 

fdxVr^—x^-'y'=U  V^î^— ^'— J^'+-(r*— y)^cfsin=r 


0 


Ici  la  valeur  extrême  de  x  est  représentée  par  QF,  ordonnée 
du  cercle  BFEC^  suivant  lequel  la  sphère  rencontre  le  plan  ^BC^ 
et  si  le  solide  cherché  doit  être  terminé  du  côté  opposé  par  le 
plan  C^D ,  il  est  évident  que  l'intégrale  ci-dessus  devra  être  prise 
depuis  x=^o ,  jusqu'à  Ar=  QF.  Mais  QF  est  liée  avec  AQ^ ,  car  en 
faisant  ^=0 ,  on  trouve  A:*+y'=r*  pour  l'équation  du  cercle  BFÉC^ 

tfoii  il  suit  ^96  QF=}/t.*'^j4  Q",  et  par  conséquent  poar  une  va- 


19^    Ch.  il  (Quadrature  vbs  Courbes, 

leur  quelconque  de  y^  les  valeurs  extrêmes  de  x  soitf  jr  =  o  et 


flr 


Le  résultat  que  nous  avons  obtenu  plus  haut  se  réduit  à  ~(r*— j^*)t 

4 


7t 


puisque  arc  (sin  =  i  )  =  - ,  et  l'intégrale  fdyfidx  devient 

4  4^3-' 

cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  grande  valeur^ de  yi 

qui  dans  le  cas  actuel  est  ^C^=^r  ^  jusqu^à  la  plus  petite  que  nous 

supposerons  nulle  en  fermant  de  ce  côté  le  solide  par  le  plan  BAD. 

La  solidité  du  segment  ABCD  ^  qui  est  la  huitième  partie  de  la  sphère  » 

sera  donc  — 7— ^  et  par  conséquent  cdle  de  la  sphère  entière  sera ^ 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  nous  aurions  pu  obtenir  immé- 
diatement la  solidité  de  tout  Thémisphère  supérieur  au  plan  ABC  ^ 

en  prenant  la.  première  intégrale  depuis  jr=s=+  r  r* — y^^  jusqu'à 

x= —  Vf* — y^  ;  cardans  ce  cas  les  valeurs  extrêmes  de  x  se  termi- 
nent de  part  et  d'autre  à  la  circonférence  du  cercle  BFBC^  dont  A  C 

est  le  diamètre,  et  on  a  la  valeur  complète  de/{^i;if=-(r*— ^y*)» 

Prenant  ensuite  fiyfidx^z^-  (r^y  —  ^^%  depuis  ^=r,  jusqu'à 

j^= — r,  c'est-à-dire,  depuis  Textrémité  C  du  diamètre  du   cercle 
BEC  ^  jusqu'à  l'autre  extrémité  qui  tombe  derrière  le  plan  BAD  ; 

on  trouve ,  et  en  doublant  on  a  •  comme  ci-dessus .    ■ 

3  i 

pour  la  sphère  entière. 

511.  En  considérant  tes  difFérentîeltes  comme  Tes  accroissemens 
infiniment  petits  des  variables  ou  des  fonctions  dont  elles  dérivent , 
il  est  évident  que  la  valeur  complète  de  dyj^dx  est  Texpression  de  la 
tranche  FHQ/jhf^  comprise  entre  deux  plans  parallèles'  au  plan  JBD 
des  X  et  {;  mais /^^:c  étant  l'aire  de  la  section  FIIQ9  il  s'ensuit 
que  la  tranche  infiniment  mince  FHQqi/ptut  être  regardée  comme 
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égale  à  FHQx  Qj ,  c'est-à-dire ,  à  Taire  de  la  courbe  qui  lui  sert 
de  base ,  multipliée  par  répàisscur  Q  q.  On  voit  enfin  ({\xefdyfidx 
exprime  la  somme  de  toutes  les  tranches  semblables  comprises  fians 
le  solide  cherché. 

523.  En  général,  sH  faut  déterminer  la  portion  du  tolide  pro- 
posé, terminée  latéralement  par  le  cylindre  élevé  perpendiculaire- 
ment au  plan  ABC^fig.  1 5 ,  sur  la  courbe  donnée  ^WC,  on  prendra  FIG.  1  j, 
rintégrale/çi/AT,  depujs  a:=^P  ,  jusqu'à  Ar=u^/^ ,  afin  que  Texpres- 
sion  dyf[dx  devienne  celle  de  la  tranche  MMN'Nnn'm'm.  Les 
lignes  AP  et  Jp ,  respectivement  égales  à  QM!  et  QN'  seront  données 
en  fonction  de -rf  Q=y ,  par  Téquation  de  la  courbe  E*N'G'  dont 
elles  sont  les  abscisses;  en  les  représentant  par  F  {y)  ct/(^),on 
devra  prendre /ç^r,  depuis  x=^F{y)^  jusqu'à  a:=/(j^)  ,  ce  qui, 
comme  l'on  voit ,  introduit  de  nouvelles  fonctions  de  y  que  [  ne 
renfermoit  pas ,  et  pourra  augmenter  ou  diminuer  la  difficulté  de  la 
seconde  intégration.  Pour  obtenir  ensuite  dans  celle-ci  la  vitleur 
totale  de  l'espace  cherché,  ou  la  somme  des  tranches  dont  on  a 
déjà  l'expression  générale  ,  il  faudra  ^rendrefdyfidx^  ciepuîs  FE\ 
jusqu'à  HG'j  ordonnées  qui  répondent  aux  limites  de  la  courbe^'iV^C?' 
dans  le  sens  des  y. 

Il  pourroit  anîver  que  le  contour  E'N'G'y  au  lieu  d'être  une  courbe 
continue ,  fût  Tassemblage  de  plusieurs  portions  de  courbes  difô- 
rentes  >  l'application  des  principes  précédens  à  ce  cas  est  trop  facile 
pour  qu'il  soit  besoin  de  nous  y  arrêter. 

5x4.  On  parvient  à  Texpression  générale  de  la  différentielle  de 
l'aire  d'une  surface  courbe ,  en  imaginant  cette  surface  partagée  en 
zones ,  telles  que  JB(?^«  ,J%.  14,  par  des  plans  parallèles  à  l'un  des  FI&f4, 
plans  coordonnés ,  et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit 
découpée  en  portions  quadrangulaires  MmNriypv  des  plans  parallèles 
à  un  autre  plan  coordonné.  A  l'inspection  de  la  figure  on  voit  que 
GMmg  est  le  changement  qui  arrive  à  l'aire  DGMH  de  la  surface 
proposée  lorsque  x devient  x^h^  que  HMnhest  celui  qu'elle  éprouve 
quand  y  passe  ky+kj  et  enfin  queMmNn  est  ce  dont  la  première 
zone  varie  par  la  substitution  dey+A  k  y,  et  ce  dont  la  seconde 
zone  varie  pajr  celle  de  ^+A  ix.  Si  on  suppose  les  plans  coupaw 
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infiniitient  proches  les  uns  -des  àiltres,  on  pourra  prendre ,  au  lieu  du 
FIG.  16;  quadrilatère  courbe  MmNn  ,fig.  16 ,  son  plan  tangent  MXZY^  qui 
tst  tégal  à  la  racine  àt  la  comme  dés  quarrés  de  ses  projections  sur 
chacun  des  plans  coordonnés  (*)•  La  projection  Mm'N'n!  sur  celui 
des  X  tty^  sera  exprimée  par  dx  dy  ;  en  menant  Y  Y'  et  ZZ"  pa- 
rallèles â  Mv!  et  ;w';sr^  on  formera  la  projection  MXZ"Y*  sur  le  plan 

de  a;  et  < ,  égale  à  MY'xMW,  et  comme  J»fr'=nT— iM'itf=4^rfy; 

dz 

on  aura  MXZ"Y'*:=,  -^dxdy^  on  trouvera  d^une  manière  semblable 

dr 

que  la  projection  sur  le  plan  des  jy  et  i^t^t-^dxdy^  on  aura  donc 

-  dx 
MX''Z"r'=dxdy{y  t  +  i£.+i^=^^^V/i+/,*+j-. 

•en  faisant -j^=/?,  -5=^^  et  si  on  nomme  ^  Paire  de  la  sprface 

a<^  dy 

^proposée ,  il  viendra  3-—  =  v  i + /^' + ^%  ce  qui  montre  que  Tairb 
*^  dxdy  f 

^t  donnée  ,   comme  la  solidité  ^  par  un  coefficient  différentiel  du 

second  ordre ,  et  qu'on  obtient  Tune  et  l'autre  par  le  même  mode 

d'intégration,  en  sorte  que  dyfdx  V \ 4.^»+ ^»  représiMite  la  sur*- 
fece  de  la  zone  FHhf^'j^g.  14,  et  qu'on  a 

s=f dyfdx  V/7+7+7»  ^ffdxdy  VT+7Tf. 
Nous  n'avons  employé  la  considération  des  infiniment  petits  ci- 
dessus,  que  pour  abréger  ;  car  nous  aurions  pu  trouver  les  dévelop- 
pemens  de  deux  surfaces,  Tune  plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que 
MmNuj  fig.  15.  Pour  cela ,  il  aurôit  fallu  calculer  d'une  part  la 
somme  des  quadrilatères  MXZY^  mXZN^  nYZNy  et  des 
triangles  MXm^  MY à  ^  et  de  l'autre  celle  des  triangles  Af m A^ 
et  MhiJ.  En  effectuant  le  calcul  qui  n'est  pas  difficile ,  on  obtiendroit 
h  même  premier  terme  dans  chaque  somme  développée  ;  mais  cet 
exemple,  ainsi   que  beaucoup  d'autres,  montre  bien  évidemment 


{*)  Cette  proposition  est  démontrée  r.*'.  6a  ,  des  *  Essais  de  Géométrie  sur  les 
flans  u  Us  surfaces  courtes ,  cités  à  la  page  435  du  premier  volume. 
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combien  les  principes  de  Léibnîtz  sont  utiles  et  commodes  dans 
les  applications  du  Calcul  différentiel  à  îa  GéométHe^  et  de  quel 
secours  on  se  priveroît  en  y  renonçant,  suf*tout  puisqu'il  est  si  facile 
de  les  ramener  quand  on  veut  à  une  énondation  rigoureuse  (  n"*.  1Ç5 
et  Préf.  page  xix  ). 

5(15.  Des  formules  générales  ff^dxdy  jt^  ffdxdy  v  i +/'*  +  ?% 
on  déduit  facilement  les  diflérenuelles  de  la  solidité  et  de  Taire  des 
solides  de  révolution  que  nous  avons  déjà  trouvées  à  priori.  En 
prenant  pour  axe  de  révolution  la  ligne  AB ,  fig.  14  ^  sur  laquelle  se  FIG.  14* 
comptent  les  jt  ,  les  sections  BEC  et  BGD ,  hite$  par  les  plans 
coordonnés  ABC  et  ABD  seront  égales  à  la  coiurbe  généfatrice ,  et 
les  sections  telles  que  EMG ,  parallèles  aux  plans  AÇD ,  seront  toutes 
des  cercles  ayant  pour  rayon  l'ordonnée  PE  de  la  courbe  génératrice  , 
en  sorte  que  PE=X ,  X  désignant  une  fonction  de  AP=x ,  déter- 
minée par  réquation  de  cette  courbe.  Cela  posé ,  oa  aura 


■■  ■  1  i  -éht 


M'M=l^\/pE"—QM*=^^J^^—y^  et  la  foripule  ff\ixdy 

deviendra  ffdxdy  Vx^^=^fdxfdy  \^ X^—y*-,  or  il  est  fecile  de 

voir  que  la  valeur  complète  de  Tintégrale  fdy  V X^'—y^^  qui  doit 
être  prise  depuis ^=  + -Y,  jusqu'à  ^=— JST,  est  7rJir%  et  que  par 
conséquent  la  seoojidQ  intégratieci  nelattre  à  j^fvboîr  Vefectuer  sw 
mX^dx ,  différentielle  qui  revient. à  c^le  du  n^  5,15 ,  en  changeant  X 
en  y. 
Pour  obtenir  Taire  ton  observera,  ^u*en  Vertu  de  Texptession 

^=  V/Ar*-^%  on  a  ^ 


d^  dX  X  d[  "f-^y 


dx  dx  v/jir*~v*  ^y  V  x^   -^ 


y/       dX 


Xdxdyl^     I  + 


jjdxdyV7WT?=J J      '  .. =-^=fy'dPTdx^r-^ 

%/ x^  V X'^—y'^  JVX 

n  Xdy 

et,  parce  que  /  >    ■  -    .     ,  prise  en  regardant  *  comme  constant , 

et  depuis j'==  +  X ,  jusqu'à  y=. — X ,  équivaut  à  wX ,  il  ne  restera  à 
intégrer  par  rapport  à  X  que  la  difFérentielle  x-xX  ydx^+dX'y  sem- 
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blable  à  celle  qu'on  a  obtenue  dans  le  n^.  j  1 6  ^  en  changeant  de 
même  qu€  ci*  dessus  X  tny. 
5  x6.  Appliquons  encore  les  formules  générales  aux  surfaces  coniques. 
FIG.  17.  5oit  Ajfig.  17,  le  sommet  du  cône,  NnRïà  courbe  qui  lui  sert 
de  base ,  située  dans  un  plan  parallèle  à  celui  des  x  et  { ^  ABD  ; 
nommons  Xtt  Z  les  coordonnées  CN'  et  N'N  de  cette  courbe  ^  et 
faisons  AC-=^b  ;  nous  aurons  pour  un  point  quelconque  SL  de  la  sur» 
face  proposée -rfG^Q ::  CU'.qM  ::  tfNxM'M^  ou  biy  ::  X:xv.  Zi^, 
ce  qui  donne 

et  dans  le  cas  représenté  par  la  figure 

mdxdy^rp^(Z„--Z,)dx,   en   Êûsant  N'N  =  Z,, 

et  Ifn  s=  Z,,.  Or  les  valçurs  de  Z  étant  indépendantes  de  ^  ,  et 
/(Z^ — Z,')dX  exprimant  Faire  NnK,  on  aura 


x^-j-y    t--7~»   **--J^ 


ff^dxdy^^—j-X^NnR  pour  la  solidité  d'une   portion  quel« 

conqu«  du  cône ,  terminée  au  plan. élevé  par  le  point  Q  parallèlement 

à  BAD.  Si  on  fait  y^=^h ^  on  trouvera  la  solidité  totale  du  cône 

b 
prise  depuis  k  somiBiet  |U9qu*à  la  base  N»R^  égale  k  -  x  Jf  nR^ 

comme  on  le  cohcluroit  par  la  Géométrie  élémentaire. 

Passons  maintenant  à  la  recherche  de  Taire,  Diaprés  les  valeurs 
pré^df  ntes  de  a:  et  de  { ,  nous  aurons 


JZ 


b    dZ'  dZ  Z      y   dZ'dX 


dx       y  dX  '     ^      dX  *     ^      b  ^  b   dX    dy 

dX      .  .  .  •  Xy 

mais  pour  obtenir  — — ,  il  faut  difSrentier  Téquation  «•= — -^^ 

dy        .  b 

dX  X 

en  regardant  x  comme  constant ,  et  on  trouvera  —7 —  =  —  -«--  :  on 

^y  y 

aura  donc 
ffdxdyV^i^p^^fc:^yffydydXV^b^ii  +  P^)  +  iZ^PX)% 

dZ 
en  fabant  pour  abréger  ^ —  5=  jP,  ia  dernière  expression  s'intègre 

tout 
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tout  de  suite  par  rapport  à  y  et  donne  pour  résultat 
-^fd^  ^n^+nHZ—PXy.  Sx  on  yeut  avoir  la  surface  du 

côpe,  depuis  son  sommet  jusqu'à  sa  base,  on  fera  y=^,  etPex- 
prcssîon  ci-dessuf.  deviendra  J/^Jiri/**(i  +  P»)  +  (Z— PJP)'. 

Le  cas  oii  la  base  NnR  est  un  cercle ,  a  beaucoup  occupé  les 
Géomètres  et  nous  allons  le  Considérer  en  particulier.  Le  solide 
proposé  est  alors  celui  qu'on  désigne  dans  les  élémens  sous  le  nom 
de  càné  obliqiu;  on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  supposer  que  le 
centre  de  sa  base  soit  placé  sur  la  ligne  CO'.  En  faisant  C0':=^^  et 
nommant rkrayon  du  cercle  NnR^  novs  aumas  (JT-^)* + Z»=r», 

d*oîi  il  résultera  P  =  —  —  . .  t  j.  p^^^  2 

et  r«zpression  trouvée  d-dessuï  deviendra 

Il  est  fiictie  de  voir  que  cette  int^rale  se  rapporte  à  la  premi^e 
fbrmule  du  n*.  404 ,  et  peut  par  conséquent  ^obtenir  par  approd^  • 
madon  en  faisant  usage- de  la  méthode  donnée n**.  4»»  et  4%%, 

Si  oft  fait  a—X^rmify  Tangue  p  sera  celui  que  forme  avec  la 
ligne  C0\  le  rayon  mené  du  centre  au  point  Ny  l'intégrale  d^desso* 

deviendra  yrdp  [*• + (  r—a  cos  p  )•]'  et  se  réduira  à 

Ifrdp  (  *»+r«  )  =  1  r  ^  *^^+ /*,  lorsque  *=i^o;  dans  ce  dernier  cas, 
les  points  O,  O'  et  Cse  confiandent,  le  cône  est  droit,  r^  est  la 
valeur  de  l*arc  dé'cèrcle  qui  lui  sert  de  base  et  l^^+ r*  représente 
son  coté  ;  Texpression  précédeirte  s'accorde  donc  avec  ce  qu'on  trouve 

*  '  /  I 

dans  le&  Elémens  de  Géométrie  :  Rntégrale  \/rdp[b*^  {r—a  cos  «.)']• 
dépend  en  général  des  transcendantes  elliptiques  (  n».  5 11  ). 

527.  Dans  les  exemples  des  deuxn-.  précédens  un  simple  chan» 
gement  de  coordonnées  a  suffi  pour  rendre  possible  indépendamaent 
de  la  nature  des  courbes  génératrices  des  solides  proposés,  une  des 
deux  intégrations  indiquées  dans  les  îwmtiixsff^dxdy  et 
Calcul  intégral,  C  c     - 
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ffdxdyV  ï+p+q*  i  cette  simplification  est  due  à  ce  que  les 
nouveaux  élémens  de  Taire  et  de  la  solidité  des  solides  proposés* 
ont  été  pris  d'une  manière  analogue  à  la  génération  de  ces  solides» 

Dans  le  cas  du  cône  oblique  la  différentielle  ^rd^b* + (r^acos^YY 
exprime  Taire  du  petit  triangle  formé  par  un  arc  infiniment  petit  de 
U  base  et  par  les  deux  lignes  menées  de  ses  extrémités  au  sommet  s 
c*est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  y  à  priori ,  en  observant  que  rd^  est  la 

valeur  du  petit  arc  dont  on  vient  de  parler,  et  que  [^*+ (r — itcos^)*}* 
est  celle  de  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  sur  la  tangente  du 
même  arc  \  et  représente  par  conséquent  la  hauteur  du  triangle  dont 
il  est  la  base« 

Pour  atteindre  au  plus  grand  d^ré  dt  simplicité ,  on  ne  doit  pas 
toujours  se  borner  à  effectuer  une  simple  transformation  de  coordon*^ 
nées  9  mais  il  faut  souvent  opérar  un  changement  de  variables  ;  car 
par  les  transformations  usitées  le  solide  proposé  et  sa  surâ^e  ne 
peuvent  être  partagés  qu'en  parallélipipèdes  et  en  quadrilatères^ 
terminés  par  des  plans  parallèles  à  des  pl^os  donnés ,  ou  en  cônes  et. 
en  secteurs,  ayant  leurs  sommets  à  un  même  point,  tandis  que 
pour  rendre  la  méthode  aussi  générale  quil  est  possible^  il  faut 
partager  le  solide  et  sa  surface  en  élémens  terminés  par  des  surfaces 
et  par  des  lignes  quelconques* 

On  peut  concevoir  d'abord  que  ta  base  sur  te  plan  &s  x  tt  y^ 
du  solide  qu'on  veut  obtenir,  soit  partagée  par  des  lignes  courbes  déri- 
vées d'une  même  équation  par  la-  variation  d'une  constante  (  n\  i^o  )» 
Soit  A  cette  constante  ;*  l'équation  dont  on  vient  de  parler  conduira 
è  dj^ssPdx+  Qda.  Nous  prendrons ,  au  lieu  des  (otmults/fid x djf 

€t  ffdxdyV  I  +;»*+  y%  la  Suivante //F i/x (/y,  qui  les  comprend 
toutes  deux  ^  lorsqu'on  regarde  V  comme  une  fonction  quelconque 
de  jr  et  de  j^  ;  la  supposition  de  x  constante  donnant  dyz=:Q^d'it^ 
BOUS  zwiomffQVdxd  tt.  On  substituera  dans  Q^F^  à  la  place  dej^  sa 
valeur  en  ae  et  :r  ;  et  dans  beaucoup  de  cas  l'habitude  de  l'analyse  fera 
voir  quelle  relation  on  doit  supposer  entre  x^y  tt  «»  pour  quelr- 
Xrzxi&iQictsé^fSQiVdxda  devienne  la  plus  simple  possible.. 
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Sî  on  a  voit,  par  exemple ,  la  différentieUc 

dans  laquelle  JMetN  fussent  des  fonctions  rationnelles  de  :ipet  de  y^ 
une  transformation  très-simple  suffiroit  pour  rendre  possible  l'une  des 
deux  intégrations ,  quoiquaucune  ne  puisse  s'effectuât  dans  Tétat 
actuel  de  la  formule ,  puisqu'elles  se  rapportent  à  celles  du  n*.  404.  En 


\^ 


on  tirera  de  cette  équation  une  valeur  de  y,  qui  sera  de  la  forme 

ji+Bx'\^\^C+Dx+£x%  les  quantités  A^  B^  C^  D ^  E ^  nt 
contiendront  tt  que  d*une  manière  rationnelle  ^  et  il  ne  restera  par  con« 

séquentdans  la  différentielle  proposée  que  le  radical  V^C-f  D  jr+f  x\ 
rintégration  de  cette  dtférentielle  par  rapport  à  x  pourra  donc 
s'obtenir^  au  moyen  des  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle  >  parle 
procédé  du  n%  377. 

5  28.  Nous  n'avons  changé  qu'une  des  variables ,  mais  on  peut  aussi 
faire  tomber  la  transformation  sur  toutes  les  deux  en  même  tems  ^ 
en  les  remplaçant  par  les  nouvelles  variables  /et  u^  en  sorte  que  x 
tiy  soient  des  fonctions  données  de  ces  deux  dernières  ;  on  aura  donc 

itx=iPdt+  Qdu9        dy=:zP'dt+  Q'du. 
On  se  tromperoit  beaucoup  si  ^  pour  obtenir  le  produit  dxdy^on 
multipliott  ces  deux  valeurs  entr'elles.  Le  dx  employé  dans  la  for« 
muley/^^AT^y  supposant >* constant,  on  ne  peut  arriver  à  son  ex« 
pression  qu'en  faisant  dy;=iox  on  a  donc  simultanément 

dx=:iPdi^  ddtt^        o::^Fde+  Q'du; 
tirant  de  la  seconde  équation   la  valeur   àt  du,    la    première 

donnera  ^jt^» — -^  .^         di^  et  la  différentielle  Vdxdy  sera 

1.      L          ,•.        iP(y^P'<ysVdtdy    ^      ..     ,•        . 
changée  par-là  en  -i— ^^^ ^ =^*  Pour  faire  disparoîtré  1^; 

il  faut  observer  qu'il  est  pris  dans  l'hypothèse  de  x  constant ,  et  que 
qus^ndonfait  dx-ss^o^  la  valeur  trouvée  ci-dessus  pour  ce  dernier 
'donne  ir=7:0|  ce  qui.réduk  l'çxpressiqn  complète  .de  dy  ï  &du 

Ce  % 


\ 
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tt  donne  (P  Q'—  P'Q )  Fd tdu.  Telle  tst  la  difiëtentielle  quHl faudra 
intégrer  successivement  par  rapport  à  /  et  par  rapport  à  u. 

L'ordre  suivant  lequel  nous  avons  éliminé  dx  tt  dy  étant  ar* 
bitraire  ^-on  pourroit  croire  que  k  résultat  eût  été  différent ,  si  l'on 
avait  procédé  dam  un  ordre  inverse  ;  mais  il  sera  facile  de  se  con- 
vaincue que  le  coefficient  de  dtdu  ne  fera-^ut  au  plus  que  changer'de 
signe  9  ce  qui  n'influera  point  sur  la  valeur  absolue  de  Tintégrale  ;  au 
reste  9  il  est  plus  naturel  de  prendre  toujours  ce  coefficient  avec  Jt/ 
signe  +. 

519.  Uapplicatîon  de  TAnalyse  à  la  Mécanique  conduit  souvent 
i  désintégrâtes  de  la  forme /yy*f^i/xi^^  <#:{;,  qu'on  appelle  m/^gr^i/^ 
-tripies  ^  par  analogie  avec  celles  de  la  forme  fff^d  xdy^  désignées 
sous  le  nom  è^intig^aUs  doubh4  ;  dans  les  premières ,  la  fonction  F 
peut  renfermer  4es  trois  variables  x^  y^[^  considérées  comme  in- 
dépendantes les  unes  des  autres ,  en  sorte  que  chaque  signe  d^inté- 
gration  ne  tombe  que  sur  une  d'elles  en  particulier.  Il  est  aisé  de  voir, 
que  ces  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d'une  fonction  u  , 
dépendante  des  trois  variables  x  ^  y  ^  i^^  et  dont  on  ne  connoit  que 

d^u  êPu 

le  coefficient  différentiel  ■     ,  '     donné  par  l'équâiiÂn  ,    ,    ,  =^1 

dxdydj^  ^  dxdydi 

car  on  tire  de  là ,  en  opérant  comme  dans  le  n*«  ^xo^  i"".  en  regar- 
dant a:  et  j^  comme  constans 

dxdyd[    ^  dxdy  ^'  dxdy     ^      ^^      * 

T*  étant  une  fonction  arbitraire  de  ;i:  et  de  j^;  i*.  en  regardant  a-  et  { 
cotnnie  conitans 

^""^^dS^^yfVil^^Tdy,      il^fdyfVdi  +r+^. 


dxdy  dx  dx 

T  désignant  fa  f<>nction  arbitraire  de  4c  et  de  j^  ,  résultante  de  P^dy 
et  S' une  fonction  arbitraire  de  jt  et  de  4^  ;  3 ""^  en^n^  en  regardant  jr  et  { 
comme  constans 

i^dx:=^d.u:=^xfdyfyd^rdx+S'dx9sr:fdmfdyp^d[^  r+if +^, 
dx 

Tet  «f  représentant  des  fonctions  arbitraires  dé  xtty^àextx  de  i^^ 
résultantes  àÀ/fax  et  de  fS^dx^  et  H  étant  une  foocuon  arbitraire 


• 


BQ^   s  UltFA  CES    OUVRIMES  ,    CtC.  lOÇ 

dc^  et  de  {:  nhtégrale  complète  renferme  donc  trois  fonctions  ar- 
1)itraires ,  savoir  :  une  de  a:  et  de  ^ ,  une  de  jc  et  de  ;[  et  une  dey 
et  de  {;.  En  réunissant  les  diiEéreRtielles  sous  le  dernier  signe  d'inté- 
gration, /i  :ç/i^/f^4/ar  devient  fffFdxdydi^et  a  sous  cette  der- 
nière forme  la  même  signification  que  sous  la  précédente, 
.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on  revkndca  du  coeft- 
dent  dkféreiitiel  d'un  ordre  quelconque  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables  à  cette  fonction  elle*même.  Les  fonctions  arbitraires  intro^ 
duites  ici  n*ont  rapport ,  comme  dans  le  n^.  5  lo ,  qu'au  cas  où  les 
intégrales  sont  prises  entre  des  limites  po«ir  lesquelles  les  variables  x^y 
et  {  sont  indépendantes  les  unes  dts  autres  ;  mais  il  arrive  le  plus 
souvent  que  l'intégrale  relative  à  {doit  être  prise  depuis  {=<F{a:,^)j 
jusqu^à  l=/(xyy)^Fetf  étant  des  fonctions  données,  rintégralc 
relative  à  y  cfcpuis  ^=/',(.v),  jusqu'à  y  =/(a:),  et  enfin  l'intégrale 
relative  k  x ,  depuis  x=:aj  jusqu'à  jt=:a\ 
.  530.  Ou  fait  subir  aux  intégrales ///f^^^crfy^^  une  transfor- 
mation analogue  à  celle  du  n^  518;  et  comme  il  y  a  ici  trois 
Vasiables  ,  on  suppose  en  général  que  s  ^y  tt  ^  soient  des  fonaions 
et  s  ^  i  ti  Uf  tn  sorte  que 

^  Jx=:Pds+Qxit+Rdu  % 

dy^P'ds+Ç^dt+R'du 
di  =  P"ds-^q'de+R!'du. 

pour  obtenir  la  valeur  du   produit  dxdyd^^   on  calcule  d'abord 

celle  de  dx  ^  dans  l'hypothèse  de  j^  et  £  constans,  c'est-à-dire,  en 

faisant  dy.'=zo  y  <f  {=0  ;  on  détermine  alors  dx  en  ds  ^  au  moyen 

des  trois  équations 

dxzsiP  ds+Qdt^Hdu 

o^P'ds^rQ^dtJtA'du. 

O^P'^ds+Q^'ds+Jtf'du, 

dont  les  deux  dernières  servent  à  éHminer  du  et  de  ^  ^t  on  M 

4^—:  — '^/^  l/«  = -^: —ds 
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Supposant  ensuite  r  et  );  conscans ,  d'où  il  résulté  dxzs^ ,  dssa^^ 
é*après  ia  valeur  ci-dessus  j»  et  ^{»o^  on  trouvera  «i^  par  ie  iMyeb 
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des  deux  dernières  équations  données  qui  se  réduisent  à 

&dt 

mettant  dansia  valeur  de  dyy  celle  ^e  du^  qui  est ^~^ ,  il  viendra 

f  Q'g^ fY'R!  \ 

dy  = — — ~dt.  Enfin ,  faisant  dx  =o ,  jy  ss  o ,  ce  qui 

entraine  ds^s^o^  i/r  =  o,  on  aura  par  la  dernière  des  équations 
données 9  di(=B!'du\  multipliant entr  elles  les  valeurs-de  dx^Azdy 
et  de  ^{,  on  àa^ng^xzfVdxdyd^  en 

fVdsdtdu  [  f  (  (^K'^q^K)  +Q(rR  ^P'Rr) + mjP'i^'^^'Q^yi. 
Ce  résultat  a  été  donné  pour  la  première  ifÂs  pjr  Lagrange  en  1773  » 
.  mais  Legendre ,  en  1788  ,  en  a  fait  des  applications  que  Lagrange 
«fi^avoit  point  indiquées ,  et  il  en  a  tiré  la  démonstration  analytique 
d'un  théorème  sur  Tattraction  des  sphéroïdes  elliptiques  y  qui  n  avoit 
encore  été  prouvé  que  synthétiquement  ou  par  le  secours  des  séries. 
Nous  devons  observer  cependant  que  la  transformation  relative  à  Tin* 
xéff^XtfFdxdy  (  n*.  518  )  avoit  été  employée  par  Euler  dès  176g; 
'  531.  Les  courbes  à  double  courbure  n'ayant  pas  tous  leurs 
points  dans  le  même  plan  >  n'enferment  pas  un  espace  qui  leur  <soit 
propre»  elles  servent  seulement  de  limites  à  des  portions  de  surr 
faces  sur  lesquelles  elles  sont  tracées ,  et  par  conséquent  leur  qua- 
drature ne  diâere  point  de  celle  de  ces  surfaces.  Quant  à  leur  recti-: 
ficatîon  ^  elle  se  réduit  à  l'intégration  d'une  différentielle  du  premier 
ordre,  à  une  seule  variable.  En  effet ,  si  on  les  considère  comme 
de$  polygones  »  on  verra  que  leur  côté  est  la  distance  de  deux  points 
dont  les  coordonnées  respectives  sont  ;c ,  jf*'  et  ^,  x^dx^  y^dy 

et  ^+^{,  et  a  par  conséquent  pour  expression  V  dx^-^-dy^-^di^ 

(  n*.  301);  on  débarrassera  cette  différentielle  de  dx  et  de  dy^ 

en  y  substituant  leurs  valeurs  tirées  d^  deux  équations  de  la  courbe 

proposée  (  n*.  346  )•  * 

Dtt  fonctions  qui      5  3  ^.  La  division  des  fonctions  en  algébriques  et  en  transcendantes 

"^^It^J^^S'  a  domié  lieu  dans  le  Calcul  intégral  à  des  recherches  analogues  à 

nées ,  ou  recher»  celles  que  présetite  l'Analyse  algébrique  indéterminée.  Dans  celle-ci 

qïw^f^î^J  il  »'agit  de  résoudre  en  nombres  entiers  seulement  ou  en  nombres  ra- 

Sablcs,  etc.  ttonnets ,  des  problèmes  qui  sont  en  général  susceptibles  d'une  infinité 

4^  solutioas.  I|i!autre  a  pour  objet  de  trouver  des  fonctions  algé^ 


/ 
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briques  dont  les  latérales  soient  aussi  des  fonctions  algébriques^ 
Ce  fut  l'application  du  Calcul  à  la  Géométrie  qui  fit  naître  ce» 
questions ,  en  conduisant  les  premij^rs  analystes  à  chercher  des  courbes 
qui  fussent  ou  quarrables  ou  rectifiables ,  soit  indéfiniment  y  soit, 
avec  certaines  conditions.  Viviani  ^  Jean  BernouUi  et  Herman  pro- 
posèrent et  résolurent  les  premiers  problêmes  de  ce  genre  ;  Euler  s'en 
occupa  après  eux  avec  le  plus  grand  succès.  Les  méthodes  qu'il  a 
données  sont  pour  la  plupart  ^  comme  celles  de  l'Analyse  indétermi- 
nées y  des  transformations  ingénieuses  qui,  ramenant  l'intégrale 
proposée  à  une  grande  simplicité  ^  mettent  en  évidence  le  caractère 
des  fonctions  qui  doivent  satisfaire  à  la  question  proposée.  Nous  ne 
pouvons  donner  ici  qu'une  idée  de  ces  méthodes  que  le  lecteur 
trouvera  exposées  en  détail  dans  plusieurs^  mémoires  d'Eulen 

Lorsqu'il  s*agît  d^cAtenir  les  courbes  quarrables ,  rien  n'est  plus  fa- 
cile y  parce  que  la  formiiTe  des  quadratures  ixznxfydx ,  il  suffit  de  faire 
fy  dx:=Xj  et  de  prendre  pour  X  une  fonction  algébrique  quelcpnque 

dX 
de  X  :  passant  aux  différentielles,  on  txovivt  ydx—dXj  ê!o\xy=z~ —  ^ 

^^  a  X- 

et  il  est  évident  que  ~ —  sera  toujours  une  fonction  algébrique, 

dx 

Ç33.  On  s'est  proposé  aussi  de  trouver  des  courbes  dans  lesquelles 
l'expression  indéfinie  de  l'aire  dépendît  d'une  fonction  transcendante 
particulière  et  qui  eussent  néaninoins  un  nombre  donné  d'espaces 
quarrables  algébriquement.  Cette  question  sera  résolue  si  JT  a  la  forme 
P+fQdx^  P  étant  une  fonaion  algébrique, /Q-J:!;  une  fonction 
renfermant  la  trarfscendantc  désignée  dans  l'énoncé ,  et  susceptible  de 
s'évanouir  lorsqu'on  donne  à  jc  des  valeurs  déterminée^  UftyC^  etc., 
car  dans  ces  cas  X  se  réduira  à  la  fonction  algébrique  P.  Soit  m  et  v  , 
deux  fonctions  semblables ,  l'une  en  x  et  Tautre  en  {;  ^  supposons 
que  fQdx^fudx — fyd[^  et  que  ces  dernières  intégrales  ren- 
ferment toutes  deux .  la  transcendante  proposée  ;  il  ne  restera  plus 
qu'à  déterminer  ç  en  a:,,  de  manière  que  quand  xz=ia ,  Ar=i  ,  a:=c,  etc» 
on  ait  {=«^9  et  par  conséquent  2/==v.  Or  cette  condition  sera  remplie 
si  ^  ne  diffère  de  x  que  par  une  fonction*  qui  s'anéantisse  dans  ks 
cas  rapportés  ci-dessus,  et  cette  fonction  est  évidemment 


1 
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OU  plus  généralement  ç — jra=»r(x— if)(jc — h){x — e)  etc.  T  étant 
une   fonction  de  :i^,  qui  ne  devienne  point  infinie  dnns  les  cir* 
constances  oti  ta  quantité  qa^elle  multipfie  s'évanouit  ^  et  qui  n'ait 
point  de  facteurs  réels  du  premier  degré  ;  on  aura 
{;=  j»+ r(jr— 4)(jr — i)(^jip  — c),   etc.  ensuite   à    cause  de. 

fQ^dxz=Lfudx — fvj^i^  et  de^=— — ,  il  viendra  Q=tt~v--i^ 

dx  dx 

dP  dr 

ctv  =  -7-  +  «  —  v-T^.  Telle  est  l'expression  de  1  ordonnée  de  la 
dx  dx 

courbe  qui  satisfit  à  la  question  proposée. 

Pour  appliquer  cette  solution ,  supposons  que  hi  quatdrature  in* 

définie  de  la  courbe  demandée  .doive  dépendre  de  celle  du  cercle  ^ 

mais  que  ta  partie  de  l'aire  correspondante  à  x^=^  soit  exprimée - 

algébriquement  ;  nous  ferons  alors 

fi=:Vxrx — X*,       vmK  ir^ — i^  et  ^— ^;i:=T(jitf — a)  ^ 
ce  qui  donnera 

j.  =  ~+  V'xrx^x^^Vlir-^x^T(x-a)]lx+  TÇx^a)]  , 

fydx=  P  +  fdxV^xrx^x^-^/di^xri—i^i      . 

mais  il  faut  observer  que  les  deux  intégrales/^»  vxr a:— x'  et 

fdi  y  %r[—i;^  doivent  s'évanouir  en  même  tems,  autrement  la  cons- 
tante arbitraire  renfermeroit   l'expression  d'un   segment  de  cercle 

idétermiof  :  or  fd^Viri — {•  devenant  nul  quand  {=o,  il 'faut 
qu'on  ait  en  même  tems  xsso,  ce  qui  arrivera  si  T:=:nx.  Si  l'on 

suppose  /i=s-9  on  obtiendra  une  solution  très^simple,  car  il  en 

résutterax r  =  — ,      v  =  - v  zar — «*, 

a  a 

y  =  ^j^^vxrx — jt*—  -  r  lar— a:%  et  quelle  que sok  la  fonction 

dx  A 

algébrique  P ,  le  segment  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  y  y  prb 
depuis  x=^o^  jusqu'à  xz=ia  sera  algébrique. 

5  34*  En  faisant  y  =  x^^i ,  Euler  parvient  à  rendre  algébriques^ 
lesinrfgraîfls/^Jir^'^i  JT ,  fy^ofi^Hx^  qu'il  transforme  par  ce  moyen 

en 
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«n  fx  »-^  ""{Vx  et  /*  '•-^      {^i;ç;rintégratioii  effectuée  par  rap- 
port à  X  donne  alors 


np — nsq 


/^ 


V'i*: 


»/» — otJ 
n—q 


fx  "-f    £'""V{;; 


la  question  se  trouve  ramenée  à  rendre  algébriques  les  formules 

fu^^^d^  ct/i/^^^Vç,  dans  lesquelles  ur=x  '»-«  .  Pour  traiter  ces 
dernières  on  supposera  fu  ç""V;(=iV,  /^î'"*^{=^>  ^^  il  viendra 

1^  = = ,  N  ttP  étant  des  fonctions  d'une  nouvelle 


variable  r  ;  on  tirera  de  là  {»~»= 


"S  :    on 


aura  donc  alors  i  enr/x^  en  e^  et  on  en  déduira  des  expressions 
algébriques  de  at  et  de  y  au  moyen  de  la  variable  r. 

Si  on  fait  ;7i  =  i ,  /;  =  i ,  71=1  et  f=i,  les  intégrales  proposées 
deviendront  fydx  et  fy^dx ,  et  les  courbes  qu'on  trouvera  par  le 
procédé  ci-dessus  seront  quarrables  et  engendreront  par  leur  révo-« 
lution  autour  de  l'axe  des  x  ^  des  solides  dont  l'évaluation  ne  dé« 
pendra  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

Plusieurs  cas  échappent  à  la  solution  précédente ,  entr'autres  celui 
dans  lequel  np=zm  q  ;  mais  de  pareils  détails  n'entrent  point  dans 
notre  plan  et  nous  passons  au  problême  qui  a  pour  objet  la  re«: 
cherche  de  toutes  les  courbes  rectifiablçs. 

535.  Nous  ne  nous  o&cuperons  que  des  premières  formules  que' 
donne  Euler  pour  trouver  des  courbes  rectifiables  ;  voici  corn» 

ment  il  y  parvient.  Spit  dy=::pdx ,  /  k  ^  :t' + dy^z=i  ^ ,  ou 

y^=^fpàx^  sz=ifdxV  i^p^ i  ces  deux  intégrales  peuvent 


se  changer  en  y:i=ip  x-^fx  dp  ^      s—x  V^  1  +  />*— 


xpdp 


En 


désignant  par  P  et  Q  deux  fonctions  algébriques  quelconques  d'une 

4^  n    Jm    Tft 

troisième  variable  »,  et  posant/;^ dpzs^P,       f  — -  =  C >  ^^ 

Calcul  intiffraU  "  Dd 
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Viendra  j;  =  ^=^^^— i±£ ,  d'où  il  suit  pdF^dQ/TT?  i 

dp  P"P 

et  par  conséquent  p  =  — —  ^         Puisque  p  est  déterminé  algé- 

VdP^—dq* 

briquement  en  u  par  cette  expression  ^  x  le  sera  aussi  par  Téquar 

dP 
tion  x  =  —  i  on  pourra  donc  chasser  u  des  valeurs  de  y  et  de  {> 

a/y 

qui  sont  y=px — P,  s=xVi  +p* — Q:  on  obtiendra  d'abord  par 
la  première  l'ordonnée  de  la  courbe  rectifiable  ^  et  par  la  seconde 

l'expression  de  Tare  de  cette  courbe. 

du 
En  faisant  Q=u ,  on  trouvera  />=    .  ,  et  prenant   du 

VdP^^du^ 
constant^  on  aura 

dudPd^P 
dp  2^^-^ . -j  ^  ce  qui  donnera 

{dP^—duy 


s 


dud'P      *      -^  tfP 

. dP(dP'-^dy) 

on  déduira  de  ces  formules  une  infinité  de  courbes  rectifiables  en 
donnant  à  la  fonction  P  toutes  les  formes  algébriques  possibles. 
.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  la.  question  qui  nous  occupé  dans 
ce  moment  est  résolue  par  les  développées ,  puisque  ces  courbes  sont 
algébriques  et  rectifiables  toutes  les  feis  que  là  développante  est 
algébrique  (  n*.  168  ). 

ta 
« 

536.  Euler  propose  ensuite  de  trouver  deux  courbes  algébriques 
rapportées  aux  mêmes  axes,  qui  soient  telles  que  leur  rectification 
dépende  de  la  quadrature  d'une  coiurbe  donnée ,  ou  ^  ce  qui  revient 
au  même^  de  Tintégration  d'une  différentielle  donnée ,  et  que  la  somme 
de  leurs  arcs  pris  sur  la  même  abscisse  puisse  toujours  s'exprimer 
algébriquement.  Pour  résoudre  cette  question ,  nommons  x  Tabscisse 
commune  aux  deux  courbes  cherchées ,  ^  et  {  leurs  ordonnées  res- 
pectives, ^  et  r  les  arcs  /^dx^+dy  ttfV^dx*+di^  i  supposons 


^ 
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^y^^pàXf      d^ssqdxi  nous  aurons  pour  la  première  couri)e 
et  pour  la  seconde 

•/    1/   1   . 


D*après  Ténoncé  delà  question ,  il  faut  i*.  que  les  intégrales /jr  J/ 
^fxdq  soient  algébriques,  a*,  que  la  somme  5+/  des  arcs  des 
courbes  demandées  soit  aussi  algébrique  ^3"*.  que  ces  arcs  ^  et  r,  ou 


trans* 


rendante  donnée.  Soit  pour  abréger 

il  en  résultera  j  +  f==:mji: — fxdm^  s — t=znx — Jxdn\ 

il  faudra  donc  que  Tintégrale /:r if /»  soit  algébrique,  ainsi  (\\xçfxdp^ 
fx  dq ,  et  que  Tintégrale  fxdn  se  ramène  à  la  transcendante  que 
doivent  contenir  s  et  r.  Pour  satisfaire  à  ces  conditions  faisons 

fxdprsaLy  L  étant  une  fonction  de/»;   nous  aurons  jtr=-r-. 

fxdq^fdLJ^=LJl-^fLd.J±, 

dp  dp  dp 

xdm=/dL'—^:=:L— fLd.—, — 

dp  dp        "^  dp 

Jxdn=ifdL— — =1--; /Ld. 


dp  dp  dp~ 

dû  dM 

Supposons    ensuite  /L  d.  y^:=^M  ^  ou  1=  — -•  :  il  viendra 

dp  dq 

a.— 
dp 

dm  dm  dm 

fU.J^^fdM^lI^^M^^^fMd,  "^ 


dp  dp  dp 

dn  .    dn  dn 


Dd» 


• 
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^ans  la  vue  de  simplifier  ces  expressions  ^ons  .^ 


dp  dp  < 

-—j —  =  /»,       — ^ —  =  r ,  et  nous  aarons 

dp  dp  , 

fLd.— — zszMii^fMdyk 
dp 

JLd.^^Mt^fMdn 

La  question  est  réduite  maintenant  à  rendre  algébrique  llnté- 
grale/jIf^/fA^et  à  faire  ch  sorte  q^tfMdt  renferme  la  transcen« 
dante  donnée.  On  remplira  le  premier  objet  en  posant  fMdiAzs=iNi 

dN 

dont  on  tirera  JK=— - — ;  par  là  fMd)^  se  changera  en 

d^ 

.^       dv  di  df 

jdN—  ==  N—  -^fNd. — :  on  prendra  ensuite  une  fonction  P  ren- 
fermant la  transcendante  donnée  ^  et  on  formera  Inéquation 

df  dP 

JNd^—:sz  P ,  de  laquelle  U  résultera  enfin  N=s^  — j-.  Si  donc  ft  etir 

dm 

dit 

sont  des  fonctions  algébriques  de  pl  N  sera  aussi  une  fonction  al« 

dv 

gébrique  de  p  \  maïs  teHe  que  fN  d.  -:-=?  ;  les  quantités  M  et  Z^ 

dfi 

seront  nécessairemeiit  des  fonctions  algébriques  ;  or  il  çst  facile  de 

voir  que  pour  que  ^  et  k  soient  en  effet  des  fonctions  algébriques 

de  /^  9  3  suffit  qiie  q  eh  soit  ufae ,  n'importe  de  quelle  forme  :  en  la  - 

choisissant  arlntrairement  on  en  déduira  toutes  les  solutions  de  la 

question  proposée,  v 

537.  Tout  ce  qui  précède  ne  regarde  que  lès  court)e$  décrites 

sur  un  plan.    Les  Anaftystes  se  sont  aussi  proposé  de  trouver  des 

courbes  à  double  courbure  qui  soient  i^eçtifiàbles.  C'est  la  formule 

V^dx^+dy^'-^'di^qail  faut  alors  rendre  tntégrable  (n*.  531  );  mais 
comme  il  faut  pour  cela  déterminer  deux  relations  entré  :r^j^  et  i^ 
on  suppose  que  la  courbe  proposée  est  décrite  sur  une  surface 
donnée  >  ce  qui  fournit  déjà  une  de  ces  relations  et  n'en  laisse  qu'une 


« . 
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à  trouver.  Si  la  courbe  cherchée  devoit ,  par  exemple  ^  être  tracée 
sur  une  sphère,  on  auroit  cette  équation  «'+y+£»=r* ,  de  laquelle 
on  tireroit 

et  substituant  dans  V^J^+^Pm^,  U  en  résulteroit  la  diffirentielle 

qu'il  s'agira  de  rendre  algébrique  par  une  détermination  convenable 
de  AT  en  y ,  ce  qui  donnera  sur  le  plan  des  a:  et  j^  la  projection  des 
courbes  cherchées.  Jean  Bernoulli  et  Euler  n'ont  obtenu  qu'une  seule 
solution  et  y  sont  parvenus ,  plutôt  par  une  espèce  de  divination  que 
par  une  méthode  analytique  ;  le  dernier  transforma  l'expression  ci- 
dessus  en  coordonnées  polaires  analogues  à  celles  qui  ont  été  in- 
diquées n^  319.  En  faisant 

.t:  =  rcos/>,        yr=rsitLps\nqy        î  =  rsin/>c6sy  ^ 
on  trouve 

"     Vr^jdx^  +  dy)-{xdy-xdxy      w      ^^^^   .      ^ 
7=^= =^ydp'+  df  Sinp\ 

Pour  rendre  algébrique  l'intégrale  de  la  transformée,  supposons, 
.d'après  Euler ,  / Vdp*  +dq''sinp*  =  a  cosp ,  nous  aurons 

V^dj^+dfsinp'=—adpsinp;  en  prenant  la  valeur  dtd^,  nous 

dpV  a'sinp' — i 
trouverons  dj= -r-- :  c est  de  cette  équation  quil  faut 

vin  p  * 

tirer  la  relation  des  angles  p  et  ç.  Le  second  membre  peut  se  changer  eh 
dp(a*Sinp* — l)J^    a^dpsinp  dp 

sin  p  y/aSinp* — i      \/  a'sinp^ — i      sin;r  V^ aSinp"^ — i 

mettant  1  —  c6s/?%  au  lieu  de  sin/?%  dans  le  dénominateur  de    - 

a^dps)Xïp  .        , 

'  y     '  ■      =»  cette  différentielle  deviendra 
va*sin/^*— 1 

\      a*dpsinp  ^ad.cosp  .  ,     , 

7/  ^ =^ 7—  j  et   son  intégrale  sera 
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évidemment  a.  arc  fços= —  \  La  différentielle 


V^  fl*  —  I  -^  sinp  V  a*sin/>'-  f 

peut  être  rapportée  à  la  suivante 


Slfl/7 

•"I  +  A* 


en  ^sant  — — —  =  «' ,   ou    *  =  ■  ;  oii  aura  donc ,  d'après 

ce  qui  précède. 

Tant  que  a  sera  un  nombre  rationnel  plus  grand  que  Tunité ,  la  re« 
lation  entre  les  arcs  contenus  dans  cette  équation  sera  telle  qu'on 
en  pourra  déduire  l'expression  de  sin^  et  de  cos  ^  9  en  fonction  al«« 
gébrique  de  sinp  et  de  cosp  ^  et  parvenir  par  ^onséquçnt  à  une 
équation  algébrique  entre  x  et  y. 

La  constante  arbitraire  qu'il  faudroit  ajouter  pour  Tintégration  ne 
pourroit  être  qu'un  arc  de  cercle  dont  le  sinus  seroit  donné  et  n'aug« 
menteroit  pas  la  généralité  de  la  solution  ^  ç'ç$t  pourquoi  nous  l'avons 
omise, 

538.  La  considération  des  limites^  qui  renferment  les  solides  ter^ 
minés  par  des  surfaces  courbes ,  ou  les  aires  prises  sur  ces  surfaces  p 
conduit  à  des  questions  de  Calcul  intégral  huUurminé^  En  effet ,  on 
riG.  I  j.  peui  chercher  U  nature  de  la  courbe  E'M!N\fig.  i  ç ,  par  ces  condi- 
tions :  que  le  cylindre  perpendiculaire  au  plan  des  jit  et  y  élevé  suf, 
cette  courbe ,  et  fermé  supérieurement  par  ^ne  surface  courbe  donnée  ^ 
soit  exprimable  algébriquement  ;  ou  que  la  portion  de  la  même  sur* 
face  courbe ,  qui  réppnd  au-dessu$  4e  la  çourbç  cherchée  £'JkFN\ 
ait  une  expression  algébrique. 

Occupons- nous  d'abord  de  la  première  et  supposons  que  la  surface; 
courbe  donnée  soit  une  sphère.  La  formule  à  rendre  algébrique  sera 

ffàxdy  /rV^jcW^»  (  n*.  5*1  )  j  «n  l'intégrant  par  rapport  ^x^ 
pn  trouvera  ifày\xV  i^^x^^y^\  (^-:r')arç(  sîn  ^  p;=^=)]i 
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Ce  résultat  devant  être  pris  depuis  :i:=Qj1f' -jusqu'à  Ar=QA7' ,  et  les 
lignes  Q  M'  et  QN^  étant  détermiflées^  par  Téquation  de  la  courbe 
E'M'N\  il  s'agit  donc  de  trouver  une  relation  entre  -^Q  et  QM^  ou 
entre  ^  et  j^,  qui  rende  algébrique  l'intégrale  précédente.  Faisons  avec 

Euler  ^=«  V  r' — y»,  u  étant  une  nouvelle  variable  et  concevons 
que  la  courbe  cherchée  soit  traversée  par  l'axe  ACi  il  faudra  prendre 

l'intégrale  dont  nous  venons  de  parler ,  depuis  x^=u  vr* — y% 

jusqu'à  jc  =  —  a  r  r* — y;  la  moitié  du  solide  cherché  aura  donc 

pour  expression  ^fdyl  (  r*— j^*  )  [  »  ^  i  —  a* + arc  (  sin  =  «  )  ]  ]  et  se 
transformera  en 

l(r*jr— ^)[«V^III7+arc(sin==tt)]— /^«(r'j^— ^)V^7^ 

On  fera  disparoître  les  transcendantes  en  supposant 

,  fduQ^y— ^Wl'^IIl?=nf^ arc  (sin  =  u)  +  f^tr^ 

n  étant  une  constante  indéterminée  et  1/  désignant  une  fonction 
algébrique  de  «;  car  l'expression  du  solide  cherché  deviendra  alors  5=a 

IÇr^y^^y  \/i:=l?^r^ U+  r^  —  ^  —  n  ;^)  arc  (  sin  =  a  ) 

et  ne  contiendra  point  darcs  de  cercle  ^  si  on  la  prend  depuis  la 
valeur  dey  qui  répond  à  u=o  ^  jusqu'à  celle  qui  résulte  de  l'équation 

— --r"^'ï/^=o: 

2  6 

la  relation  entre  u  tt  y  sera  donnée  par  l'équation 

de  laquelle  on  tirera  facilement  celle  qui  doit  exister  entre  x  tty^  ou 
Féquation  de  la  courbe  E'M'N'. 

Pour  obtenir  une  solution^particulière ,  soit  Z7=m«K  i  — «■;on 
a  dans  ce  cas  fr^y — ^^^v  i — «•= ■       .   On  peut 

faire  en  sorte  que  y  et  u  s'évanouissent  en  même  tems  ;  il  sufEt  pour 
cela  de  prendre  n= — m ,  ce  qui  donne  r^j^— ?:^= r^  ^    d'oh 
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*f  B^  ■  I    II     .    Il  •  ^_^_..i.  »  _         ■ 


-#  » 


et  il  vient  Jïs — 2 — 3 T 5 — ^  P^^^  l'eiipressioa  du  solide 

onr  +3/\y — y 

cherché,  pris  depuis  j^=o,  jusqu'à  la  valeur  de  y  résultante  de 
réquatlon  '—y^+'^r^y^^Cnr^i  mais  comme  n  est  une  quantité 
indéterminée  on  peut  la  prendre  pour  inconnue  et  se  donner  y. 
En  supposant  y  =  r  »  on  aura  /x = ^  »  cette  valeur  de  n  donne 

.=1/ 


,  - — =~-~ T  >  mettant  en  outre  r  pour  y  dans  «y  » 

on  a  ^  =  ^  r^.  Dans  cet  exemple  la  courbe  E'MN'  est  du  4""'  ordre. 

'** 

539*  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  courbe  E'M'N\ 

de  manière/ que  Taire  qui  lui  correspond  sur  la  surface  de  la  sphère 

ait  une  expression  algébrique.  Il  s  agît  dans  cette  question  de  trouver 

la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  y  ti  x  ^  pour  que  la  formule. 

frdy.zxc  f%\tk=^ —  ^  9  résultante  de  Tmtégration  de 

Il —  ^ —  %  par  rapport  à  x  ,  soit  algébrique.  Faisons 

=  tf ,  nous  aurons ,  en  intégrant  par  parties  ; 


frdypzxc ( sîn  =  tt )  =  ry.arc  (sin  =  « )  —  r  /— 

J  V 


Si  on  suppose  /■  ^         =/y,arc(sin  =  i^)— rt/^  on  pourra  faire 

disparoître  Tare  de  cercle  en  déterminant  convenablement  le  coefE« 
cient  constant  p.  En  eflet ,  il  résultera  de  cette  hypothèse 


X 


frJy^rcfsin  = "N  —  (ry  —  r/^)  arc(sin  =  «)  +  r^l/i 

mais  si  Tintégration  du  premier  membre  doit  être  effectuée  entre  les 
Uoûtes  ^=5:0  et  y^si^b  >  auxquelles  X)n  suppose  que  «=/72  et  w=n  ^ 

que 
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que  V:szM  et  27=uVy  l'expression  de  Taire  demandée  sera 

(r^-T^/')arc($in=;j)+ r/>,arc(sin=/B)+V(A^— Jf y  •  ^ 
et  deviendra  algébrique  si  -    ^ 

.  (i — /^).arc(iitn==n) +/^,arç(sin=5;w)  =0^' 
équation  qui  peut  se  vérifier  d'une  infinité  de  manières  ,  en  prenant 
le^  sinus  m  ^  n  tels  que  les  arcs  soient  commensurables  entr'eux; 
La  relation  de  j^  et  de  ay  se  tirera  de  l'équation 

/  =/r.  arc  (  sii\;=i^  ) — rU  qui  donne 

546.  'En  général  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  fait  subir  aux 
variables  ^  études  transformations  telles  que  Tune  des  intégrations 
puisse  s'efièctuer  algébiiqueniient  ^'le  problême  proposé  sera  ramené 

immédiatement  à  celui  du  h*.  533.  EulerjCii  fai$an|  Jt  =  -—=:;=;: 

tu                          /•    rixdy  '          >/•       Ttdtdu 
et  y  =  -- .-  trouve  /-7=rr==:=/  / .    ■■■> 

Dans  ce  résultat  rintégtation  relative  à  t  s'effectue  algébriquement  ; 

^^   «  X'^V^^-^/^/et  en  supposant  que  l'une  des 
limites^  de  t  soit  la  constante  4,  on  9ura. 

faisant  ppur  abréger  K  r* — a^  =  B. 

*  Si  on  égale  cette  dernière  expression  à  une  fonction  algébrique 

{{.^elconque  de  « ,  ou  si  on  suppqse.  /-^ ^  (  *  —  K  r^^t^  )  =  U^ 

on  en  tarera  i— y  r»— r*=si— L__i,--^; 

r         du 

t 

iquatron  qid  donnera  une  Valeur  algébrique  de  /  en  v^  au  moyen  de 
laquelle  l'int^ation  relative  à  cette  dernière  variable  n'introduira 
aucune  transcendante, 

JLes  solutions  les  plus  ^impl^  ^s^çbtl^eot  en  faisanf  UaJy^T^JL^ 
Cakttl  imipaU  £  e. 


•  t  « 


\ 
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tfoè  a  tistâtt  *—  •Âl?=J?in^:  Enuniaons  le  cas  dans  Ic- 
quel  *  =^  ;  on  a  alors  1/;^^^=;^=  ;  ««»  paU«  hypo- 
thèse»  établies  tf=-?^,  et  /=V/'^*+J^:  il  s'ensuU  donc 

La  $»pposmon  de  «=r,  de  j3==9  simplifie  beaucoup  ces  résultats 
qui  deviennent 
,*^-(;ç»+y»)«=o,  ouy=^r*-««   et    Cr=-_==: 

Le  premier ,  qui  est  l'équation  du  cercle  JFB  ,fig.  t9*  décrit  sur 
JB  comme  diamètre,  nous  feit  déjà  coonpître  une  des  limites  de 
la  projection  de  la  surface  demandée.  On  voit  sans  peine  que 

et  que  a  =  -  =  —  =*  tangAi'urfP.  L'intégration  relative  à  /  com< 
^  X       AP 


mence  dans  le  cas  actuel  quand  t. 


iî,'  car  de  *=0,  il  suit 


yr*— tf*==o,  et  finit  quand  e^AFi  on  a  alors 

/'^^"  /TTT-^--,      i?-. .^__ +jC;  et  pour  feire  en  sorte 

que  Tmtégration  relative  à  «  commefece  àla  ligne.^Jsur  laquelle  «==0, 
on  prendra  C=A  Par  ce  moyen  les  valeurs  de  k  allant  en  augmentant , 
et  l'une  des  valeurs  extrêmes  de  t  restant  toujours  par  Thypothèse 
égale  à  r ,  il  est  évident  que  les  projections  des  élénlens  de  cette  wté* 
graleseront  les  trapèzes  EFji ,  d'où  \\  cuit  que  la  portion  cherchée  de  la 
surface  de  la  sphère  sera  terminée  d'dn  côté  par  le  qùartde  cercle  BEC, 
sijué  dans  le  plan  des  *  et  ^,  de  l'autre  pat  la  «ou^be- résultante  de 
dé  l'intersection  de  la  sphère  et^du  cyj«»dre  élevé  sur  le  demi- 
c'erde  ^iF5,  parallèlement  à  l'axe  des  î,  et  fermée  enfin  .par  Urg  • 
de  «raad  cercle  compris  daiis  le  plan  D  ^  £  et  ayant  pour  pro- 
jection J^.    t'exprèssion  de  ce  ttiangie  curviligne  sera  donc 


DES  SutiFAàES   COVRB  ES  ,    ttC.  219 

'       j,%  !  .  '  •  ..  .         .  - 

r>— >  ->^ u,,  Lotsçie  le  rayon  vecteur  AE  se,  trouve  sur  4Ci 

u  étant  infini ,  puisque  Tangle  CAB  est  droit ,  la  valeur  précédente 
ie  réduit  à  r%  ce  qui  donne  un  résultat  très-curieux ,  obtenu  d^abord 
par  Viviaiû  ^  qui  proposa  et  résolue  le  premier  le  problême  qui  nous 
occupe. 

Il  (demanda  aux  Géomètres  dé  son  tems  de  déterminer  la  courhc 
qm  dcvount  affecter  Us  contours  de  quatre  fenêtres  perdes  dans  un  dôme 
himisphirique  j  de  manière  que  (espace  qm  restoit  de  la  voAte  fut  quarrabUl 
On  voit  en  effet  que  si  dans  Tangle  CAbà\x  plan  des  a:  et  ^  on  décrit 
un  demi-cercle  bha^  égal  à  BFA ,  et  qu'on  élevé  sur  ces  deux  demi* 
cercles  des  cylindres  parallèles  à  Taxe  àts  [  et  prolongés  indéfiniment 
tant  au-dessus  qu'au-dessous  du  ^Xzn  BACb^  ils  ouvriront  dans  là 
demi-sphère  située  en  avant  du  plan  BADh ,  quatre  espaces  tels  que 
ce  qui  restera  de  la  surface  de  la  sphère  sera  quadruple  de  celui 
que  nous  avons  déterminé  plus  haut^  et  par  conséquent  égal  à 
quatre  fois  le  quarré  du  rayon.  En  rapportant  cette  solution  dans 
son  lustoire  des  Mathématiques ,  Montucla  remarqua  que  la  por« 
tion  de  la  surface  de  chaque  cylindre  renfermée  dans  lîiémisphère 
est  égale  à  deux  fois  le  quarré  du  rayOn« 

541,  Euler  généralise  encore  la  solution  précédente  en  intro- 
duisant après  rintégration  relative  à  t  au  lieu  de  la  constante  b  ; 
une  fonction  quelconque  de  »,  et  il  trouve  alors  l'expression 

...^(^«./r*— O,  qu'U  égale  à  rU-^rCy  C  étant  ce  que 

devient  Y/lorsque  u  =0  ;  il  résulte  de  là /r»—r*=A^_(i +«•)-££!; 

du 

Dans  ce  nouvel  ordre  de  choses  t'orî^ne  de  Tinfégrale  relative  à  r  ; 

répond  à  ^  ==  V^/*— ^;  ainsi  la  courbe  résultante  de  cette  équation 
sera  Tune  des  limites  de  la  projection  de  la  surface  demandée  :  Tautre 

limite  se  tire  de  Téquatlon  V^r* — ^  =  f'—  (  i + «*)— —  qui  donne 


du 


Ee  % 
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541.  Nous  terminerons  en  faisant  voir  que^rlen  n'est  plus  facile 
que  d'obtenir  Sttr  'un  cène  droit  des'  aîrts  quàtrablcs.-  L'équation  dé 
ce  solide  y  en  supposant  que  son  sommet  ifpit.à  l'origine  des  coor-  . 
données ,  tt  que  le  rapport  du  rayon  de  sa  base  à  sa  hauteur  soit.  =A  ^ 

est  {  =  itV/«*4-y  ;  on  a  ffdxdy  V iA-p''-^q*=~ffkd*d.yi 
d'où  il  suit  que  toutes  les  portions  de  la  surface  de  ce  cône  sopx  daiisî 
un  rapport  constant  avec  kur  projection  >  et  par,  cpnséqu^Qt^  sffnt 
quarrables  lorsque  leurs  projections  le  sont  :  prenant  donc  dans  le  plan 
des  X  tt  y  des  courbes  quarrables  '^^  les  cylindres  élevés  sur  ces 
courl^es  parallèlement  à  Tasce  de  {  retrancheront  dû  cône  des  portions 
quarrables.  Cette  propriété  n'est  pas  particulière  au  cône  droit ,  elle 
a  lieu  dans. toutes. les  surfaces  qui  par  leur  génération  satisfont  à 
rpquation  différentielle  !+/??+ j*=ca/wr. 

Ceseroit  peut-être  ici  le  lieu  de  faire  connoître  les  principaux  ré- 
sultats que  les  Analystes  ont  obtenus  par  rapport  aux  intégrales  dé« 
finies ,  c'est-à-dire  ^  à  certaines  intégrales  qui  prennent  une  valeur 
très-simple  lorsque  la  variable  dont  elles  dépendent  est  renfermée 
entre  des  limites  données ,  quoique  le  plus  souvent  on  ne  puisse  ob* 
tenir  leur  expression  générale  ;  mais  cette  matière  envisagée  dans 
toute  son  étendue  a  avec  la  théorie  des  suites  un  rapport  tel  que  j'ai 
cru  pouvoir  la  comprendre  dans  ce  qui  regarde  ces  dernières. 


''\  -    i'  e 
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C  H  AP  I  T  R  E    I  I  I. 

D'e  rintigration  des  équations  différentielles  à  deux  variables. 

.543*  L)ans~  k  Chapitre  premier  nous  avons  supposé  que  les 
coefficiens  dUFérentiels  étôient  exprimés  immédiatement  par  le  moyen 
de  la  variable  d'où  dépend  leur  fonction  primitive^  mais  le  plus 
souvent  on  n'a  qu^une  équation  difFérentielle  qui  renferme  ces  diverses 
quantités.  Pour  le  premier  ordre  Téquatîon  difFérentielle  »  lorsqu'elle 
est  du  premier  degré  par  rapport  ^dx  etïdy  ^  a  nécessairement  la 
forme  Mdx+Ndx=Oj  et  elle  exprime,  ainsi  qu'on  Ta  fait  voir 
n*.  49  9  une  relation  entre  la  variable  x,  la  fonction  y  et  son  coeffi* 

cicnt  différentiel  -—-. 

dx 

Le  moyen  qui  s*est  offert  le  premier  aux  Analystes  pour  découvrir  ^^  la  séparation 
réqùation  primitive  dont  celle-ci  tire  son  origine,  a  été  de  chercher  u?  éqw*t>nfdi? 
à  séparer  les  variables  »  c'est-à-dire,  à  ramener  l'équation  fércntiellcs  du  ptc- 

'Mdx+Ndy=o  à  la  forme  Xdx+Ydy=Oj  X  étant  une  fonction  ™'^  ^^  ^^* 
At  X  seul  et  T  une  fonction  de  y  seul.  En  tStt ,  lorsqu'on  est 
parvenu  à  ce  point,  les  termes  Xdx  tt  Ydy  s'intégrent  par  les 
méthodes  du  Chapitre  premier,  et  on  a  fXdxJ^ fY dy=,C ^ 
C  désignant  une  xonstante  arbitraire.   .      . 

544.  Pour  donner  un  exemple  des  cas  oii  l'équation  différentielle 
se  présente  immédiatement  sous  la  forme  ci  -  dessus ,  soit 

x^dX'\'ydy=^o  ;  on  trouvera  sur  le  champ 1.  i —  =  c. 

Si  l'équation  proposée  étoit  ^i^r — xdy  =  o ,  la  séparation  seroit 
facile  à  efifectuer,  car  on  voit  qu'en  divisant  par  xy  ^  on  trouvât  Oit 
dx  dy 

— =  o  ;  prenant  séparément  l'intégrale  de  chaque  terme 

ic  cette  dernière,  on  aura  U^lj^=C,  ou  1-=C, et  puisque  l'on 


#»    t 
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peut  regsrder  la  constante  arbitraire  elle-même  comme  un  log$^« 

X 

rithme ,  on  en  conclura  1  -  =  1  c  :  en  passant  aux  nombres  il  viendra 

y 

'-'=:ç^  OU  x=zcy.  Après  cet  exemple  on  reconnoît  sans  peine  que 

la  séparation  des  variables  s'^ectuei;^  de  la  même  manière  d^ns 
les  équations  ï'dx'^Xdy=o^  XY^dx — YX^dyz=io\  car  la  prc-; 

dx       dy  -  Xdx        Ydy 

mière  donne  ^ ^  =  o ,  et  la  féconde  -— ~i.  =:  o»  En 

dy  N, 

général ,  si  lorsqu^on  prend  la  valeur  de  —  dans  Téquation  proposée  j; 


on  trouve 


dy 


.   =Jirjr,il  est  facile  d'en  tirer  jr<^j^—-^ivr=:o,ft 

dx  Y    ^        9 

par  conséquent  fXdx —  /— ^  dy=^C. 

545.  Lorsque  MieXN  sont  des  fonctions  homogènes  de  at  et  de^^^ 
il  suffit  de  Élire  y=^x  ^  y  pour  séparer  les  variables  dans  l'équation 
Mdx^Ndyz=oi  en  effet,  les  fonctions  il  ^  N  prennent  la 
forme  ZjbP,  Z,jKr%  Z  et  Z,  ne  renftfmant  que  la  nouvelle  va- 
riable {  (  n\  66  ),  et  comme  dy=Lidx'\'  xd^^  il  vient  eil 
divisant  par  jc"",  Zdx-^  ^r({^<^4-^^{)=0,  résultat  qu'on  peut 


mettre  sous  la  forme 


dx 


ZJi       _ 


J     x^Jl 


X 

'dx 


o,  et  dont  on  tire 


X       j  Z+^Z^ 
Appliquons  d'abord  cette  transformation  à  l'équatioi». 
xdx+ydy^nydxy  qui  dfeViettt  (jc^— «j^)^-fy^jr=o,  en  passant 
tous  les  termes  dans  un  membre  ;  nous  aurons  Z=i~-;i{ ,  ^t^=^C  ^ 


-  dépendra  des  logarithmes  si  ->  i ,  des  arcs  de  cercles 
^i  -  <  I  ^  et  Sera  al{pébrique  si  --  =?:  i.  On  peut  la  simplifier  .en  o!>-: 


servant  que 


»^t 


1 


ndi 


%  I— ^+£** 


ear  il  ^ent  alors 
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\xA — Ki^-/ïr+?*)+ — I î— .=i=C.  Nous  ne  rapporterons 

ici  que  le  résultat  qu'on  obtient  qua^d  -=i;ou  /i=i:  dans  ce 

^  on  a  par  conséquent  1^  + 1  (  i  — î)+  — —  =  C,  ou 

X  y 

\(x — y^  +  r — :— =  C,  en  remettant  pour  7  la  valeur  ;c=-,  ou 

enfin  x  —  y=zcc  «'^J'/ en  substkibot  U  à  C  et  passant  aux  nombres 
(  Int.pageçi  ). 
Proposons  -  nous  encore  dlntégrer  l'équation 

ydx — x^/ycssiixV^jir^  +  y*.  En  faisant  jr  =  *  î  >  «^  divisant  par  jt 
tous  st%  termes  réunis  dans  un  s^l  membre  5  on  trouvera 

/  '■    ■■■     ■  dx  €L  T 

</*K  1+^*— *</r  =0,  ce  qui  donnera ..     =o  r  on 

obtiendra  ensuite ,  par  Tintégration  de  chaque' terme  en  particulier , 
ix—l(i  +  \/i+i*)=zle,  ouIx==U+I(î+V^i+î*);reraettant 

pour  i  sa  valeur  ^ ,  il  viendra  1  :»:  =;  U  + 1  f =^  J ,  ré- 

sultat  qu'on  changera  £icilement  en  1  or  =  1  c  + 1( -■  ^    ■  ■    j  ^ 

Ky^y/x'+y^y 

et  passant  aux  nombres  on  aura  enfin  y — V^x*  +  >'*  =  —  ^  ;  faisant 
disparohre  le  radical^  on  aura  enfin  x^=:ic^+icy. 

546.  L'équation  (a+mx+ity)dx+{b-\'px+qy)dy==:0  feixt 
fecUement  être  rendue  homogène.  En  substituant  t+A^k  la  place 
dé  :r,  et  tt+li  à  celle  de^",  on  a  dx  =  dt^  dy=:du,  et 

(^a-^m  dL+hfi^mt'\'nu^dt+(b^pm,+qfi'^p^+qu)  du  =:Oi 

éii  fera  disparoître  les  termes  constans ,  en  posant  les  équations 
0+  mûL  +  nfir^q^  ^ +/^ ce +  ^i8==o^  au  moy>en  desquelles  on 
déterminera  les  quantités  «  et  /S ,  et  il  restera  alors  Téquation  diffé- 
#eritîelk  (m  t^nu)  dt+  (pt-^-q u} d ù :=::o  ^  homogène  pat  rapport 
a*ix  nou^tUes  variables  «  et  r.      '  »    -     : 
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La  trapsformation  que  nous  venons  d'effectuer  est  la  même  que 
celle  dont  on  se  sert  pour  changer  Toriginô  des  coordonnées  sur  un 
plan  (  n^  iio  )  ;  elle  ne  donne  aucun  résultat  quand  mq — np—oi 
cas  auquel  les  valeuijs  de  «&  et  de  /a  deviennent  infimes  ;  mais  alors 

on  a  j  =  — ~  et  pat  conséquent /> a:  +  jy  = — --(^mx-^-ny); 

Tcquation  proposée  se  change  en  -    ^ 

p 

adx  +  bdy+  (mx  + fty)  {dx '\' -^dy)  =0^ 

fit 

U  suffit  de  faire  m  :xr  +  /2j^ = {  pour  y  séparer  les  variables; 

En  substituant  cette  valeur ,  ainsi  que  celle  de  dy ,  qui  en  résulte  ; 

(tm  +  Pi)di         _ 

et  dégageant  dx\  on  trouve  dx-^ — , ■  ■  ^  ;  ^    ;; — TIâ;-^®* 

^  ^  '    *  amn — hm^+[rnn — pm)i 

rintégrale  de  cette  équation  renfermera  des  logarithme  ^  excepté 

xtmi+p  C       ^ 
dans  le  cas  de  ;»«—/» ;7z=o,  oli  elle  sera  ;ip  +  -^ T'^^\^ 

La  transformation  employée  dans  cl  dernier  cas  a  changé  l'équation 
proposée  en  X!ifi<t  autre  qui  ne  contient  plus  qu'une  des  variables  î  et  il 
est  facile  de  voir  que ,  quelle  que  soit  l'équation  sur  laquelle  on  ait 
produit  cet  effet,  on  pourra  lui  donner  la  forme  rfx+Ziî=o,* 
^  étant  une  fonction  de  î  seul,  ef  qu'on  en  intrax +fZdi=iC, 

54^7.  La  séparation  des  variables  s'opère  d'une  manière  très-simple 
5ur  l'équation  dy+Pydxz=i  Qdx^  tlans  laquelle  ?  et  Q  désignent 
des  fonctions  quelconques  de  x.  En  y  substituant  Jjfçet  ^dX+Xd^^ 
^u  lieu  dey  et  de  dy ,  elle  devient  idX+Xdi+PXidx—Qdxi 
La  quantité  X  étant  considérée  çommç  Ufxe  fonction  indéterminée 
fie  X,  il  est  permis  d'çn  disposer  pour  partager  l'équation  précé- 
dente en  deux  autres  oh  les  vîjriableç  puissent  se  séparer  ;  or  il  e^ 
facile  de  voir  que  cette  çoQdition  ser^  remplie  s»  on  jait 
Xdi-{-PXidx=>ffO,  et  qui  donne  idX=Q4;v.:^a^  divisant  1^ 
première  de  ces  équations  pv ^X^ ,  elle  se  réduit  à  di-\-Pidx=qi 

dr  i 

©n  en  tirç  -ri + P  «/  *  =  o ,        1  ^  •{■fP  d  xr=Oftt  ta  passant  aux 

•      ..':    i  ■•    '  '    •  •.•■  ■■•.■-■ 

-^omhtts'^l^érff":  on  néglige- ici  la  constafite,  ^^bitras»,  [»rce 

qu'il  sufÇra  d'en  ajoutermie  à  la  fin  de  ropératioi},^Çrf|i»n^rçm»ûtç. 

.  1» 


\ 
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la  valeur  de  dX  dans  la  seconde  équation  ,  après  y  avoir  substitué 
celle  de  ç  que  Ton  vient  de  trouver ,  on  aura 

et  par  conséquent  j^  =  e-^/^'(/<:/^^»Q<£:r+C). 

L'équation  dy  +  PyJx=Qdx  est  remarquable  parce  que  la 
variable  y  et  sa  différentielle  ne  s'y  trouvent  qu  au  premier  degré , 
et  on  l'appelle  à  cause  de  cette  circonstance  équanon  linéaire  du 
premier  ordre  y  dénomination  que  j'ai  cru  devoir  changer  dans  celle 
d équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (*). 

L'équation  Lf^^dy^My^dx^=^tiydx  ^  dans  laquelle  £,  JH 
et  N  sont  des  fonctions  de  x ,  se  ramène  à  la  précédente  ;  car  en 
la  divisant  par  Ly  et  faisant  ensuite  j^"*"^=  ( iw  —  /ï)î,  on  aura 

d[-\-  {m  —  n)—idx=z—^dx^  ou  d^-^-P^dx^^  Q^dx. 
54^.  Soit  l'équation  générale 

(tfx  V  +  bxPy^  +  cxy  +  etcO^A:  +  {a'x^y  +  ^'x^Y^  +  ^  V>''  +  etC.)^=o; 

si  l'on  y  substitue  {*  au  lieu  de  y ,  elle  deviendra 

(tf'x"  i*"  >  *  V  {*'' +  cV  ^*«' +  etcO  * 
et  sera  homogène  sous  cette  nouvelle  forme  lorsque 

On  tire  de  la  première  égalité  A:  = ,  et  les  autres  expriment 

a— j 

tes  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  la  transformation 

produise  l'effet  désiré. 

549.  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  du  Calcul  in*» 
tégral  classoient  les  équations  différentielles  par  le  nombre  de  leurs 
termes  :  dans  celles  qui  n'en  ont  que  deux  et  dont  la  forme  est  par 
conséquent  ^uf^d:^<ufifdu  ^  les  variables  se  séparent  sur  le  champ  , 
puisqu'on  en  tire  fl:(^fd[:=(tu^*^du\  mais  il  n'en  est  pas  de  même 

(*)  Le  mot  linéairt  est  Impropre;  il  est  relatif  à  la  Géométrie,  et  en  l'appliquant 
aux  équations ,  on  a  eu  en  vue  la  ligne  droite ,  dans  Téquatlon  de  laquelle  l'ordonnée 
(  et  l'absdsse  également  )  ne  se  trouvent  qu'au  premier  degré  :  on  ne  sauroit  dont 
i^arder  comme  linéaires  des  équations  telles  que  dy-jfPydxss^  Q^dx^  qui  appas« 
tiemient  le  plus  souvent  à  dei  CQUibes  transcendantes. 

CaUvl  inté^ral^  Ff 
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des  équations  à  trois  termes,  comprises  dans  la  formule 
>^'î*^î+0^V^'^  =  *«'î^^«-  On  peut  lui  donner  une  forme  plus 
simple  en  divisant  tous  ses  termes  par  yu\f,  elle  deviendra 

î^^-^^î-l — us-^^-fdu t=  ^ i^*du\  supposant  ensuite 

y  '      y 

dy  dx 

^    <■    k—/+t  '        "    g^i+l  * 

on  a  ^*-/+»==^,      »*-*+»=  ;c 

enfin  faisant  pour  abréger 

il  en  résultera  Téquation  dy+.iy^'dx  =  a  x^dx. 

550.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  qui  rentre  dans  1  équation 
du  premier  degré ,  est  celui  où  11:=: 2.  On  tombe  alors  sur  Téquatidn 
dy-\'hy^dxT=:iax'^dx ^  traitée  pour  la  première  fois  par  Riccati, 
Géomètre  italien ,  dont  elle  a  conservé  le  nom. 

Les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  cette  équation 
lorsque /w  =  0i  elle  devient  dy-\'by^dx'=adx y  et  donne 

,  dy  I      p  dy  '        ^y         -^ 

A'-^by^      x\/aL  {/^+y\/T         \fd^^y^T \     ^ 
On  trouve  y  en  intégrant , 

Pour  cherchera  rendre  la  même  équation  homogène ,  faisons >'=:{*; 
elle  se  changera  en  Â:{^*'"*^î4-A;[**</^=tf  x"*<f  jtr^etprendrala  forme 
demandée ,  si  k — i=iA: ,  iâ:=/»,  ce  qui  donne  *= — i ,  et  suppose 

d?       b  d  X         A  dx 

qu  on  ait  /»=== — 2  ;  il  vient  alors  — •  -4 r-  =  — r*-. 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  l'intégration  de  cette  dernière 
équation ,  et  nous  essayerons  une  transformation  plus  générale ,  celle 
qui  résulte  àty^-Ax^^x^  On  trouve  dans  cette  hypothèse 

dy^=^{pAxf^'^qo(fl''^:OdX'\'X^d[ 
y^dx^A'x^P  +  xA  x^^i + x^C)  ^^ 
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et  par  conséquent 

=:ax"dx. 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  à  trois  termes^  si  on  a  les  suivantes 

La  première  et  la  troisième  s'accordent  à  donner  /f= — i ,  on  tire  de 
la  seconde  et  de  la  quatrième  ^=T>?=^-^f  valeurs  qui  con« 

duisentàv=:7 — h— •        x 

•^       tx^  x*^         ' 

'    dx 
x-^di+bx-^l*dx:=:zax'^dx^  OU  <i ^-f  *{;'-—-=  tfjr"+Vjr; 

Nous  voyons  encore  par  ce  moyen  que  l'équation  proposée  sert 
^iéductible  à  l'homogénéité  ^  si  mt=: — i ,  et  nous  apprenons  de  phis 
qu  on  y  pourra  séparer  les  variables  si  m=— 4 ,  puisqu'elle  prendra 

là  forme  ^i+(*î*—fl)-^  =  o,  ou   ^^/^+j  =  o> 

dx  ^  i_^  f 

Si  d^ns  l'équation  ^î+*:j;'--;=tf  jir*+*</Ar ,  nous  faisons  ^sk=  •—  j 
flous  aurons  — dy+  b  — =tfy'*;r«+*i^,  ou  dy'  ^ay*x^*dx^=ib—\    ^ 

X  X  * 

dxf 
posant  ensuite  j:"*+V*=: ,  nous  trouverons 

j^«+s_  x\  ,    dx^ L_ j^^'-T^hT i^f 


et  jy+ yv:c'= jc'    -^5  ^y,  ou 

/n+3  /«+3 

dy^ay*dx'=ib'xf'^dx^^  en  faisant  pour  abréger 

»  ^rza ^  »— =^  et— —  =  /»• 

^+3  w+3  ^+3 

Appliquons  maintenant  à  cette  équation  Tavant-dernière  trans- 

I  r' 

formation ,  c'est-à-dire  •  faisons  y=  --=-;-  +  ~ ,  puisque  /  a  pris 

ax        X 

dx' 
la  place  de  b ,  nous  la  changerons  en  ^  {' + a'^^^—rr  =  *'  ^'"  "*"*  ^  *V    . 

dans  laquelle  la  séparation  des  variables  poiura  encore  s'effectuer 

si  iÉ'si-»4 ,  c€  qui  reviçnt  à  m  =  — ^-. 

3 

Ff  ^ 
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Si  on  fait  encore 

dans  l'équation  ^î'+^V'—;r=*V"''^*^^^  eUe  deviendra 
«'y+*y"'/Ar"=flV'»"^x",  et  se  changera  ensuite  en 

'rf^"+  bX'-^  =  a"x''"+*dxl\  par  la  substitution  de-7:i^+-^  ; 

au  lieu  de  y*.  Les  variables  se  sépareront  dans  ce  cas ,  si  Trt'^=^ — 4 , 
c*est- à-dire,  si  m'=— -f,  ou  /72=  — ~. 

En  suivant  cet  enchaînement  de  transformations  ^  on  parviendra 
à  séparer  les  variables  de  l'équation  {Mroposée,  dans  les  cas  oà 
in=Q^      zn=— 4,      /»  =  —  |,      m  =  — -î^,      m= — ^,   etc. 

valeurs  qui  sont  comprises  dans  la  formule  ;w  =:  —  -r-: ,  i  étant 

un  nombre  entier  positif  quelconque.  ^ 

On  peut  effectuer  les  transformations  dans  un  ordre  inverse  ;  feire 

d*abord  dans  ta  proposée  j^==  —7 ,  ce  qui  dçnnçra 

y 

dy^^^  ay'^x'^dx^zbJx^  et  T^Oftr  x'^dx=: ,  d'où  il    résultera 

/n  + 1 

dy-\ — ^ — y*dx'= — —  x^^^dx\ 

/tt+  I  /w+  1 

ou    dy  +  ay^d  x'=:  yx^'^'d X.  changeant  ensuite  dans  la  dernière 

ï  / 

transformée  y'  en  —rr  +    /i  >  ^"  arrivera  à  Téquatioa 

tt.X  X 

dx' 

di'+a'(*'—y^=yx'^'^^dx'^  dont  on  séparera  les  variables  lorsque 

.X 

/w'=— 4 ,  et  ce  cas  répond  â  i»= —  -.  Faisant  sur  cette  dernière 

équation  tes  mêmes  transformations  et  dans  le  même  ordre  que  sur  sa 
correspondante  de  l'alinéa  ^précédent ,  on  sera  conduit  à 

^^//^iY.^^^V^'+VAr%  oh  les  variables  se  sépareront,  si 

X 

m 

i7i''= — 4,  d'oîi  /w'=— f^ou  w=: — f.  En  contxauant  ainsi  oa 
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obtiendra  la  séparation  pour  les  cas  oii 

mz=:  —  ^,       m  =  —  I,       m=.  —  ^,       i7z  =  --li,  etc. 

et  qui  sont  compris'  dans  la  formule  m  =  — 


n  suit  donc  de  là  que  l'équation  de  Riccati  pourra  s'intégrer  toute» 

les  fois  que  l'exposant  m  sera  de  la  forme  r-^ — • 

551.  La  séparation  des  variables  devient  encore  plus  difficile  dans 
les  équations  à  quatre  termes  que  dans  celles  qui  n'en  ont  que  trois  ^ 
et  le  plus  souvent  des  substitutions  heureuses  ^  qu'il  n'est  pas  aisé 
d'imaginer  ^  l'opèrent  sur  des  équations  fort  compliquées  ^  ainsi  qu'on 
va  le  voir  par  les  deux  exemples  suiyans. 

1%  Soit  Aydx^^xdy'\'X^y(jyydx-\'i'xdy^=Oi 

en  divisant  cette  équation  par  xy  ^otia, 

^dx       &dy         ^-     ^ydx       S'dy^ 

mais  si  on  observe  que 

€Ldx  .    fidy  ^  ydx       S'dy 

X  y  ,  X  y 

on  Sera  tenté  d'égaler  xy^  et  x^y^  à  deux  nouvelles  variables  tetu^ 

d  t  du 

jpe  qui  donnera  — h  Jt"Iy" — ==0i.et  des  équations  x^y^^^t^  x^y^—m^ 

on  tirera  x z=zjt'^-^yu'^\      y  —  t  ^^^^jp^^r  :  substituait  ces  va^ 

leurs,  a  viendra  —  +  t  *^-^^  w**^^  =  0,  ou 

/  u  . 

yn — ^n  ttn — ^m 

équation  dont  l'intégrale  est  — r — I —  =C  II  ne  reste 


i*.  Soit  encore  l'équation  (y-r^)^J' 


plus  qu'à  remplacer  e  par  x'y^  et  u  par  [x^y^^  

ndxCï +y*)\/T^ 

V^i+x^ 

n  n'est  pas  aisé  d'appercevoîr  dans  cet  exemple  quelle  substitutioa 
peut  amener  la  séparation  des  variables ,  on  sent  seuleoient  qu'elle 
doit  être  telle  que  les  nouvelles  variables  ne  se  trouvent  pas  toutes 


130  Ch.  m.  Intégra  tzos  des  É<iuATiofrs 

deux  sous  le  même  radical.  Euler  ^t  y  = 


i+xu 


,  d'où  il  tire  ' 


et  enfin  — udx(i  +  «*)  +  udu{i+x*)  =  ndx(^i+u^)\^ i  +«•'; 
équation  qui  prend  la  forme 

</x  udu 

'  +  **         (i+a»)(«+BVi  +  «•) 

Recherche  du  5  51.  On  pourroit  multipKer  davantage  les  exemples  ^  mais  toutes 
rend^e^nté^^^^  ^^  équations  particulières ,  d^^ine  formé  bizarre  le  plus  souvent , 
une  équation  dif-  ne  se  rencontrant  jamais  dans  les  applications ,  n'offrent  aucun  in-« 
premier  ordre  ^    térêt«  Nous  passerons  donc  à  une  autre  méthode  due  à  Euler  et  qui 

consiste  à  multiplier  par  un  facteur  convenable  les  équations  di6%<r 

rentielles  que  Ton  sç  propose  d'intégrer* 

n  faut  se  sappeler  qu'une  équation  différentielle  n  est  pas  toujours 
le  produit  immédiat  de  la  difôrentiation  d'une  fonction  de  deux  va<t 
riables  ^.  mais  qu'elle  résulte  en  général  de  l'élimination  d'une  consr 
tante  arbitraire ,  entre  l'équation  primitive  dont  elle  tire  son  origine 
et  la  différentielle  immédiate  de  cette  équation  (  n"".  50  )• 

L'élimination  s'effectue  sur  le  champ  lorsque  l'équation  c^imitivi 
est  sous  la  forme  tf =<;«  u  désignant  une  fonction  quelconque  de  jr  ^ 
de  j^  ;  car ,  en  difêrentiant ,  on  a  du=a=^o.  Si  la  fonction  à  u  n  a  aucun 

facteur  par  lequel  elle  ^t  pu  être  divisée  >  elle  «;onservera  toujours 

• 

la  forme  de  différentielle  exacte  à  deux  variables  ^  et  en  la  représentant 

par  Mdx  '\'  N dy^  elle  rendra  identique  l'équation  ^ — . —  -  .    ■ 

(  ft^  U  )• 
Toutes  les  fois  que  l'on  rencontrera  une  équation  Mdx+  JVJy=o  ; 

ayant  ce  caractère ,  il  sera  facile  de  remonter  à  son  ^uatioh  pri* 

du  du 

mitive,  puisqu'alors  on  aura  jlfa;=:— ,  fet  JV=±— ,  et  que  l'on  en 
déduira  la  valeur  des  différentielles  partielles.  En  prenant  celle  de  k 

du 

différentielle  relative  à  ^r,  par  exemple  j  il  viendra  j^dx^szMdxi 
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et  ^ar  conséquent  uz=zfMdx^Y^  On  ajoute  dans  ce  cas,  comme 
dans  celui  du  n%  5 10  >  une  fonction  arbitraire  de  y  ^  puisque  Tinté-* 
gradon  n'a  eu  lieu  que  par  rapport  à  Tune  des  variables  ;  mais  ici 
csette  fonction  se  détermine ,  parce  que  la  fonction  u  doit  encore  satis- 

du 
faire  à  l'équation  JV=  ■— .  L'équation  u^=:fM)lx  +  Y  donne 

du    ,      d/Mdx  dY 

+  — -z — ;  représentant /ilf</jc    par   v  ,  on 


dy  dy  dy 

du        dv     ,    dY       ^^     „  ^  .  dY       ^^       dv 

aura  —  =  — h  — —  =  -V,  d'oh  on  tirera  —. —  =-Y— . 


dy  dy         dy  dy  dy    * 

dv 

et  en  intégrant,  Y=jfN — )^J^i  on  trouvera  donc 

(dv  ^ 
N  —  — — j  dyz=ici  telle  est  llntégrale  de  Téqua*- 

tion  proposée. 

dv 

Ce  résultat  nous  fait  voir  que  la  fonction  N  —  — ne  doit 

^  dy 

^renfermer  quela  seule  variable^,  sans  quoi  il  ne  seroit  pas  vrai,  comme 
on  l'a  supposé ,  que  Mdx  et  Ndy  fussent  les  différentielles  par- 
tielles d'une  même  fonction  «  ;  en  le  développant  il  nous  conduira 

à  l'équation  >de  condition  — —  z=z  —  ^  obtenue  n**.  ço ,  par  une 
tonsidération  inverse. 

Il   est  é^dent  que  pour    obtenir   -- —  =  — î^-- — ^^  lî  faut 

*  dy  dy 

substituer  j^-fijr  dans  la  fonction /3f^x,  qui  deviendra  alors 
/(M+^dy+ttC.)dx=fMdx+f-^ [dxdy  +  ttc.  =» 

fMdx+dy  1 — dxttc*  puisque  le  signe/ n'est  relatif  qu'à  la 

^    .       J/Mdx       r  dM 

variable  x;  on  aura  donc z s=  / — ; dx:  substituant 

^y  J     dy 

cette  valeur  de  — ^  ,  dans  Y=ffN- ^ — ^dy  ,    il    viendra 

y  =s:/(JV—  /--- dxYy^  En  prenant  les  différentielles,  d'abord 
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dY       '      nâu   ■     ^ 

par  rapport  à  y ^  oa  trouvera  — -j —  =  iv —  I — ^ dx\    et 

différentiant  ensuite  par  rapport  à  x»  on  aura  enfin 

dN  iM  ,  ^ 

•  =  oC). 


dx 


dy 


553.  Soit  pour  exemple  l'équation 

dx  dy , 

.a         V  V 


o; 


en  la  comparant  à  Mdx-^ Ndyr=o,  on  en  tirera 


M= 


V  Ar'  +  ^» 


**+y 


et  —  =      ^"-^    ,  =  —  ;  il  suit  de  là  que  l'équation  pro- 

dv  .  ^\        dx 

posée  est  la  diâScr^kticlle  immédiate  d'une  équation  à  deux  va-; 


riables.  On  aura 


dv 


A 


rfy       {x -k- V" X' +  y)\^ X' +  y"     y      y)^x*  +  y*. 

o. 


^N, 


dv  >•  dvy.    . 

et  enfin  \(x+  V/**  +  y)=C,  ou  *+  i/«*  +  ^»=?<» 


i^^^ip^ 


i» 


O  L'équation  i/^^l£l=/~li*,renfe^^ 

pour  difFérentier  sous  le  signe  /.  Il  appeloit  ce  procédé  difirendano  dccurvà  in 
€urvam,  parce  que  dans  la  question  qu'il  se  proposoît  de  résoudre,  il  passoit  d'unt 
courbe  à  une  autre  de  la  même  espèce,  en  faisant  varier  une  constante. 
te  théorème  de  Léibnitz  peut  s;  déduire  immédiatement  de  Téquation 

d^u  _J^^  puisque  iii  on  fait  u=fMdx^   on  aura   ~^~^t 


'f  et  Intégrant  par  rapport  à  x,  on  trouvera 


dxdy      dydx 
d^ii  dM' 

dxdy         dy . 

/d^u      .  /^d^tt    ^         du       ^dM 

dxdy         Jdydx  dy    J    d^ 


Considérons 
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Considérons  encore  Téquation  

X        x^  x^  x^  '^y       * 

En  la  comparant  avec  la  formule  Mdx  +  Ndy=Oj  on  a 

HA    ^"+y'+y^^"+y-^  '  x7    — y— v^^'  +  y  ,    I  . 

x^  x^  %y 

et  on  trouve 

dU      %y+^x^+y  y*  dN     ly+iV^x^  +  y* 


+ 


dy  x^  x^Vx^Jry"'     '^'^  ^'  jc*/;t*  +  j^*. 

ces  valeurs  étant  égalées  entr'elles  et  réduites  donnent 

dU         dN         ay           Jc^  +  ^y*  ,  „, 

-— —  = z=  -:i  -j •  ,  et  par  conséquent  réquation 

proposée  peut  s'intégrer  immédiatement.  On  obtient  d  abord 


fMdx=\x^^+yC^Vx^J^y^i 

%x^         J^x^ 


IX*  XX*  '  X 

On  trouve  ensuite 

^r       ^^_^        ^x'  +  y*  y  I  T    -  JL  ^ 

et  eofi9  l^=ïï=îl>')  <i'oit  U  résulte 

2*»  IX*     ..'    ^  X  ^ 

La  forme  de  ces  exemples  étoit  trop  compliquée  pour  qu'on  pût 
y  reconnoître ,  par  la  seule  inspection ,  des  différentielles  complètes  ^ 
et  dans  tous  les  cas  semblables  il  faudra  commencer  par  s'assurer 
si  réquation  proposée  satisfait  ou  non  à  la  conditioA  d'intégrabiliré, 

•  '  554.  Lorsque  Véquatîon  primitive  n'est  pas  sous  la  forme  a=:sc, 
.  pu  que  la  différentielle  ^2^=0  renferme  des  acteurs  qui  dispa- 
roissent,  l'équation  du  premier  ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  im« 
Cakul  intégral.  G  g 


\ 
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médiatement  intégrable.  Si  on  avoit,  par  eicemple ,  «==y— c  x=o  ; 
on  trouveroit  du^=zdy — c</;ct=o>  et  éluninant  i:,  il  viendroît 
xdy^—ydx^o ,  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  là  condition  d'inté- 

grabilité,  puisqu'elle  donne  itf= — y^  N=Xj  — — = — i  ,  — — ,=i. 

dy  dx 

Mais  si  on  dégage  la  constante  c  y  on  aura  ~  =  ^  ^   et  en  difie* 

xdy — ydx  . 

rentiant  ^  — =- — -^ =  o  ;  sous  cette  forme 

x^ 

jc*  ^  x^  dy  A-*         dx 

On  voit  donc  que  Tintégrabilité  de  Péquatiôn  xdy— ydx  tient  à 
la  restitution  du  facteur  — ,  qui  a  disparu  après  la  différentiation 

X 

et  rélîmination  de  la  constante  arbitraire. 

En  général  toute  équation  différentielle ,  dans  laquelle  dx  tt  dy 
ne  passent  pas  le  pitmier  degré  j  lie  )peut  résulter  que  de  l'élimination 
de  la  constante  c  ^  dans  une  équation  Ai  la  forme  P  +  cQ  =o  ; 
P  et  Q  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  On 
trouve  par  cette  élimination  QdP — P^^^sciOy  tandis  qu'en  diffi^ 

.       „.        •       ^  .      ,  QdP—PdQ 

rentiant  1  équation  —-=<:,  on  auroit  obtenu  -^^^^ — r^ — ^=2=0; 

la  première  manière  d*opérer  fait  donc  dîsparoître  le  facteur  -ttt-  , 

et  avec  lui  s'en  vont  aussi  tous  les  fsicteurs  qui  peuvent  être  com« 
muns  aux  deux  quantités  QdP  et  PdQ. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  lorsque  l'équation  Mdx+Mdy=o 
ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité ,  c'est  que  la  diffé- 
rentiation  et  l'élimination  de  la  constante  .arbitraire  contenue  dans 
l'équation  primitive ,  ont  fait,  disparoître  un  facteur  qui^  s'il  étoit 
connu  et  restitué ,  rendroit  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée une  différentielle  complète  à  deux  variables.  Soit  i  ce  facteur 
on  aura  donc  iMdx+  iNdy^ulu^  u  étant  une  fonction  primitive 

de  :r  et  de  y.  et  par  conséquent  -4—= — ^ — .  En  développant 

^  .  .      dy  dx 


DirrÂRENTIELLES  A  DEUX  VARIÀBLILS.         ti\ 

cette  dernière  équation ,  on  trouvera 

dy   ^        dy  dx  dx    ^ 

dy  dx^  \   dy  dx    J^  ^    ^ 

Si  Ton  pouvoit  en  général  tirer  de  cette  équation  une  valeur  de  {  ; 
l'intégration  des  équations  différentielles  quelconques  du  premier 
ordre  pourroit  s'effectuer  par  le  procédé  du  n"*.  précédent»  Mais 
l'équation  {J)  est  presque  toujours  plus  difEcile  à  traiter  que  la 
proposée ,  puisque  la  fonction  {  qu'elle  renferme  dépend  de  deux 
variaUes  et  a  deux  coefficiens  différentiels  ^  et  qu'elle  est  par  con- 
séquent de  l'espèce  de  celles  dont  on  a  indiqué  la  formation  n%  83  ; 
et  qui  appartiennent  à  des  familles  de  surfaces  courbes (  n*".  3  3  4et  suiv.) 
Noms  ne  saurions  donc  pour  le  moment  entreprendre  sa  résolu*- 
tibn  qui ,  comme  on  le  verra  dans  la  suite ,  nous  rameneroit  au 
point  d'oh  nous  sommes  partis ,  mais  nous  allons  faire  connoître 
quelques-unes  des  propriétés  du  facteur  {. 

555»  Il  est  toujours  facile  de  trouver  le  facteur  ^^  lorsque  l'on 
connoit  l'équation  primitive  correspondante  à  l'équation  différen- 
tielle proposée.  Pour  cela  il  faut  mettre  cette  équation  primitive 
sous  la  forme  u=c,  c  étant  la  constante  arbitraire.  En  différeûtiant 

du       du 

on  trouve  i«  =  -— iji:4-— ^jr=o,  et  comparant  avec 

dx  dy 

du  _         du  , 
^d^^       dy 

lMdx  +  iNdy=du^  il  vient  t=  ^      4.  v^      î   *^    quotient 

est  indépendant  des  différentielles' i:r  et  dy;  on  l'obtient  encore  en 

dy       •  '^ 
égalant  entr'elles  les  valeurs  de  --z —  ^  tirées  des  équations 

ax 

du  du 

dx  -i -.^^=0,         Max  +  Mdy=iO^ 


dx  dy 

du 

» 

ce  qui  donne  —  =— ,  et  fait  voir  par  conséquent  que  si  iM  et  A^ 

'    Gg» 


/ 
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ii*ont  aucun  facteur  commun  ,  [  sera  le  plus  grand  diviseur  comtàun:' 
des  coefEciens  différentiels  -—  et  — -. 

dx  dy 

Connoissant  une  valeur  de  :^,  on  en  déduit  une  infinité  d'autres; 
en  observant  que  si  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 
[Mdx  •\'  [Mdyz=idu^  par  une  fonction  quelconque  de  «,  que 
nous  désignerons  par  <p(^u)  ^  les  deux  membres  du  résultat 
[^{u)Mdx+[p{u)Ndy=:ip{u)duy  seront  aussi  des  différentielles 
complètes  ;  ainsi  [  éizni  un  facteur  propre  à  rendre  intégrable  Téqua- 
tîon  Mdx+Ndy ,  le  produit  ç^  («)  jouira  de  la  même  propriété, 

5  56.  Il  y  a  des  cas  oh  le  facteur  :;;  ne  doit  renfermer  que  Tune  des 
variables  x  ou  y ,  et  alors  il  est  facile  d'en  obtenir  l'expression  au 
moyen  de  l'équation  {A).  Supposons  en  effet  dans  cette  équation 

--i  =  o,  elle  deviendra  — ^-~  +  ^(  — ; j=o*  et  on  e» 

dy  dx      ^\  dy  dx  J 

di       i    .  dM         dN  ^  j        ,        ,  .         •     .        _ 

tirera —  =  "I7(  ""l :^j — jr^y  équation  qui  ^ura  ueu  si  la. 

I   ^  dM        dN  ^ 
quantité  —  f— — ^Y  se  réduit  à  une  fonction  de  x;  c» 

représentant  cette  fonction  par  -Y,  et  en  intégrant  on  trouver» 

Appliquons  cette  formule    à  l'équation  dy+Pydx=,Qdxt 

* 

«       .       ^  •*  ^     rdM  dN  \  ^ 

nous  aurons  M=Py — Ç,     N=zj       -r- (  — ; )=^> 

'  A^  V.  dy  dx    J 

et  par  conséquent  ;{;=^^-^^*;  multipliant  donc  l'équation 
dy^Pydx — Qdx^=^o  par  €^^^*^   nous  trouverons 
iS^dx^yj^^j^y — Q^c^^/''dxr=io  i  intégrant  le  terme  ^^^^""dy^  par 
rapport  \y ,  nous  obtiendrons  tt==y  e-^^''*+ JT,  X  étant  une  fonctioa 
de  X  ^  déterminée  par  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

dlC 

dx  J  ^ 

et  par  conséquent  j'e-^'"''* — fi^^'*(^dx:=Cf  ou  comme  dan$  I« 


*• 


Nous  ne  nous  arrêterons  point  air  cas  oîi  le  facteiMr  ç  ne  devroit 
renfermer  que  la  varîablçy  ;  on- voit  aisément  que  son  expression 

seroif  alors  ;;  ==  e/^-'J',  ^ù  hisÉestY^i  ^fr^. ; — )  >  et  quç 

.  .  M\  dx  dy  / 

ce  cas  n'auroit  lieu  qu  autant  que  X  seroit  absolument  indépendant 
de  jp.  ^     ♦ 

» 

557.  On  découvre  encore  quelquefois  ^ssez  facilement  le  facteur , 
lorsque  l'équation  différentielle  proposée  se  partage  en  deux  parties 
pour  chacune  desquelles  on  sait  le  trouver,  ^upposdns*  qii^on 
ait  P dx^  Q^dy •\' P dx  +  Qi^dy  =  o ,  et  que  Ton  connoisse . les 
facteurs  qui  peuvent  rendre  intégrable  séparément  chacune  des 
différentielles  P^:c+Q</j^  et  Pjdx-^'Q^/ly^  en  sorte  que 
[P  dx -\:l^(^dy'=-du  et  ijPfdx  •\'  i^Q^^dy^==^du^\  l'expression 
{^  (x^)  donnera  tous  Tes  Acteurs  relatifs  à  la  preinîèrt  (  n^  ptéc.  ^, 
et  \j^f{^u^^  tous  ceux  qui  sont  relatifs  à  la  seconde^  et  si  Ton  peut 
'déterminer  les  formes  des  fohdtîons  (p  et  ^^  ^  de  manière  qiiô^  ces 
expressions  devienfient  identiques  ^  on  aura  alors  un  des  facteurs 
qui  rendent  intégrable  la  différentielle  proposée.  L'exemple  suÂyant 
.ëclaircira  suffisamment  ceci« 

Soit  réc[uation  différentielle  Aydx'\'^xdy^=ix'^y''{yydx'\^S'xdy). 
Oii  voit  sans  peine  que  le  premier  inémiire  cfevî^nt^  hîtégrabhe  foi^^- 

*       '         '  '  ■'  '        ■     '  '  '*'  ■  "'  dx         d 

<{u'on  le  divise  piar  xy  ,  puiscpi'il  prend  alors  ki  â^rme  «:—  +  /^  -^  ; 

X  y 

on  trouve  donc  en  faisant  î===^--ev-«=='»l«^  H*:î^J>  ç=ïl.(j^'^y^) 

et  :{^(tt)=3^>-îp(^-jr^)^  Le  second  thcmbre  de  la  ^p'oposée  slntegèe 
aussi  en  le  divisant  par  ar'"'^"^"+" ,  ce  qui  donne  •     • 

Pour  rendre  identiques,  les  expressions  ç^(a),^.;j^(p^(«^),  il  fautifaire 
(^(Ar-j'^j  =  A;^y^,  ^,«y)  =A:*y  ^.et  .en  égalant  l'une  à,l'autre 
il  viendra  jc**-y^-*=x^>-"*-'y;^— " ,  d'oii  on  tirera 
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OU  A:  =  — -— — ,        k'z=z  ^ ;  le  facteur  cherché  sera  donc 


—1     ■   >     ^     —  I 


^tt^Ty  "  y^i-Ar"  ^  En  multipliant  le  premier  me^re  de  la  pro- 
posée par  x^*-^y^^-\  et  le  second  par  ji:^>-^-*^*>-«->elle  se  changera 

en        :t*^»y^-*  {f^ydx^^xdy)^  ^V-iy  *-i  {yydxJri'xdy)^ 

résultat  dont  l'intégrale  est  jJt:*y^= -^  A:*y>+ C.  Si  A=o,  c'est- 
à-dire  ^  si  yn=iS'm ,  cette  intégrale  devient  logarithmique ,  car  on  a 
alors  \xy^z=:y^x^'^y^^. 
Lorsque  «  <r=:  l^y^  les  valeurs  de  ^  et  de  k  sont  infinies  ;  mais 

I  ^y 

puisquç  dans  ce  cas  «T  ::=  —  ^  Téquaiion  proposée  devient 

et 
y 

dydx  +  fixdy:^''jL^y''{aydx  +  fixdy)  et  prend  la  forme 

y 

(^ùtydx  +  fixdy)  (  i :r"j^")=o.  Elle  offre  ainsi  deux  solutions  : 

Tune  s*ohtient  par  l'intégration  du  facteur  ^ydx-^-fixdy ,  qui 
donne  x^y^=zCi  Tautre,  qui  ne  jrenferme  point  de  constante  arbi- 

traire ,  est  le  facteur  1  —  -  Ar"y =0  lui  -  même.   Cest  le  premier 

résultat  qui  est  la  véritable,  intégrale ,  parce  qu'il  renferme  une 

constante  arbitraire  ;  le  second  n'est  qu'une  solution  particulière  :  il 

en  seroit  de  diême  pour  toute  équation  diffi^rentielle  qui  se  décomr 

poseroit  en  facteurs, 

558*  Le  facteur  i  se  présente  pour  ainsi  dire  de  lui-même  dans 

les  équations  différentielles  homogènes.  Si  Mdx  +Ndy=o  est  une 

équation  de  ce  genre ,  et  que  la  somme  des  exposans  de  :r  et  de  j^ 

dans  M  et  dans  N  soit  égale  à  /n ,  en  supposant  que  £  soit  aussi 

une  fonction  homogène  du  degré  n^  et  faisant  iMdx+iNdy=dUf 

il  résulte  du  théorème  démontré  n**.  91 ,  que 

lMx  +  iNy  =  (^m  +  n+  1)1^, puisque  le  degré  de  la  fonction  u 

sera  nécessairement  plus  élevé  de  l'unité  que  celui  des  fonctions  iM 

et  i  N.  Divisant   donc  la  première   équation  par  la  seconde ,  il 

.     ,      Mdx+Ndy              I  du  \  j 

viendra — =r= — — — ^=s •— -^f  et  comme  le  second 
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membre  de  ceTesultat  est  une  difFérentielle  complète  ,  il  faudra  que 
le  premier  membre  en  soit  pareillement  une  y   d'oîi  il  suit   que 

— —  sera  un  des  facteu»  propres  à  rendre  intégrable  l'équation 

•^     , .  ■  '  .•  f  ...  .  »    •  «  • , 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  diffêrentielle  -^rr — ;  .,      satisfait  à 

la  condition  d'intégrabilité  ^   lorsque  M  et  N  sont  des  fonctions 
homogènes ,  c'est-à-dire  y  qu'en  faisant  pour  abréger 

Mx+Ny  '  jSfjc+A^j^     .     '  à.y  dx       ^ 

effet  il  vient 

dy        {Mx+Nyy*-"^^^    dy        "^^   dy       •       "^J        ^ 

</x        {Mx-\-Nyy^           dx                  dx     ^  ■ 
mais  il  résulte  de  la  propriété  des  fonctions  homogènes 

dM          dM               „          dN  dU 

dx             dy         ,                       dx  dx 

Si  on  prend  dans  ces  dernières  équations  les  Valeurs  de  — ; —  et  de 

dy 

y ,  pour  les  substitua*  dans  ceHè  de  -v^*  il  deviendra  évident 

^kjï,  _  dN,  ' 

^         dy  dx  *       -. 

Jddx-\-Ndy 
Lorsque  la  fonction    ^  .   ■  ■    —  =  M,  dx-\-  N/iy  f  intégrable     • 

par  elle-même  ^  se  trouve  algébrique  et  du  degré  m'^  on  parvient  sur  le 
champ  à  l'intégrale  par  le  moyen  du  théorème  déiçontré  n\  91 ,  puis- 
qu'on a  (/n'+  i)u=M/c+M,yy  et  par  conséquent  M^x+M^y=:Ci 
il  faut  pourtant  exicepter  le  cas  oh  /72^=— i ,  dans  lequel  l'intégrale  cher- 

X d X  -4- V  dy 
chée  est  transcendante.  Soit  pour  exemple — =~-=^  ;  en  suivant 

.^  +y 

le  procédé  indiqué  ci-dessusi.  on  trouvcroit  u  =  — ^ — ^=  i  ^  ce  qiii 
Ai'apprendrôit  rien,  tandis  que  le  véritable  résultat  est  ;l(Ar'+j*)=C. 


/' 
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'  kkq.  'Ôft  peut  encore  trouver  lé  facteur  ? ,  lorsque  l'on  est  par- 
venu  à  sépaffef  les  variables  dans  Téquation  alfFérentïelle  proposée. 
Sx  par  le  moyeii  d'iii^^  traosfprination  quelconque  idh  a  changé 
'Mdx-\-N dy  en  Kd^+Ldtj  et  que  la  séparation  des  variables  i 
et  t  s*opère  ea  divisant   la  dernière  fonction  par  F,  c'est-à-dire' , 

que  —  soit  une  fonction  de  5  seule  ,  et  —  une  fonction  de  /  seul  ; 

*  *  ■  I  V    A 

il  est  évident  que  le  résultait  que  Ton  obtiendroit  en  remettant  au  lieu 

de.^  et  <le  r  leurs  Valeurs  tn  x  et  y  ^  dans  l'expression rr*-^ —  9 

qui  est  alors  une  différentielle  complète ,  sera  aiussi  une  différentielle 
complète;  mais  par  cette  substitution  jfiL</5'  + L^/  redeviendra 
Mdx+ffify  ^  donc  la  Valeur  que  prendra  alors  F  sera  celle  du 
facteur  i  propre  à  rendre  Mdx+Ndy  intégrable,  Voîçi  quelques 
exemplçs  d^  ce  cas.  //. 

i**.  Si  réquation  Mdx  +  Ndy=:zo  est  homogène,  on  fera; 
d'après  le  n%  ^4^^  y  =  ux  ^  et  on  aura  M=Ux'^^  N==Û^x^; 
V  et  U^  étant  des  fonctions  de  2^  seul  ;  en  substituatit  ces  valeurs  dans 
réquation  proposée  ,  on  ne  supprimera  point  le  facteur  commun  ;c", 
car  d^ns.la  reçherchç  qui  nous  ocaipe,  i!  n  en  faut  pmettre  aucun  »  " 
et  il  viendra  (  i7,+  «  C^J  x'^dx  +  U^x'^'^^d  u  =  q.  Il  t^t  aisé 

de.  voir,  que  Toci  reodra  cette  dçrnt^re  équation  intégrable  en  la  di<f 
visant  par   (^V '\'uU^')x'^\  puisqu'elle   devient  par  là 

— 4 ^— — -  =  o,  et  il  s  ensuit  que  rr; -.y.»  l.  ;  est  le  facr 

teur  cherché;  remettant  pour  «(,  U ^  U^  leurs  valeurs 

^>      --t  ^^"^^  il  se  change  en  -zrz — rrr"»  résultat  conformée 

:1c   .of    ^'"'    ._  .     .     M^+^y 

celui  du  n%  précédent. 

t*.  Soit  encore  i'éqUatîon^</A;  —  xdy'\-ax"ydy(x*+b)n:zzQ  j 
Jes  variables  de  cette  équation  se  séparent ,   lorsqu'on  fait 

'  X  -     .  *vy* 

, =  v^»  ce  qui  donne  ;r"===-- — ;ri  ^^ 

^^Vv+(.^  +  v)vyH-^j^^^^  Pouf.isoler  Us  variâblttjK  ew  U 


.■^.t 


j — v-y 

sufBt 


• 
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rt*,» 


suffit  de  multiplier  le  résultat  ci-dessus  par    ^    .      — - ,  on  aura 

y  v\^ab'\'V) 

•    •        dy 

ainsi  -77—7 — r+^"-Vj^=o.  On  substituera  ensuite  dans  l'ex- 
il (up-j^vj 

pression  -5—7 — f^ — r  >  ^^  lieu  de  v  sa  valeur  ,   afin 

d'obtenir  celle  du  facteur  qui  convient  immédiatement  à  l'équation 
proposée. 

560.  L'intégration  dé  Téquation  homogène  va  nous  conduire  à 
celle  d'une  classe  assex  étendue  d'équations  différentielles.  De  ce 

Mdx  +  Ndy 

^e  -77 —  „       est  une  différentielle  complète ,  il  s'ensuit,  ainsi 

Mx+Ny 

que  Ton  peut  s'en  assurer  à  priori ,  que  la  quantité jz en 

est  pareillement  une.  D'un  autre  côté ,  puisque  les  fonctions  M  et  N; 
étant  homogènes  9  se  réduisent  à  la  forme  ;c"*i7,  -«"î^ij  lorsqu'on 

y  fait  ~  =  « ,  la  quantité  —  est  nécessairement  de  la  forme  F  (^  -)  ; 

dx-^-Vf  -\dy 

F  désignant  une  fonction  quelconque,  La  différentielle  — = ^ 

^  sera  donc  immédiatement  intégrable  :  on  peut  aussi  lui  donner  la 

dx       l^^Xy^  , 

X        X     V  V«/  X  X     /^\ 

forme ;  changeant  ensuite  Ff -^  en  -tiz)  ,    ce 

X    v^/ 

X^        V       V  V  • 

qui  est  permis ,  il  viendra  — ^ — 4 ;  mais  prenant  à  la  place 

Calcul  intégral.  H  h 


^ 
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dx        dt       dy        du 

—  =  -;f>    -"^-T^f^n  dérignant  par  T  une  fonction  de  r ,  et 

X  T        y  U  ^  ' 

par  U  une  fonction  de  2^ ,  on  aura 


■^•^•mmm 


La  différentielle  du  second  membre  sera  intégrable  quelles  que  soient 
l«s  fonctions    T  et  U;  et  par  conséquent  si  dans  l'équation 

Pd^Q^u^o,  ona -|^  =  — f(yl^—J  -^),  cette 
équation  deviendra  une  différentielle  complète  au  moyen  du  facteut 
PT4-  Ciif  ^°  ^°*^  facilement  que  la  condition  ci-dessus  sera  remplie 
quell|s  que  soient  les  fonctions  ^  et  4 ,  si 

561.  La  recherche  du  n**.  559  n^avoit  pour  objet  que  de  montrer 
la  liaison  et  Taccord  des  deux  méthodes  que  nous  avons  déjà  fait 
connoître  ;  car  lorsque  les  variables  de  Téquation  proposée  sont 
séparées^  son  intégration  ne  dépend  plus  que  des  formules  traitées 
dans  le  chapitre  premier  >  et  l'expression  du  facteur  est  à  peu  près 
inutile.;  cependant  la  forme  sous  laquelle  il  se  présente^  peut  quel- 
quefois faire  deviner  celle  du  facteur  qui  rendroit  intégrables  certaines 
équations  analogues  à  celle  qu'on  s'est  proposée,  mais  dont  on  ne 
sait  pas  séparer  les  variables.  Le  Calcul  intégral  est  si-  peu  avancé 
par  rapport  aux  équations ,  que  nous  n'avons  guères  à  ofirir  sur  cet 
objet  que  des  tentatives  dont  le  succès  tsl  souvent  très-borné  ^ 
mais  nous  ne  saurions  néanmoins  les  passer  sous  silence ,  parce  que 
ce  sont  des  indices  qui  peuvent  mettre  sur  la  voie  et  conduire  peut- 
être  à  des  découvertes  utiles. 

Après  qu'Euler  eut  épuisé  les  cas  dans'  lesquels  on  trouve  te 
facteur  à  priorî\  il  renversa  la'  question  et  se  proposa  de  déterminer 
l'équation  différentielle ,  par  le  facteiv  qui  la  rend  intégrable  :  voici 
quelques-uns  des  exemples  dont  il  s*est  occupé. 
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Soit  réquation  Pydx'\- {yJ^  Q)^y  =  0 ,  P  et  Q  désignant  dès- 
fonctions  de  X  9  qu'il  fant  déteraiiaer  de  manière  que  cette  équation 
devienne  intégrable  lorsqu'on  la  multiplie  par  un  facteur  de  la  forme 

— = — ;r— - — -—  j  R  et  S  étant  aussi  des  fonctions  de  ji;  à  trouver  par 

*la  même  condition  ^  on  aura  l'équation 

j  -     Py  .     (y  +  Q)     . 


y  +  Ry'+Sy  y  +  Ry*  +  s  y  ' 


dy  dx 

dont  le  développement  est 

j  O  dR       dS 

,  „      dO        dR^    ^     ,„„     „dQ        ^dR      dS^     " 

lorsqu'on  l'ordonne  par  rapport  à  y.  Pour  qu'il  soit  identiquement 
nul ,  il  faut  qu'on  ait 

„      dQ         dR  ^^      ^dO         ^dR        dS 

^dO         ^TtS 
,  dx         ^dx      ^ 

éqiuitions  d'après  lesquelles  il  faut  déterminer  trois  des  fonctions 

dS       dO 
P9  Q.9  R$  S.Ia  dermère  donne  —  =—^,  d'où  on  tire  5=4<2, 

a  étant  une  constante  arbitraire  (  n''.  544  )  ^  substituant  cette  valeur 
dans  les  deux  autres ,  elles  deviennent 

%Pdx+dQ  —  dR  =  Oj        PRdx+RdQ^QdR  —  adQ  =  o; 
et  après  rélimination  de  P ,  on  aura 

{xq—R)dR+(ia—R)dQ  =  o. 
En  r<egardant  Q  et  R  comme  lés  deux  variables  de  cette  équation , 
on  trouvera  que  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  peut  ne  renfermer 

que -R  seulement,  et  gu'alors  il  a  pour  expression  7 ^^  (  n%  556). 

t^tf — R) 

Hh  % 
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Procédant  ensuite  à  l'intégration,  en  commençant  par  le  terme 
TI^ZlRy*  on  obtiendra  (  n",  551  )  -_-_-y— --5  = 


/'  RdR  r    dR        .    r 

Cxa—RV  J  Ua-^RY^-J  ( 


9 


dR 

iTT-r.    on 


I  a 


aura   enfin  ■; — ^    ■    H ;- —  7 rr-  =  * ,  d^oii  on  tirera 

Q=R  —  tf-h*(itf  —  RYi  mais  puisque  iPdx+dQ—dR=o^ 

la  valeur  précédente  de  Q  donnera  P=^(ztf-^/c)— — .  Prenant 

donc  pour  R  une  fonction  quelconque  de  a; ,  il  en  résultera 

dR 
dx 
S  =  a(R  —  a)  +  aB{ia  —  Ryi 
réquation  proposée  se  changera  en 

bylia  —  R)dR+lR—a'^b{ia—Ry+yid'y 
et  deviendra  intégrable  au  moyen  du  facteurj 

r 
y^+Ry+[R^a  +  b{xa^Ryjay'^ 
quelle  que  soit  la  fonction  R^ 

561.  Déterminons  encore  les  fonctions  P,  Q  et  /î  dans  réquation* 
Pydx+(Qy+R)dy==o ,  de  manière  qu'elle  devienne  intégrable ^ 


.m 


lorsqu'on  là  multiplie  par  un  facteur  de  la  forme  - — ^ — -^ ,  S  dé- 
signant y  comme  les  lettres  P ,  Q  et  A ,  une  fonction  de  x^  L'équation 

d.Mz         d.N  7     ,  X    ,     - 

de  condition  — r— ^=-  ■  j        (  h^  554  )  devient 

dy  dx 

dO  dR  X  dS 

en  l'ordonnant  par  rapport  à  j^,  on^aura 

[(„+,)f_i£.]^-+[(-+.-.)w-^_j^+„4]^-*..    , 


>• 
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d'où  on  tiro-a 

S—r^ «Q  — =  o. 

ax  dx 

la  première  et  la  dernière  de  ces  équations  donnent 

Pdx  =  -^^,         Q=aS-'  ^t  d(l  =  naS'-'dS, 

■     /72  +  I 

substituant  ces  valeurs  dans  la  seconde  ^  qui  se  réduit  à 

—.nPS JS:^j^nR  —  =  Oy 

,  dx  dx 

on  trouvera        S dR—  {m-^  \^RdS  ^  { m+  i )tf 5"-"V^  =  o  ; 
équation  qui  devient  intégrable  lorsqu'on  la  divise  par  »$*"+•  et  conduit 


i..m->ft 


à  —rr^  ==  i — -^i ' :  cotnnvs  on  peut  changer  la  forme 

des  constantes  arbitraires,  nous  substituerons  (/w + i-^n)^ ,  au  Heu 
de,  a  9  afin  d*avoîr 

dS     ,  ,  dS 

et      P=*i-— +(/x— i>tf^"-V- 

^  ,  dod  dx 

Pour  devenir  intégrable  au  moyen  du  facteur  — — — -;- ,  Téqua- 
tion  proposée  prendra  donc  la  forme 

563.  Les  deux  exemples  précédens  suffisent  pour  faire  connoître 
Tesprit  de  la  méthode ,  montrer  d'où  dépend  son  succès  et  quelles 
difficultés  peuvent  .se  rencontrer  dans  son  application.  On  voit 
d'abord  qu'il  faut  se  donner ,  par  rapport  à  Tune  des  variables  y 
la  forme  de  l'équation  proposée  ^t  celle  du  facteur ,  et  qu€  ces 
formes  doivent  être  telles  que  Téquation  de  condition  ^  décomposée 
en  autant  d'équations  particulières  qu'elle  contient  de  puissances 
de  cette  variable ,  n'en  donne  pas  plus  qu'il  n'y  a  de  fonctions  ia* 
déterminées  ;  il  est  même  nécessaire  pour  plus  de  généralité  d'ea 
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avoir  une  de  moins  /  et  il  faut  ensuite  que  ces  équations  puissent 
s'intégra»  . 

Pour  tirer  de  cette  méthode  tout  le  parti  dont  elle  pàroit  suscep« 
tible  y  ridée  qui  se  présente  oaturellenfienl  est  de  classer  par  ordre 
les  diverses  formes  que  peut  avoir  un^  équation  du  premier  Qrdr« 
et  de  chercher  celles  des  facteurs  ^ui  convieniieat  à  chacun  de  ces 
cas  ;  mais  on  reconnoît  bientôt ,  après  un  «x^men  un  peu  attentif, 
que  le  détail  seroit  immense ,  et  que  le  plus  souvent  on  seroit  arrêté 
dans  la  détermination  des  coefficiens  dey ,  par  des  équations  qu'on  ne 
sauroit  intégrer  par  les  méthodes  connues.  Cést  ce  dont  le  lecteur  se 
convaincra  facilement  $ur  _ l'équation  ( Py  +  Q)dx+jdy^=zo  ^ 
qui  n'est  Cependant  pas  beaucoup  plus  compliquée  que  celle  du 
premier  degré  (  n**.  547  ). 

Les  facteurs  à  considérer ,  rangés  d'aptes  leur  degré  de  simplicité  i 
se  présentent  dans  Tordre  suivant  : 

On  a  pour  le  premier 

d[{Py+Q)(y  +  Ry]  _^d,y{y^RY 

dy  4x  * 

En  développant  et  en  égalant  à'  zéro  le  coefficient  de  chaque  puis* 

dR 
sflnce<ky,  on  trouve  («+  i)P~»— —  =  0,      PiÇ+nQ=:o, 


dx 


d*où  on  tirera  sans  aucune  intégration 


/2+  I      dx 


Q  = R  —1 — ,  et  par  là  l  équation  pro- 

/2  -|-  I        dx 


posée  deviendra {riydR — RdR)'^ydy'j=^o.  U  est  à  propos 

de  remarquer  que  cette  dernière  équation  e^t  homogène  par  rapport 
ii  Rttk  y^  tt  pourroit  s'intégrer  immédiatement  par  les  procédés 
des  n^'  545,"  558. 

Lorsqu'on  fait  ysage  du  second  facteur ,  l'équation  de  condition 
donne  par  son  développement 

dR  dS 

dx  dx  é 
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et  il  vient  par  conséquent 

Pdx= dR,  -^^^RdRJr  xOdx~-dS=o , +Q/îi*=o: 

chassant  Q  des  deux  dernières  équations ,  on  trouvera 
{xn+i)RdS^%SdR--{nJr^)R*dR  =  o. 

1 — M 

Cette  équation  deviendra  intégrable  en  la  muhiphant  par  — — — , 


4n+4 


—a 


et  donne  /î"»+-«5 ^ i  ^»»+«  =  « ,  d'oii  ^=l/î»+4/î»»+S 


„  dR 
R— 


Q= : 

4(1/2+  I  )         dx' 

Nous  aurons  donc  l'équation 


^  z2!l=±dR     ^         n       dR 

R  ^^^  — ,  P^ X- 

2«+i  dx  172+ 1  a:v 


—m— 5 


(/2^ 1 /î  —  tf /î  »"■♦■*    )^i?  +  (l/2+  l)j'^J^=0, 


—a 


que  le  facteur  {y^^Ry'\'\R''\-  a  R^'^^y  rendra  une  différentielle 
complète.  ^         • 

Multiplions   maintenant   Féquatlon   proposée  par  le    facteur 
{y^+Ry+  ^y+Ty-j  Téquation  de  condition  étant   développée 
pour  ce  cas  nous  donnera  les  suivantes 


dT 
(n+i)P5+xnQR  —  n'^ —  =  0,       Pr+«Q5=;o. 

dx 


Kous  déduirons  de  la  première  et  de  la  dernière , 

dR  ^  T  dR 

Q=- 


P= 


n 


37^+1     dx    ^  ^  (3'2+i)»y     dx    ^ 

les  deux  autres  deviennent  d'après  ces  valeurs 

(xn^i)SRdR—^  TdR—({n+  i)SdS=:Oj 
'(/2+  i)SUR—%TRdR—(in+  i)SdT=o: 
pour  en  tker  par  l'élimination  un  résultat  qui  ne  contienne  que  deux  des 
variables  Ry  5  et  T,  il  faut  descendre  jusqu'au  second  ordre  (  n°.78  ). 
En  effet ,  si  on  prend  par  exemple  la  valeur  de  T  dans  la  première  , 
pour,  la  substituer  dans  la  seconde ^  on  arrivera  à  une  équation 
finale  du  second  ordre  entre  A  et  5*;  nous  ne  poursuivrons  donc 
pas  plus  loin  cette  récherche. 


\ 
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564.  En  donnant  au  facteur  la  forme  (y+-R)'"(j^+»î)%  on  a 
plils  de  succès;  on  parvient  aux  équations 

^  ^     ^  dx  dx     ^ 

d  R  A^ 

(n+i)Pi?+(w+i)P5+(/n+n)(2— «^— ; nR  —  z=o. 

dx  -  dx 

PRS  +  mQS  +  nQRz=o, 

dont  la  première  et  la  troisième  donnent 

mdR  +  ndS             ^.  RSfmdR+ndS) 

Pdx= ,  Qdx V  -r         j 


m+n-\-i  (^m+n-{-i)(mS+nR)    * 

substituant  dans  la  seconde ,  il  vient ,  après  les  réductions , 
[  (  n+  i)R*+(m—n—i)RS-^mS^yR+[{m+  1)  S*  +  {n—m—i)SR—nR*}dS=o. 

On  peut  simplifier  ce  résultat  en  le  divisant  par'  R—S  ;  il  devient 
alors  [(«+  i)R  +  mS'\dR—[{m+  x)S  +  nRldS^o, 

et  comme  il  est  homogène  par  rapport  aux  variables  R  et  S ,  il  s'in- 
tégrera après  avoir  été  divisé  par  («  + 1  )R* + mRS — (m  + 1  )S* — nRS, 
ou  ÇR^S)[(n+  ï)R+(m+  1)5]  (  n".  558).  Si  on  dé- 
compose en  fractions  simples  la  fraction  produite  par  cette  opé- 
ration )  on  aura  ' 

(ro  +  «+  i)(dR—'dS)  (n-^i)dR+(m+i)dS  _ 

"R^S  '*'     (^n+i)R+im+i)S    ~®* 

et  en  intégrant  on  trouvera 

(R  —  S)'^+'l(n+i)R+{m+i)S'\^a, 

Si  pour  abréger  on  fait  R-—S  =  Uy  il  s'ensuivra 

(m^^n)du         (^m  +  n)adu 

mettant  ces  valeurs  dans  Téquatjon  proposée  y  elle  se  changera  en 

et 


d'où  R  = 
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et  son  facteur  deviendra 

L-^         a"+«+«    ^  m+n+iA    U^    zr+"+'      -   m+n+%1 
565,  Considérons  en  dernier  lieu  Téquation  dy+y*dx+Xdx=s:o , 

P 

et  muItipUons-la  par  le  facteur — .  Nous  tirerons  de 

l'équation  de  condition ,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  y  \ 

dP 
prenant  dans  chacune  de  ces  dernières  la  valeur  de  -^,  nous  trouverons 

'^        ^j        Rdx—Xdx+dQ        dR  —  x<lXdx 
~=iQ</x= ^-— = , 

d'où  7.Qdxz:=i p— ^: ,  et  par  Conséquent 

R 

dR. 

dx=z    ^  .  _  ,  ^^>  Par  Ic-moyen  de*  cette  valeur  nous  donnerons 
%(1{R^X) 

\   i»'x.     *z  r\j  ^^^  —  Xdx  +  dQ 

à  lequatxon  iQrfx«=^— — — !^ — i:-  la  forme 

1  Q'dR=RdR—XdR+zQRdQ+xqXdQ; 
c     a»       j'j  •       xr       zQ^dR-^lORdO—RdR  .  ^ 

afin  d'en  dedmre  -5:  =  -^^: OdO^dR ^  ^ 


^ jQdQ-dR  dP        iQdQ-dR^ 

4Q(Q--iî)» 


•.•«3 


Faisons  pour  abréger  Q* — /î  =  5,  il  viendra 
,  dS  „     ASQdO       ^ 

■p  =a"-^  et  Partf/s:  en  supposant  «==i ,  l'équation  prq< 
posée  et  son  facteur  seront  respectivement 

^  L'équation  </r=r-—  donne  aussi  Q=  -^ ,    i/Q=   **  ^   ^  ** 


4Q»y  ^     4^^*:*      ^         j^S^dx 

Calcul  intégral.  li 
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et  si  l'on  met  cette  valeur  dans  les  résultats  ci-dessus ,  ils  ne  dé- 
pendront  plus  que  de  la  fonction  S  ^  qui  pourra  être  composée 
comme  on  le  voudra  ^  tn  x^ 

La  transformée  ^'intégre  facilement  dans  l'état  où  hous  venons 
de  l'obtenir.  Si ,  après  l'avoir  multipliée  par  son  facteur ,  on  prend  ^ 

par  rapport  â  y  seulement ,  l'intégrale  du  terme n^ — c"  '    ^* 

que  l'on  ajoute  une  fonction  arbitraire  V,  pour  représenter  les  termes 

qui  ne  doivent  contenir  que  les  quantités  Q  et  J'  auxquelles  on  n'a 

v+O— 1/5" 
point  eu  égard ,  on  trouvera  \  1  (  ^-^ — ^^  ")  +  y=  C.  Difë- 

rentiant  ensuite  en  ne  faisant  varier  que  Q ,  .f  et  V^  comparant  le 
résultat  avec  les  termes  affectés  de  </Q  et  de  </^  dans  l'équation 
proposée  et  qui  sont 


dS-  ' 

on  aura  après  les  réduciion&  àV^rsi        rx*~-^  ^^  donnera  pout 


l'intégrale  demandée  \  1  (l±^—^\  +  1  /I 


dS 


La  supposition  de  R=Q^  donne  à  l'équation  proposée  une  forme 
très-simple ,  et  demande  à  être,  traitée  à  priori ,  parce  que  les  valeurs 
àedxf  de  Xf  de  </P,  paroissent  alors  ^  ou  infinies.  En  remontant  aux 
équations  déduites  immédiatement  de  l'équation  de  condition ,  on  a 


dP 


^,  Q'dx—Xdx+dQ      xdQ  —  xXdx 


P  ^  Q  Q. 

et  les  deux  équations 

Q^dx—Xdx-^-dO              ^  ,          xdQ^xXdx 
lQdx:=^ '    ^,         iQdx= ^^ , 

n'en  font  qu'une  seulç,  savoir:  Q*dx+Xdx — </Q  =  o,  de  îa- 
quelle  on  tire  Xdx  =  dQ — Q*dx;  l'équation  proposée  devient 
alors  dy+y''dx+dQ—Q''dx=o-^  et  dy+y*dx--dQ-'Q'dx—o, 

d  P 

51  Ton  suppose  Q  négatif.  De  plus  comme  de  -^— ^î-Q^'^^  il 
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suit  P=zûf<t^''^  le  facteur  se  changera  en. 


mier  cas,  et  en 


^^o/qds 


iy-^-Q)' 
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pour  le  pre- 


pour  le  deuxième. 


566.  Tels  sont  ^  à  peu  près ,  tous  les  cas  dans  lesquels  on  peut  in- 
tégrer les  équations  de  la  forme  Mdx-^-N  dyz=.o  ;  l'Analyse  est  en- 
core si  imparfaite ,  qu'elle  n'offre  aucun  moyen  sûr  et  direct  pour  ob- 
tenir leur  intégrale,  lors  même  que  cette  intégrale  doit  être  algébrique»' 
Tout  ce  qu'on  peut  faire  est  de  multiplier  l'équation  proposée  par 
des  fonctions  très- générales ,  mais  dont  la  composition  soit  donnée 
en  X  et  en  y. y  en  sorte  qu'il  n'y  ait  que  des  coefficiens  constans  à 
déterminer.  Par  là  les  différentielles  disparoissent  de  Tequation  "He 
.  condition ,  et  les  équations  partielles  qu'on  en  tire ,  lorsqu'on  égale 
séparément  à  zéro' les  quantités  constantes  qui  multiplient  les  dî* 
verses  puissances  de  x  et  de  y  qu'elle  renferme ,  donnent  les  valeurs 
des  coefficiens  cherchés.  Pour  que  cette  méthode  réussisse ,  il  faut  que 
le  nombre  des  équations  essentiellement  différentes  ne  surpasse  point 
celui  des  inconnues ,  et  que  djins  ce  nombre  il  ne  s'en  tfouve  point 
qui  soient  contradictoires  entr'elles. 

On  doit  essayer  successivement  des  fonctions  entières ,  dont  le 
type  général  est      J  +  Bx+  Cy*+  2?a:*+  E xy  +  Fy^J^  etc. 
des  fonctions  fractionnaires 

'     J  +  jBx+Cy  +  Dx^+Exy+Fy*+ etc. 
A'+B'x+Cy+D'x^+E'xy+Fy+  etc.* 

Si  l'équation  différentielle  proposée  contenoit  dès  radicaux ,  il 

faudroit  les  faire  entrer  dans  l'expression  du  facteur  ,  qu'on  pourroit 

aussi  prendre   d'une  forme  exponentielle  ou  logarithmique  K  mai^ 

nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  procédé  ^  qui  n>st 

au  fond  qu'une  espèce  de  tâtonnement  très-laborieux  et  qui  le  plus 

souvent  exigeroit  des  calculs  impraticable^  :  on  en  doit  dire  autant 

des   méthodes  générales  d'intégration  proposées  par  Fontaine  et 

Condorcet ,  c'est  pourquoi  nous  les  passerons  également  sous  silence. 

.       Des    équations 
567.  Par  la  génération  des^  équations  différentielles,  dont  nous  du  premier  ordre , 

avons  donné  plusieurs  exemples  n\  50  >  on  voit  qu'il  peut  s'en  pré-  feriSÏÏ^^^ 
senter  dans ,  lesquelles  les  différentielles  passent  lé  premier  deeré.  *^"^    ^«  premier 

^     ,.  ®        degré. 

•  Il  > 
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Prenons  dy'+Pdy-'dx-{-  Qdy-*dx\ . . .  +  Tdydx'-'  +  Vdo^^^o 
pour  la  formule  générale  de  ces  équations:  en  la  divisant  par  la 
plus  haute  puissance  de  dx  ^  elle  deviendra 

(i)"+'(ir+e(ir" +4+^=«» 

dy 
en   la  résolvant    par   rapport    au  coefficient  différentiel  -p,  et 

dx 

désignant  par  p  ^  p\  p'\  etc.  ses  racines ,  nous  aurons 

^y  dy         ,  dy         „ 

résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes  précédentes  ; 
puisque  les  différentielles  ne  s'y  trouvent  qu*au  premier  degré.  Uîh- 
tégrale  de  chacun  d'eux  sera  aussi  Tintégrale  de  Téquation  proposée  ^ 
qui  sera  encore  satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  Téquation  formée 
du  produit  de  toutes  ces  intégrales  (  n**.  54  ).  Les  deux  exemples 
suivans ,  quoique  très-simples  ^  éclairciront  toutes  les  difficultés  que 
ppurroit  renfermer  Ténoncé  ci-dessus. 

Soit  1%  ^j^'i— tfVA:*  =  o  ;  cette  équation  se  décompose  en 
rfy,4-tfi/;t*=xO,  et  éy^^adx=:o ^'  doot  les  intégrales  sont 
y  +  tf  jkT  =  c ,  y  —  axz=:c'.  Il  est  facile  de  voir  que  chacun  de  ces 
résultats  satisfait  à  la  proposée;  Téquation 
(y  +  tf  ;c— c)  {y — ax  —  c')  =  o  y  satisfait  aussi,  car  elle  donne 
{y  +  ax  —  c){dy'--adx)  +  {y^^ax  —  c')(^y  +  adx):=o; 
m  V     •  Viy^^x — ^)  —  {y—^x — c')'\adx 

d  où  dy-^  . ,   ■    '  .   ;  mettant  succès* 

sivement ,  au  lieu  de  j^ ,  ses  valeurs .c-^ax^  c'-^-ax^  on  trouve 

dy=z''^àdx  ^         dy=:^  +  adx. 
%"*.  Considérons  l'équation  dy^^^axdx^'^r^o^  nous  en  tirerons 

dy'\-dxVax=:o^      dy—dxYax:=Oj  et  en  intégrant^  nous 

aurons  ^+1^*^* — ^  =  0^  y  —  \ii^x^ — i/=  Or Chacune  de  ces 
équations ,  ainsi  que  leur  produit ,  pourront  être  considérés  comme 
des  solutions  de  la  proposée;  mais  ce  cas-ci  diffère  du  précédent^  en 
ce  que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  intégrales  obtenues, 
forment  entr'elles  un  lien  qui  permet  de  les  comprendre  toutes 
deux  dans  une  même  équation  ^  et  avec  une  seule  consiantCi  £a 
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effet  ^  A  on  ùit  disparoitre  le  radical ,  dans  l'équation 

^  + 1 V^  tf  x^ —  tf  =  o ,  on  obtient  iy—'C )'=  J a x^.  Ce  résultat 
est  encore  Tîntégrale  de  Téquation  proposée  ^  à  laquelle  il  conduira 
immédiatement  par  l'élimination  de  c 

568.  Quoique  ce  qui  précède  ne  fasse  dépendre  l'intégration  des 
équations  oii  les  différentielles  passent  le  premier  degré  que  de  la 
résolution  des  équations  algébriques ,  voici  néanmoins  quelques  cas 
dans  lesquels  cette-intégration  s'opère  plus  facilement  avec  le  secours 
.d'artifices  analytiques  appropriés  aux  circonstances  et  qui  éludent  ; 
au  moins  en  partie ,  les  difficultés  que  présente  la  résolution  de 

«y 

réquation  différentielle  proposée ,  par  rapport  à  —. 

dx 

Quand  cette  équation  ne  contient  que  Tiine  des  deux  variables  ; 

dy 

X ,  par  exemple ,  on  en  tire  immédiatement  -7-=^  >  i!o\xy=^fXdx  j 

dx 

mais  s'il  est  plus  facile  de  la  résoudre  par  rapport  à  x  que  par  rapport 
au  coefficient  ^ ,  que  nous  représenterons  pour  abréger  par  /^  ^  et 
qu'on  ait  x:=^P  9  /'désignant  une  fonction  quelconque  Atpy  on 

dy 

observera  que  l'équation  't-'~P^  ^^  dy=zpdx^  donne  y^^px^xdp  ; 

mettant  pour  x  sa  valeur  P ,  il  viendra  y^^^Pp^Pdp,  L'intégrale 
demandée  sera  donc  le  résultat  de  l'élimination  de  p  ^  exUre  les  deux 
équations  xz=P  ^  y=:Pp^^fPdp. 

Soit,  par  exemple ,  xdx-^- adyT=ibVdx^-\-dy*^  ou 

>  *  dy 

x+  ap^=siby  1  +p%  en  écrivant  p  au  lieu  de—.    Cette    dernière 

dx 

équation  donne  immédiatement 

x=z—ap  +  lf\^TTp^y        P=^ap^iViJ^p% 
et  par  conséquent . 

y^tp  V^T+p—^^ap^'—bfdp  V^H^. 
L'équation  x^dx^^dy^=àxdx*dy ,  qui  se  change  en  x^+p^=^apx^ 
ne  donneroit  pour  p  ou  pour  x  que  des  valeurs  fort  compliquées  ; 
on  obvie  à  cet  inconvément  par  l'introduction  d'une  nouvelle 


f- 
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variable ,  au  moyea  de  laquelle  on  escprime  l'une  et  l'autre  de  ces 
quantités  (*).  Pour  cela  on  fait  p^=ux  ^  ce  qui  donne  X'^-t^x^^uau 

et  d'où  on  tire  x  =2 ^      ^  = s-  ;  substituant  pour  p 

i+a^  '  i  +  tt^ 

et  pour  dx  leurs  valeurs  dans  l'expression  j^  =//>  <f  :i; ,  l'intégrale 
de  la  proposée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  u  entre  les  deux 

équations  a:  =  — ; — 5^,        ^  = 

S  intègre  et ,  devient  v  =  --  tf*  -7 =—  +  -  «*  — \ — 5-  +  C 

U  est  facile  de  voir  que  le  procédé  suivi  dans  cet  exemple  aura 
le  même  succès  dans  tous  les  cas  où  il  sera  possible  d'exprimer  les 
quantités  x  et  p  par  une  troisième  u, 

* 

569.  Si  on  avoit  une  équation  entre  les  variables  x^  y  tX  la 

fonction/',  et  qui  fût  homogène  par  rapport  aux  premières,  on  sé« 

pareroit  ces'' variables,  comme  dans  le  cas  oti  les  différentielles  ne 

montent  qu'au  premier  degré,  La  supposition  de  y=:ux  faisant 

disparoître  x^  l'équation  résultante  ne  renfermera  plus  que  u  ttpi 

on  pourra   par  conséquent  exprimer  l'une  dç  ces  quantités  par 

l'autre;  mais  àt  y^=^ux^  on  tire  dyz=:iudx'\'Xdu\  substituant 

dx  du 

dans  dy-^ipdx y  il  v\tTitpdx-=zudxJ^  xdu,  ou 


X  P'^U 


Pdu 

ce  qui  donne  \x=  1  — — 


variables  primitives  sont  donc  déterminées  au  moyen,  d'une  troi- 
sième ,  savoir  de  p  ou  dt  u,  selon  que  la  résolution  de  l'équation 
proposée  est  plus  facile  par  rapport  à  Tune  ou  par  rapport  à  Tautre 
de  ces  dernières. 

Quand  on  prend  la  valeur  de  u  en  py  on   doit  changer  l'ex- 
pression lx=/ enlA:  =  —  1  (/'—'«)+  /  ■_^-» 


»    ^ 


(*)  Il  est  aisé  de  sentir  que  Ton  doit  employer  ici  Kk  artifices  dont  on  feit 
usage  pour  résoudre  les  questions  d'Analyse  indéterminée  5  et  qui  ont  été  indiqués 
dans  ta  note  de  la  page  365  du  premier  volume. 


/ 
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/ — ■;■■■  ^  I 
Soit  powr  €xempl«  Véqmiiotï  yJx^xdy:=:uxV  dx*+dy\ 

En  mettaût  ùx  ^jx  lieu  dey,  et  pdx  au  lieu  de  ^>,  on  trouve 

dx       du  pdp  dp 

T+7 


u^p:=^nV  i-^-p^  — = = 


=:et 


P'^^u 


Cy 


U  :^  r-  1  V^ i+?—  ^-7===—  1  ^^ 

d'où  on  déduit  _» 

<;,+«*/, +^)^^^ ^:^^j    -^ 


^==— TU 


i/7 


(/'+^i+/'0%:k= 


/IT 


+  /;*  Y  i-irp 

et  en  éliminant  />  on  obtiendra  la  relation  qui  doit  exister  entre  x 

et  y.  Dans  le  cas  actuel  ontitefa  de  l'équation  u—p=nyi+p''^ 
la  valeur  de  /»  en  « ,  pour  la  substituer  dans  celle  de  x  ou  dans 

celle  de  y ,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  ^  au  lieu  de  u.  Il  est 
à  propos   de   remarquer  qu'il   suffit   de   joindre   à  l'équation 

u^p  =  n  /î+7*,  la  valeur  de  a;  ,  et  que  le  système  des  deux 

.^ ^  _•  - 

équations  ^  =  -^= "^ 

représente  aussi  l'intégrale  demandée. 


/■ 


Lorsque  n:==^i  %  ona/?  = 


«*— I 


22^ 


;  et  on   trouve 


résultat  qui  sev  décompose  en  deux  facteurs  x:=q  ,  ^r'+y'— i  c:r=o. 
Le  premier  donnant  ^;c=o,rend  identique  l'équation  différentielle 
proposée  >  mais  c'est  le  second  qui  est  la  véritable  intégrale  complète , 
puisqu'il  contient  une  constante  arbitraire.  Bientôt  nous  ferons  con- 
noîtrela  nature  et  l'origine  de  ces  équations  primitives  particulières , 
qui  diffèrent  9  ou  qui  paroissent  différer  4es  intégrales. 

L'équation     x dy  \ydx^=idydx  Vxy  (dx''+  dy*)  ,  traitée 

\  III  I      ■■  ■        ■ 

comme*  la  précédente,  conduit  à  p^+us^{/^(i  +/'*)>  ^'oU  on 


.H- 


N. 


■■V 
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lire  «= ^y— />'+  ^/+  !/>' V^(î  +/>')  (i--4f +/>•)  ; 

/>~»  =  î/'(i4-/)(i-/')-î/''^0+/'*)(i-4f+?). 

la  dernière  diâirentielle  se  rapporfe  aux  transcendantes  elliptiques 
et  rintégrale  cherchée  sera  représentée  par  les  deux  équations 

^_      Ur       ^y^|    r^^^^-^)     I   r    ^/>V'»-4/>'+^- 


P  H — . 

X  X 


\/ 


entre  lesquelles  îl  faudra  éliminer  p. 

Ç70.  Soit  ydx'''\'dy*z=idi^  et  supposons  qu'on  ait  une  équa* 
tion  homogène  entre  les  trois  variables  ^  ^  ^^  et  (•  Dans  ce  cas 
on  substituera  ux  pour  j^,  vx  pour  ;^ ,  et  la  variable  x  ayant  disparu 
on  pourra  déterminer  v  en  1^  ;  concevons  la  chose  fixité  et  que  par  la 
difFérentiation  de  la  valeur  de  v  on  att  Jvmi^^du,^.q  étant  une 
fonction  de  u.  Cela  posé ,  puisque 

dy^^pdx^udx-^-xdu^         d[^=idxy  i  ^ p^^r=Lydx  + xdvl 
dx         du  dx  dv 

on  aura  —  = •      —  = ,  ;  mettant  poiu:  dv^ 

m 

sa  valeur  qdu^  on  déduira  dç  ces  équations ^= 


ce  qui  donnera  p-^u^sz     j     ■  j     i         a-     ■  •'    -       >  »  ^  "  ^^^ 

dx  (t— j*)rftt  •  du^qy—U—V  {v—quy^\'\'q^) 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  v  est  donné  en  w ,  et  que  par  con- 
séquent chaque  membre  de  l'équation  différentielle  ci-dessus  s'intègre 
séparément,  en  sorte  qu'on  a,  à  cause  de  dv=^qdii^  ' 


r  duV  (v—quy—i  +  g""  ^ 

-/— -— '— ; g  • 
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La  différentielle  ^^=k  i/j^*+  ^^*. appartenant  à  l'arc  d'une  courbe 
quelconque  y  la  solution  du  problême  analytique  que  nous  nous 
sommes  proposé  nous  conduit  donc  à  trouver  l'équation  d'une 
courbe  par  la  connoissance  de  la  relation  qui  existé  entre  l'arc  de  cette 
courbe  et  s^s  coordonnées  ;  et  Ton  voit  par  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenus,  que  cette  courbe  sera  algébrique  si  l'intégrale 

peut  s'obtenir  par  les  logarithmes; 


/- 


Prenons  pour  exemple  l'équation  i::=:ax+by:  elle  donnera  par 
les  substitutions  indiquées  v  =  tf+A«,^  =  ^et 

1         1       I  «/ r— ; 7—        rduVa'^+b^—x 

l'intégrale  indiquée  dans  le  second  membre  se  transforme  en 

du{b^—  I  )  ï/d»+A»_l 


Si 


(^•— l>+.tfi+  V  a^  +  b*^l 

mettant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  «,  dans  l'équatîon  cî-dessus, 
passant  ensuite  aux  nombres  et  élevant  au  quarré ,  on  trouvera 
x^+y—(ax  +  byy         {b^--\)y+abx  —  x\^a^-\.l^—i 


c" 


{b'^j)y+abx  +  xVa'  +  b'—i 
Cette  dernière ,  quoique  fort  compliquée ,  n'appartieat  cependant 
qu  à  des  lignes  droites  ;  car  si  pour  abréger  on  fait 

(b*—i)y+abx+xV'a^+b-—î=:P,    {l>'--i)y-\'jibx—x\^a-\-^-—i  —  Q, 
on  trouvera  PQ=  (**— 1)[(^^  +  *y)*— x*— ^*],  le  résultat 

PO  Q 

pr-écédent  deviendra  — ; -r  =  -^  et  se  décomposera  par  con-  ' 

séquent  en  P  =?=  ^ */ 1— i*  et  Q  =  o,  ou 

en  changeant  la  constante  arbitraire.  La  première  intégrale  seule  e^t 
complète  ;  mais  en  renversant  Tordre  des  signes  des  radicaux , 
prendVoit  la  place  de  Q  cr  vice  yçrsâ^  ce  qiii  donner pit  alors 
Calcul  intégral.  Kk 


I 

/ 


r 
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(i^—i')y  + ahx'^xya^+ b^'—ir^c  ,  équation  dont  Q=a, 
trouvée  ci^dessus,  n^st  qu'un  cas  .particulier  :  le$  deux  intégrales 
de  la  proposée  sont  donc  comprises  dans  Téquation 

571.  Je  n'ai  rapporté  cet  exemi^e  qu'à  cause  de  la  forme  du 
résultat  auquel  il  conduit.  L'équation  différentielle  >  qui  répond  à 

^  =  ax  +  iy  ^  étant  y  dx''+  dy''=:adx  +  ^dy^  est  dans  le  cas 
du  n"".  569  9  et  peut  se  traiter  d'une  manière  encore  plus  simple ,  en 
observant  que  puisque  tes  variables  Jt:  et  y  ne  s'y  trouvent  point ,  ïï 
suffit  de  jEaire  ^j^=^  J  at  ,  pour  chasser  les  différentielles.  L'équation 
qu'on  obtiendra  servira  à  déterminer  ^ ,  et  en  intégrant  on  aiira 
y:=Ax  +  B,  B  étant  ta  constante , arbitraire» 

Si ,  i7  et  f^ désignant  deux  fonctions  -quelconques  ^e  x  et  de  y  ; 
on  avoit  une  équation  entre  d  V  et  d  V  seulement ,  on  feroit 
dV—AdVy  et  l'intégrale  cherchée seroit  V=AV->c^^ 

57ii  Prenons  encore  ui\  eyeniplei  savoir^  ^==y*+/2A:*.  On  a 
pour  cette  équation  v  =  Ka»  +  n,        q=    '.     .     '_ ,  et 


Vn 


^£ 


\x  =  lc  —  l  V  I — « /  .  ,-—. — -  Ott 

1a:  =  U+  -^=K«+  V'^mT^),  d'où  il  résulte 


^P  +  ?^y  +  ^') 


Cette  équation  est  algébrique  toutes  les  fois  que  le  nombre 


n — 1: 


est  un  quarré  parfait  ;  mais  quand  l'iexposant  y^    ^ —  est  ir-^ 


1/ 


zï— 1 


rationnel ,  on  lui  donne ,  diaprés  Léibnitz ,  le  nom  SintersundanUy 
comme  tenant  en  quelque  sorte  le  milieu  entre  les  équatioils  air 
gébriques  et  les  équations  transcendantes» 
,  L'intégrale  que  nous  venons  d'obtenir  cesse  d'être  vraie  lorsque 


:-   '••••>#   •  1  ••— ■■ 


r 
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^=  I ,  et  comme  dans  ce  cas  la  quantité  i  +  w* — v*  s'évanouit  ; 
il  faut  faire  usage  de  l'expression  de/^ — u  ;  on  trouve ,  par  ce  moyen , 
/?  —  «  =  o ,  ou  a: dy — y  dx  =  o^  ou  enfin  y  =  cx»  Le  cas  de  n=o 
forme  encore  une  exception  facile  à  traiter  â  priori. 

573*  Considérons  en  dernier  lieu  le  cas  oîi  les  deux  variables 
entrent  en  même  temps  dans  Téquation  proposée ,  mais  supposons 
que  Tune  d'elles ,  y ,  par  exemple ,  n'y  monte  qu'au  premier  degré  ; 
nous  aurons  alors  y  égal  à  une  fonction  de  x  Qtdtp  ^  en  sorte  que 
dyz=Rdx  +  Sdp  ^  et  par  conséquent  pd'x:=:^Rdx+  S  dp  ou 
(jR — p)dx+Sdpz=o.  Si  l'on  parvenoit  à  intégrer  cette  dernière / 
on  auroit  entre  p^  x  et  une  constante  arbitraire  y  une  relation  au 
moyen  de  laquelle  chassant  p  de  Téquation  proposée  oh  obtiendroit 
une  équation  primitive^  qui,  renfermant  une  constante  arbitraire,  seroît 
rintégrale  cherchée.  Voici  plusieurs  formules  très-étendues,  com- 
prises dans  le  cas  général ,  et  dont  l'intégration  s'exécute  facilement. 

i"*.  SiTéquation  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme  j^=7=pAr+P, 
et  que  P  ne  renferme  que  le  coefficient  />,  on  aura 

a;  +  —  J^/;  l'équation  (R — p)dx  +  Sdpz=o 

dP^ 
deviendra  /^  ^  +  —  W/>  =  o ,  et  se  décomposera  en  deux  facteurs 

dp 

X  +  —  =Oy   dp  =  o.  Eliminant  p  entre  le  premier  et  l'équation 
dp 

proposée ,  on  aura  une  équation  primitive  qui  satisfera'à  la  proposée^; 
mais  qui ,  ne  contenant  point  de  constante  arbitraire ,  ne  sera  que 
particulière.  Le  second  facteur  s'intégre  et  donne  p=:c ,  ou  dy^^cdx 
€t^=c:r+  c\  Les  constantes  c  et  c'  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux; 
car  en  faisant  dans  l'équation  proposée  p^^^c^  on  a  y  =:c:r  +(7,' 
C  étant  ce  que  devient  P  dans  la  même  circonstance ,  et  on. tire  de  là 
^'=C  L'intégrale  de  la  proposée  est  donc  y=±cx'\-Cj  et  s'obtient 
en  changeant  p  enc. 

^\  Si  Ton  a  y  =  PxJrPx  y  P  et  P,  étant  des  fonctions  de  p; 

l'équation  (iî— /^)</^+ 5^>=o  devient 

^    dP       dP,  \ 
iP—pjdx  +  rxj-  +  — ^  W/F  =  o,  et  s'intégre  par  le  moyen 


X 
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ÇdP 

âu  facteur  c^^-p  ,  puisqu'elle  est  du  premier  deg.ré  par  rapport  à  x 
(  n^  Îî6  ). 

3*'.  Supposons  la  proposée  telle  que  K  t\,  S  soient  des  fonctions^ 
du  premier  degré  ou  des  fractions  dans  lesquelles  l'exposant  du 
numérateur  surpasse  de  l'unité  celui  du  dénominateur ,  c'est-à-dîre  ^ 
que  l'équation  (Jî— /?yj;+5^/^=a  soit  homogène;  celle-ci  étant 
divisée  par  {^K-^p^x-\' Sp  ^  s'intégrera ,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à 
éliminer  p  entre  son  intégrale  et  l'équation  proposée ,  pour  par- 
venir à  l'intégrale  demandée.  Il  est  facile  de  reconnoître  que  R  ti  S^ , 
ne  pourront  être  du  premier  degré ,  que  quand  la  valeur  dey  sera  du' 
second ,  et  qu'alors  la  proposée  deviendra  homogène  >  si  l'ou  met  ;jfî 
au  lieu  de  y. 

On  peut  essayer  aussi  de  rendre  homogène  par  des  substitutions  ;. 
l'équation  {R — p^dx-\-  S dp=:Q.  Si  on  fait  x=z^"*, /;  =  y%  il' 
viendra  m{R  —  j")a"""*i/a  + ^^^^"""Vjnro,  et  pour  que  ce.  ré— 
Sjiltat  soit  homogène  y  il  faudra  que  la  fonction  R  soit  du  degré  m 
et  la  fonction  S  du  degré  m.  On  aura  dans  cette  hypothèse 

dy  =  Rdx  +  Sdp=:mRùr^att'f'-nSq^-'d^^ 

ce  qui  fait  voir  que  y  doit  être  du  degré  /«+a ,  et  que  par  consér 
quent  la  proposée  y  dans  ce  cas ,  doit  devenir  homogène  par  la 
supposition  de  j'  =  {;"^  x  :=  tf^^' p  z=z  q\  Quand  cette  condition: 
sera  remplie,  on  fera  i^^rq^  u  =  sq\  on  pourra  ensuite' déter-; 
miner  r  en  5,  et  comme  Téquatïon  dyz^pdx  devient 

(  772  +  7î  y^^-^-^di  =  mi£^''^q''dui ,. 

On  la  transformera  par  les  dernières  substitutions  en 
ide  laquelle  on  tirera 

dq    _    ms'"''^ds'--{m  +  n)r^^-'dr  ^ 
q  {m.+  n)r'"'^—ms'^  *• 

574.  Donnons  maintenant  quelques  exemples:  ï^soit^équat^OIt 
ydx  —  xdy=:n  v  d x""  +  dy"".  Nous  la  mettrons  d'abord  sous  la: 
forme  >;=/r:v  +  »  K  I +/?*;  en  la  diiïérentiant  nous  trouverons. 

Tlpclp  •« 

dy  =/>  dx-i^  xdp-^    ■■  ,  et  à  cause  que  dy  ^nfjLx^  il  rester* 


$1 
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xdp  +  -  =  o.  Cette  équation  se  décompose  en  deux  fac- 

leurs  X  +  "'  =0 ,  et  dp=o  ;  ïe  second  nous  conduit  à  p=c  ^ 

Vi+p^ 

et  llntégrale  demandée,  est  jr  =  cx+ nV^i  +  c*^ 

Le  premier  facteur  donne  p  =  ,  et  substituant  dans 


x* 


l'équation  proposée,  on  a  ^•+Ar*=n* ,  équation  qui  ne  renferme 
point  de  constante  arbitraire ,  qui  n'est  point  comprise  dans  Tinté- 

grale  y=:i  ex  +  nV  i  4-  ^^^  et  telle  néanmoins  que  les  valeurs  dey 
et  de  dy ,  qui  s'en  déduisent  satisfont  à  Téquation  différentielle  pro- 
posée y  dont  elle  offre  par  conséquent  une  solution  paniculUrc^ 

2%  Qccupons-nous  de  l'équation  jk^^—^^^J^  =  ^V'<'^^+^j'*^ 
nous  en  tirerons  y  =  mp  x  +  n\^i+p^,  ^ 

dy  =  mpdx  +  mxdp  +  np^dp  {i  +  p^)    *, 
et  tïitttatitpdx  pour  djr  y  nous  atnrons 

(m'r^i)pdx4^ mxdp  +  np^dp(t  +pf)  ^  =  a; 
Cette  équation  devient  intégrable ,  lorsqu'on  la  multiplie  par 

jp»»-^  et  doiifie  /?'*-*  x= — ^ —  /  p  ''^(  i  4.  n^  w^ 

3*.    Soit   ^^*=(^r-+Jîy)^A:*,  o\x^p^=^Ax'+  JBy^\  Pour 

rendre  cette  équation  homogène ,  faisons  a:=«^"*,  p=q%  et  j^=/*"+'^y 

nous  obtiendrons  /''=î-^a'"'+5î^'»>^%  et  posant  ensuite  knt=:ctm^ 

^  ^-      k  0k 

kn  =  fim  +  0/1,  nous  trouverons  —  =  --,      k  = 1-^,  équa- 

'  n        A  et  ^ 

tien  qui  exprime  une  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les 

«ta 
cxposans  i  ,  a  et  i8- ,  et  qui  donne  k  = .    Lorsqu'elle  sera  iden-^ 

* — ^ 
tique ,  on  supposera  nz=ec,  d'où  il  résultera  m=:ky  et 

q'*=Au^  +  B  :[•*,  puisque  0{A-\-k)  =  etk.  Faisant,  d'après  le  prd- 

'  cédé  indiqué  à  la  fin  du  n"*.  précéd,  i-=rq ,    uz=zsq ,  nous  trouverons^ 


i^ 
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Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'achever  le  calcul  qui  n*a  aucune 

•   '  ".  .     .  « 

difficulté  ;  nous  ferons  seulement  observer  que  la  substitution  de  xH  , 

au  lieu  dej^,  dans  Téquation  proposée  mise  sous  la  forme 
-.1 

p  ==  (^A  :r*+  By^ )ï  donne , 

x^  âu'\-  -X  ^  udx=:ixl^dx{J  Jr  Bu^)\ 


et  comme  dans  Thypothese  ci-dessus  =  ^ ,  on  aura 


c        « 


^x^    kdu-^émdx^r^dx^A+Bu^jf'^ 
dx         '  fidu 


a        tf 


d'où  l'oii' tirera 

A^""ï     .^{A  +  Buf^Y — «» 
575.  On  voit  par  cet  exemple  l'avantage  qui  résulte  d'une  Irans- 
fc^rihation  bien  choisie ,  et  c'est  çncore  ce  qui  sera  confirmé  sur  les 
^équations  suivantes 

.  ydx'+  dy  -  y  X* +yydxi+dy     ^Vx^+y' 

*daps  lesquelles  f  désign|  une   fonction  quelconque.  "^Sli  on   fait 

;i;  =  //v,       j^  =  aKi  — v* ,  on  les  changera  en 
'^^•u^dv  •      ^7  ''•^udv 


d'oii  on  tirera  .     ^ 

yv      _    dui{u^)  \      ,   dvV i—ï\vy     _  du 

résultats  dont  les  variables  sont  séparées. 

Des    solutions      57<$-  Examinons  '  maintenant  la  nature  et  Torigine  des  solutions 
particulîèfes     ^qs  particulières  que  nous  avons  obtenues  pour  plusieurs  des  équations 

équations  différen-    ,.^,         .  „       ,  r      r         t     •  '  •       • 

tielles  du  premier,  dmerenti elles  dont  nous  nous  sommesx>ccupes.  La  relation  qui  existe 
^^^^'  entre  une  équation  différentielle  et  son  intégrale  est  telle  que  cette 

«  dernière  équivaut  à  un  nombre  infini  d'équations  primitives ,  qu'on 

obtiendroit  en  donnant  successivement  à  la  constante  arbitraire 
toutes  les  valeurs  possibles ,  et  dont  chacune  satisferoit  à  l'équation 
di^rentielle  (  n**.  50  ).  Nous  désignerons  ces  diverses  équations 


^ 
* 
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primitives  sous  le  nom  Situigralts  particulières  ^  puisque  ce  sont  des 
cas  particuliers  de  l'intégrale  complète.  Les  solutions  particuHira  ^ 
dont  le  nombre  est  toujours  limité  ;  sont  des  équations  primitives  « 
essenûellement  différentes  des  intégrales  particulières.  Ces  solutions 
sont  de  deux  sortes ,  les  unes ,  comme  celle  du  n^.  5  57  >  ne  sont  autre 
chose  que  des  facteurs  de  l'équation  différentielle  proposée  ^  dans 
lesquels  dx  et  dy  n'entrent  point,  et  qui  par  conséquent  étant  égalés 
à  zéro  donnent  des  équations  primitives  ,  et  établissent  entre  ^  et  y 
'  des  relations  qui  rendent  la  proposée  identique.  En  cherchant  les 
diviseurs  communs  des  fonctions  MttNj  on  trouvera  les  solutions 
de  cette  espèce,  dont  seroit  susceptible  Téquation  Mdx+Ndy=io^ 
La  seconde  espèce  de  solutions  particulières  dont  l'équation 

ydx — X dy  ==: n  V^dx*+d y*  x^ous  a  fourni  un  exemple,  est  liée 
intimement  à  l'équation  différentielle  dont  elle  dérive ,  quoiqu'elle 
i>e  puisse  rentrer  dans  aucun  des  cas  de  l'intégrale  complète  , 
que^ui  valeur  que  l'on  donne  à.la  constante  arbitraire ,  ainsi  qu'il  est 

facile  de  le  voir,  en  comparant  les  équations  y=zcx+ny  i  +  c* 
\t  x^+y-=n-  (n^  Î74).  .  ^ 

Voici  la  théorie  que  Lagrange,  en  1774,  donne  de  ces  dernières 
soFutions ,  regardées  ayant  lui  comme  formant  un  fiiaradoxe^  dans 
le  Calcul  inl^ral  (*)» 

^77.  Les  solutions  particulières ,  sans  être  comprise»  explicitement 
dans  l'intégrale  complète ,  peuvent  néanmoins  s'en  déduire ,  en 
c^ant  de  regarder  la  constante  arbitraire  comme  invariable.  En 
efïet,  soit  27  =0,  une  équation  primitive  renfermant  les  Va- 
riables X  y  y  çt  une  constante  c  ;  l'équation  différentielle  corres- 
pondante,  que  je   désignerai  par  F=Oy  sera  le  résultat  de  l'élî- 

I  . 

•    •  " 

(*)  Il  ies'appela  intégrales  particulières^  et  donna  le  nom  de  solutions  parti- 
'cttlières  aux  différens  cas  de  Tîntégrale  complète.  Laplace,  qi;il  s'est  occupé  avec 
succès  du  même  su}et  aTant  Lagrange ,  employé  ces  dénominations  dans  un  sen» 
inrerse,  -et  je  raUuivi.  Il  m*a  semblé  que  les  équations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations  différentielles  sans  être  comprises  dans  leur  intégrale  complète ,  ne 
9*obtenant  point  par  les  procédés  de  rintégratlon ,  ne  doivent  pas  pomr  un  nony 
qui  rappelle  ces  procédés- 


C' 


•     J 


,•» 
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mination  de  cette  constante ,  entre  les  équations  U  =  q  , 

dU  ^         dU  ,  •  .     . 

"T — ax-{-  ^ — 4y=^o  (  n*.  50  )  ;  ma^  si  on  suppose  que    e 

soit  une  fonction  quelconque  de  Jif ,  on  donnera  à  Péquation  l/z=o 
une  extension  telle  qu'elle  pourra  représenter  une  équation  quel-- 
conque  à  deux  variables,  et  par  conséquent  aussi  toutes  les  solu- 
tions particulières  de  Féquation  F'=o.  Cçla  ppsé  ,  mettons  Téqua- 

.        dU  ^  dU  -         ^ 

t*on  >    »    dx  +  -r— —  =r=  o,  sous  là  forme  dy^^pdx ^  et  observons 

<jue  puisque  Téquation  F=zo  résulte  de  rélîmination  de  c  entre  U=q 
et  dy=zpdx^  elle  demeurera  la  même  quelque  valeur  qu'on  donne 
à  c  (  note  de  la  page  395  du  premier  volume  )  et  qu'09  pourroît  par 
conséquent  supposer  c  variable ,  pourvu  que  la  foi  de  sa  variation  {\\t 
telle  qu'on  eût  toujours  dy=ipdx.  Or ,  quoiqu'en  regardant  e  comme 
variable  aussi  bien  que  at,  il  vienne  en  général  dyzzzpdx-^-qdc  ; 
p  et  q  étant  des  fonctions  de  at  et  de  c ,  on  aura  néanmoins  dy=^pdx 
seulement,  si  y =a.  Déterminant  donc  c  par  cette  dernière  équation  9 
et  substituant  dans  27=0  la  valeur  qu'on  trouvera  ,  Je  résultat  satis,T, 
f«ra  encore  ^  réqugttion  différentielle  f^=^o. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  regardé  y  comme  une  fonction 

de  jc  et  de  c;   en  considérant  à  son  tour  x  comme  une  fonction 

du  dU 

de  y  et  de  c ,  on  mettra  l'équation  -^jr-  dx-^-  —3 —  dy^=^o^  sous  la 

doç  dy 

forme  dxz=zmdy  ^  et  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  trouvera  que 
si  la  valeur  de  dx  ^  prise  en  faisant  varier  c ,  est  dx  =  mdy  +  ndç  ^ 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  c ,  entre  /z=p  et  l7:=zo ,  sa- 
tisfera aussi  à  l'équatiori  différentielle  F=o. 

Les  équations  primitives  que  donnent  Tun  et  l'autre  des  procédés 
que  nous  venons  d'exposer ,  sont  nécessairement  des  solutions  par- 
jipulièrcs  de  l'équation  F=q^  si  elle  est  susceptible  d'en  avoir,  ou 
autrement  des  cas  particuliers.de  son  intégrale  complète. 

On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans  un  seul  ^  en  faisane 
évanouir  les  dénominateurs  dans  Téquation 

dU  dV  dU  ,      ,, 

r-T — dx\~ — ^y  +  __.  ^  i;  =;=  Q     différentielle  d€   c7œo; 

0V  d;y  dç  ' 

pris» 


\ 
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prise    par  rapport  à   x  y  à  y  et  à  c.   Elle  aura  alors  la  forme 
Mdx-^ NdyJ^ Pdc-=^o\  on  en  tirera 


M  P 


N  P 

d  X  =  —  — -  d  V  —  —  de  i 


et  si  les  fonctions  entières  M ,  A^  sont  algébriques ,  ou  quoique  trans- 
cendantes ,  ne  peuyent  pas  devenir  infinies  par  quelque  valeur  de  c , 
ie  coefficient  de  de  ne  disparoîtra  que  par  la  supposition  de  P=o^ 
qui  donnera  ainsi  toutes  les  solutions  particulières  de  f^==  o. 

Loi;sque  l'équation  -P=o  ne  renferme  que  c  et  des  constantes ,  elle 
donne  c  constant  et  ne  conduit  par  conséquent  qu'à  une  intégrale 
particulière. -Quand  c  ne  se  trouve  qu'au  premier  degré  dans  U ,  il 
n'entre  point  dans  P ,  qui  ne  contient  alors  que  les  variables  x  ety  ; 
mais  dans  ce  cas,  l'équation  P=^o  satisfait  elle-même  à  ^  =  o,  car 
U—o  étant  de  la  forme  Q+cP=o ,  Fz=o  devient  PdQ;—QdP=o. 
Pour  s'assurer  alors  si  P=o  est  une  solution  particulière ,  ou  seu- 
lement une  intégrale  particulière ,  on  éliminera  une  des  variables  x 
oay ,  entre  t/=o  et  P=;=o  ;  la  résultante  donnera  c  variable  dans  le 
premier  cas ,  et  c  constant  dans  le  second.  Si  on  trou  voit  c  =  ^ ,  il  en 
faudroit  conclure  que  l'équation  P=o  est  un  facteur  de  i7==o ,  in- 
dépendant de  la  constante  c  et  par  conséquent  étranger  à  l'équation 
différentielle  ^=o. 

57S.  Appliquons  maintenant  cette  théorie  à  quelques  e^Amples; 
1*.  Soit  l'équation  ydx — xdy:=in  k  ^;c*+  dy"" ^  ayant  pour  in- 
tégrale complète  j^  — ca:  =  ;2Vi4-c*  (  n^  574  )  ;  nous  aurons; 
en  faisant  varier  c  en  même  tems  que  ^  et  y  ,  et  réduisant  tous  les 
termes  au  même  dénominateur, 

cdxV \J^c^—dy  V^i+c*+(A:/i  +  c^+/2c)i/c  =  o; 

^  -s 

égalant  à  zéro  le  coefficient  de  ^c ,  ilvient  x  |/7+?+w=o,d*oii 


on  tire  c  = 


Vn^  —  X' 


>  Cette  valeur  change  Téquation 


y — c;c=«Ki  +  c*en  ;t*+^*=:^*  et  donne  la  solution  particulière 
obtenue  dans  le  n"".  cité. 
•  Toutes  les  équation?  de  la  forme  y^ipx-^P  {  n%  573  ) ,  dans 

CorUul  intcgfaU  Ll 


/ 
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laquelle.se  trouve  comprise  la  précédente ,- ont  aussi  une  solution 
particulière  analogue  à  celle  que  nous  venons  d'obtenir.  Leur 
intégrale  complète  représentée  par  ^  =  c  Jk:+ C,  C  étant  composé  en  c 

comme  P  Test  en/,  donne  cdx  —  dy+  v^'^T'J^^^^^^    ^^ 

dC 

posant  jt  +  -—  =  o ,  on  en  tire  la  valeur  de  c ,  d'oîi  dépend  la  so- 

dc 

lution  particulière.  Cette  solution  particulière  s  est  offerte  à  nous 

lorsque  nous  avons  intégré  l'équation  j'=/'jf+/';  car  en  la  différen- 

tiant  nous  sommes  parvenus  à  une  équation  composée  des  deux  facteurs 

dP  -       ,  .  '. 

:v+-— =  o,  ttdp±=o^  et  le  résultat  de  Télimination  de  p  entre 

dp 

dP 

y=px+P  et  Ar  +  — =o,  seroit  le  même  que  celui  de  rélîmi- 

dp 

dC 
nation  de  c ,  entre  yz=zcx  '\-  C,  et  x  +  — --  =  o.  Les  équations 

de 

y=Lpx'\'P  ont  été  remarquées  d'abord  par  Claîraut,  tant  à  cause 
de*  la  propriété  qu'elles  ont  de  s'intégrer  facilement  après  une  nou- 
velle différentiation  ,  que  par  rapport  à4a  solution  particulière  que 
cette  différentiation  manifeste  sur  le  champ, 

2°.  Soit  l'équation  xdx  ^ydy-^dyV x"  +J'' — fl%  dont  l'in- 
tégrale^ v:c»+ y — a'=jK+c,  ou  x^—'Xcy — c* — fl*=o,  en  fai- 
sant disparoître  le  radical.  On  trouve  xdx — cdy — (j^+c)ic=o  y 

d'où  il  résulte  y^cr=zo^  et  par  conséquent  ^ x'^y^ — a*=o;  la 
solution  particulière  est  donc  dans  cet  exemple  **+j^" — a'=o. 

3°.  Reprenons  l'équation  jj'*  +  ^* — xcx=^6^  trouvée  n^  569, 

pour  l'intégrale  de  ydx — xdy^ix  Vdx""  +  dy^\  nous  en  tirerons 
{x — c)dx'\'ydy — xdc^=^o^  d'oîi  a:=o.  Cette  dernière  équation 
ne   contenant   pas  c ,  nous  substituerons  la  valeur  qu'elle  donne 

pour  x ,  dans  celle  de  c  ,  qui  est  ^ et  qui  devient  alors  in- 

finie;  nous  conclurons  donc  de  là  (  n%  précéd.  )  ,  que  *=o  n'est 

pas  une  solution  particulière  de  l'équation  y^;c — xdy^=^xydx*+dy''^ 
mais  seulement  ce  que  devient  l'intégrale  complète  quand  c  est  mfînu 
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579.  Il  sera  toujours  facile  de  trouver ,  par  ce  qui  précède ,  les 
solutions  particulières  des  équations  différentielles  dont  on  connoîtra 
rintégrale  complète  ;  mais  il  existe  aussi  des  méthodes  très-simples 
pour  déduire  ces  solutions  de  l'équation  différentielle  elle-même  ^  et 
nous  allons  les  faire  connoître. 

Lorsque  dans  Téquation  primitive  U=Oy  on  regarde  c  comme 
variable ,  ce  qui  donne  dy==::pdx  +  qdc^  et  qu'on  a  en  même 
tems  y  =  o ,  cette  équation  satisfait  à  l'équation  différentielle  /^=o,  . 
mais  ne  satisfait  pas,  du  moins  en  jgénéral,  à  la  différentielle  de 
celle-ci ,  que  je  désignerai  par  ^'=0 ,  et  dans  laquelle  je  suppo- 
serai que  ^  X  soit  constant.  En  effet,  cette  dernière  ne  renferme  que 
les  différentielles  de  y^  prises   par  rapport  à   x^  qui  sont 

iiy  =  pJx    dy  =  — ; —  dx"";  mais  en  faisant  aussi  varier  c ,  on  auroit 

dx 

dn  do 

dys:zpdx'\'qdc^        d^yz=^  —  dx^'\''f-dxdC'\'dqdc^qd*Cy 

dx  d  c 

et  dans  l'hypothèse  de  9=0 ,  qui  répond  aux  solutions  particulières 
et  qui  donne  rf^  =  o,^il  vlcndrolt 

•  dp  dp 

dy-ir^p dx :.       d^y^=:^-r-dx^Ar  -^-dxdc: 
^      ^      .  ^       dx  de 

dp 

l'expression  de  d^y  ne  se  réduiroit  à  j-^x^  que  dans  le  cas  par- 

dp  ,  "    , 

ticulier  où  on  auroit  en  outre  —  =  o.  Si  cela  arrivoit ,  l'équation 

de 
l/=Q  satisferoit  en  même  tems  à  f==o  et  à  f"=ro ,  mais  non  pas 
à  y^'z=zOy  différentielle  de  f^'=o  ;  car  celle-ci  suppose  que 

dy^pdx,       d^y  =  ^dx%        d^y=,.^^dx\ 

tandis  qu'en  faisant  varier  c ,  et  en  ayant  égard  aux  conditions 
9  =  0,  -—  =  0,  trouvées  ci-dessus,  on  auroit 

d  c 

dy=pdx,       dy=iLdx\       ^y^^^^dx^  +  '^dx^^dc, 
•^       ^  -^       dx         ^  '^         dx""  dxdc  ^■ 

d^D 

il    faudroit   donc   qu'on  eût  encore  dans  ce  cas  — —^ —  =  0. 

dxdc 

Cette  condition  réunie  aux  précédentes  ne  sufHroit  pas  pour  que 

Ll  X 


dy^pdx,       dy=:^dx%       d?y^^dx\     éy=-^x\ 
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réquation  i^=o satisfît ,  dans  l'hypothèse  de  c  variable,  à  la  diffé- 
rentielle de  F"=o,  que  je  représenterai  par  l^"'==o,  et  qui  suppose  que 

dx  dx  dx 

pulsqu'en  ayant  égard  à  la  variabilité  de  c  et  aux  conditions  ci-dessus  j 
on  trouveroit  dy=pdxy 

dy^4^dx%  dy=^Jx\  d*y=^I-^dx*+^dx'dci. 
dx^  dx  dx^  dx  de 

d^p 

et  on  auroit  une  nouvelle  condition  •  savoir ,  — — -—  =  o. 

dx  de 

On  obtiendroit  de  la  même  manière  ks  conditions  qui  doivent  avoir 
lieu ,  pour  que  les  solutions  particulières  satisfassent  aux  différentielles 
des  ordres  supérieurs  de  Téquation  ^=0.  lî  est  facile  de  voir  que 

les  quantités  ,,      ^,      ^,      -^^,  etc. 

ne  sont  autre  chose  que 

dc^  dxdc'^  '  dx-dc  '     '     dx'dc  '    ^^^  , 

et  qu'une  solution  particulière  ne  pourra  satisfaire  qu  aux  équations 
différentielles  dont  Tordre  est  inférieur  ou  égal  à  celui  de  la  dernière 
des  conditions 
dy  d^y  d^y  d^y 

de  dxdc  dx^'de  .  dx^de  ' 

qu^elle  remplît. 

Ceci  fait  connoître  le  caractère  qui  distingue  une  solution  parti- 
culière d'une  intégrale  particulière.  L'une  ne  satisfait  jamais  qu'à 
un  nombre  limité  des  différentielles  de  Téquation  ^=0 ,  parce  qu'elle 
ne  remplit  qu'un  pareil  nombre  des  conditions  rapportées  ci-dessus  ; 
l'autre ,  au  contraire ,  les.  reniplissant. toutes ,  puisqu'elle  suppose  c 
constant ,  satisfait  ainsi  à  Téquation  f^=o  ^  et  à  toutes  celles  qui  en 
dérivent. 

L'inverse  de  cette  dernière  proposition  est  vraie;  c'est-à-dire,  que 
l'on  ne  peut  avoir  en  même  tems 
dy  d^y  d^y 

-r-  =  o,  -- — — -  =  o,  -.   ,.    =o>  etc.  indéfiniment,  sans  qiie 
de  dxde  dx^'de  '       .     ^ 
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la  fonction  -f-  ne  soît  constante  ;  car  le  changement  qu'elle  éprouve 

de 

lorsque  x  devient  Jt+A,  ayant  pour  développement 

^y       ^y    ^        ^""y     -  A* 

-T-  +  ■  ,     , 1-    ,  ,  ;   . h  etc.  est  toujours  nul  dans  Thy- 

dc       dxdc   I        dx^dc    i^a  "^ 

d'Y 

pothèse  établie  :  -p  ne  variant  donc  dans  aucune  circonstance ,  par 

de. 

rapport  à  at  ,  sera  nécessairement  indépendant  de  cette  quantité. 

58a.  Voyons  maintenant  de  quelle  manière  ces  considérations 
conduisent  à  la  connoissance  des  solutions  particulières.  Supposons 
que  l'on  ait  fait  disparoître  les  dénominateurs  et  les  radicaux  dans 
réquation  différentielle  ^==  o ,  et  qu'elle  ne  contienne  point  de 
fonctions  transcendantes.  Puisque  la  fonction  F  est  indépendante 
de  c ,  ou  que  l'équation  ^==0  devient  identique  par  la  substitution 
des  valeurs  de  y  et  de  dy ,  quel  que  soit  c ,  on  aura  nécessairement 

dV  .  . 

— —  =  o  ;  mais  F  ne  contenant  pas  explicitement  c^d  Fne  peut 
de 

être  que  <[e  la  forme  3f  i.  — +  Ndy-\'  Pdx,  et  la  variation  par 

rapport  à  c ,  ne  peut  venir  que  de  celle  qu'éprouve  y  relativement 

à  cette  dernière  quantité  :  on  aura  donc  — r —  =  M  -— ^  +  jv^— =0  j 

de  dxde         de. 

équation  qui  doit  être  identique  pair  elle*même  y.  ainsi  que  toute» 

celles  qui  en  dérivent.  Elle  se  réduit  à  M  —■ — ; —  =  o ,  lorsque  — ^ 

dxdc  ^      .  de 

9'évanouit  seul ,  et  donne  dans  ce  cas  A/=a. 

dy  d^y 

Si  -p-  et     ,   ^^     s'évanouissent  en  même  tems  ^  elle  sera  satis* 

de         dxde 
faîte  ;  mais  en  la  différentiant  par  rapport  â  :t:  et  à  j  ,  ott  trouvera 
^  J'y        .dM       dM  dy  ^   ^^.    dy        .dN       dN  dy^dy 
dx^dc^K  dx   ^    dy    dx^   .  Jdxde^K  dx   ^  dy  dx)de~^^' 

d'Y  d^'V 

résultât  que  les  équations  -7^  ==  o ,        —--  =  o .  réduiront  à^ 

de  dxdc 

-.  '         ■  ■         -•  *   * 

dy  .  d^y 

^5rV  ~^  ^^  ^^^^  ^^  ^^^^^  ^~^^^^d^  ^^  s'évanouit  pas.. 


p  ' 
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Si  «T^—p  s'évanouissoit,  on  différcntîcroit  de  nouveau^  et  le  résultat. 

dx^dc  ' 

qui    serolt   de   la   forme    Af -7-^+/?  ~rT+ 'î  t^ +7^-7^— ^ 

dx^dc         dx^dc         dxdc         de       ' 

d^y  \  .      . 

donneroit  encore  iVf  =  o ,  si  —tt  ne  s'évanouissoit  pas, 

'       dx^dc  ^ 

On  voit  9  sans  qu'il  soit  besoin  d'aller  au  delà  du  résultat  pré« 
cèdent ,  que  la  fonction  M  multipliant  toujours  le  coefficient  diffé- 
rentiel de.  l'ordre  le  plus  élevé ,  doit  être  nulle  lorsque  ce  coefficient 
ne  s'évanouit  pas  ,  et  que  par  conséquent  lorsque  les   équations 

dy  </*y  •  d^y 

-7-  =  o ,  r — p  =  o ,  -—-  =  o  >  etc.  n'ont  pas  Heu  à  Tinfîni , 
de  dxdc         '       dx^dc 

ce  qui  est  le  cas  des  solutions  particulières ,  il  faut  qu'on  ait  3i=o  : 

ces  solutions  ne  peuvent  donc  être  que  des  facteurs  de  Af.    Mais 

quand  Af  =  o ,  l'équation  Md.-j^-^-  N dy'\-P dx=io^  qui  a  lieu 

dx 

en  même  tems que  f^=o ,  se  réduit  à  Ndy  +  Pdxz=o^  et  donne 

dy  P 

-7^  =  -~-— ;  substituant  cette  valeur  dans  f  =0,  il  en  résultera 

dx  N 

une  équation  primitive  qui  doit  s  accorder  avec  Af  =  0,  C'est  ainsi 
que  l'on  pourra  distinguer ,  parmi  les  facteurs  de  M ,  ceux  qui  sont 
des  solutions  particulières  de  Téquation  différentielle  proposée ,  et 
s'il  y  en  a  qui  le  soient  en  effet  ;  car  toutes  les  équations  différen* 
tielles  n'ont  pas  de  ces  solutions. 

Si  on  tire  de  l'équation  Md.'~+ Ndy+Pdx=:0,  la  valeur 

dx 
,       dy  d\  Ndy  +  Pdx 

de  — -^  ,  on  aura  ~r  = ^^-"t^ »  et  cette  expression 

dx*^  '  dx^  M 

deviendra  ^  dans  le  cas  des  solutions  particulières ,  qui  donnent  en 
même  tems  Af=o,  et  Ndy  +  Pdx^=o. 

Il  est  évident  qu'en  supposant  x  fonction  dey  et  de  c^  et  prenant 
dy  constant ,  on  auroit ,  par  rapport  à  :^ ,  des  résultats  analogues 
à  ceux  que  nous  venons  d'obtenir  par  rapport  ày ,  et  que  les  solutions 

d^x 

particulières  donncroient  encore  --— -  =  §,  Il  est  nécessaire  d'essayer 
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Tune  et  Tautre  hypothèse ,  cest^ à-dire ,  de  poser  successivement 


^      "  =  2 ,  parce  que  Ig  première  seule  peut  faire  con- 


noitre  les  solutions  de  la  forme  y  s=  const.  et  la  seconde  celles  de 
la  forme  x  =  const. 

581.  Cherchons  par  ces  méthodes  les  solutions  particulières  des 

équations  y=ipx  +  P^        xdx+ydy=^y  V^x'^-^^y — ^ *  ,  dont 

nous  nous  sommes  déjà  occupés  (  n"".  578  )•  Nous  tirerons  de 

dp 
la  première  —  (^  +'^ — ^^f^^^f  puisque  dy=pdxy  et  par 

dp         d^y  o  d^y 

conséquent  ^  =  -^  =  — — — _.  Pour  que  — =| , 

dP 

il  faudra  que  :v+  —  =0  ;  éliminant  p  ^ntre  cette  équation  et  la 

^P 
proposée ,  on  aura  la  solution  particulière  demandée ,  ainsi  que 

nous  Tavons  prouvé  précédemment  de  plusieurs  manières. 

L'équation  xdx -\'ydy=:dy\^x''  +y* —  a*  devient ,  après  l'éva- 
nouissement.  du  radical,. :cVji:*+  xxydx  dy+'(^a'''r'x'')dy*z=zOf 

•  d^y  X dx  •\'  ydy 

et  la  difibrentiation  donne     i      ■>■  =  —  — **mr-^ —    .    ■  ."^   ■ . 

'  dx^  .    xydxJ^(^a\—x')dy 

En  égalant  à  zéro  le  numérateur  et  le  dénominateur  de'  cette  expres- 
sion, on  aura  xdx'^ydy:=io\     xydx+^a"" — 'x'')dy=:Of 

dy 

et  chassant  —,  il  viendra  ;c*+j^*— 4*=o,  équation  qui  s'accorde 

dx 

avec  la  proposées,  ainsi  qu'avec  chacune  des  précédentes,  et'qùe 
nous  avons  déjà  déduite  de  Tintégrale  complète.  ^ 

On  parviendroit  au  même  résultat  sans  faire  disparoître  le  radical. 
L'équation  proposée  donne  immédiatement 

dy  ,     X 


''^  —y+^x^+y^—a 


et 


a 


A  _  y-|aw^g+  (.g -y)  y/-.'+y^u' 


\ 


I 
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àont  on  tirera  le$  deux  équations 


r— ^  — ^y^  +  (^1^— ^)  ^x*+y-^a'  =o; 


Là  dernière  se  décompose  en 

—y  +  v/a:*+^*— a*  =0  ;       \/^^y^—a-  —o  ; 

»et  la  première  ne  s  accorde  qu'avec  le  second  de  ces  facteurs; 
qui  la  rend .  identique^  tandis  que  Tautre  la  réduit  à  — a^=zo^  ce 
qui  ne  peut  être  :  on  a  donc  encore  de  cette  manière  x^+y* — a*=o2 
pn  regardant  x  comme  une  fonction  de  y ,  on  trouvera 


Les  facteurs  du  déoomia^eur  donnent  :r=:o ,  et  4^^:*+^* — a^*=o  ; 


Je  premier  réduit  le  numérateur. à  —  (j^* — a^'^'^Vy'^  —  a*) .,' 

dy 

dx 

et  par  conséquent  à  o,  puîsqu'alors  --  =  o  ;  mais  cette  hypothèse 

dy 

ne  s  accorde  point  avec  Téquation  proposée  :   quant    au   second 

facteur  ^  il  satisfera  encore  dans  ce  cas  comme  dans  le  précédent: 

581.  Pour  n'être  induit  enerreur  dans  aucun  cas ,  sur  les  solutions 

particulières ,  il  est  nécessaire  de  supprimer  tous  les  facteurs  communs 

^^  dy 

qu'auroit  Téquation  M d. -j—  +  Ndy  +  Pdx  =  o  (  n^  580  ); 

dx  ^ 

L'équation  x  dy  — y  dx  =  x  Vdx^ + dy*^  que  nous  savons  n'avoir 
pas  d^  solutions  particulières  (  n"".  578  )  ,  donne ,  par  l'élévation  au 
quarré  et  les  réductions  qui  en  sont  la  suite ,  (x^ — •j'*)^Ar+  xxydy=o  ; 

e;i  différentiant ,  on  trouve  x  y  d^y  -^^  x  dy^'^^  x  d  x*z=zo.  hv^nt  de 

dJ'y 
prendre  la  valeur  de        ;  ,  il  faut  supprimer  le  facteur  commun  à 

d  x^ 

tous  les  termes  et  qui  se  présenteroit  ainsi  sous  la  forme  d'une  se-;  . 
lution  particulière,  tandis  qu'il  n'ç^t  qu'un  cas  de  l'intégrale  com^ 

^V       d\*Jrd^* 
plète  :  après  cette  suppression ,  le  coefficient  — -^  =  — y 

il  x  xy 

ne  peut  plus  devenir  §9  ni  parla  supposition  de  Ar  =  o>  i^i  par. 
celle  de  V  =  Q. 


'DIFFERRNTÏELtES  A  DEUX  VARIABLES.         275 

Il  n*est  pas  moins  nécessaire  aussi  de  vérifier  si  l'équation ,  qui 
rend  -jt")  ^"  -tt  ^%^  ^  ^»  satisfait. à  la  proposée,  avant  de 
prononcer  qu'elle  en  est  une  solution  particulière.  Soit  par  exemple 
réquarion  xdy=:dx  \^y — a;*  ;  on  trouvera 


dx 


\^y—x' 


dy 


dx' 


x^V'y^  —  x'' 


d'oh  il  résulte  — ^  =^,  lorsque  jr=Ar ,  quoique  cette  valeur  de jf 


dx 


ne  satisfasse  point  à  Téquation  proposée.   Il  est  à  propos  de  re« 

marquer  que  si  on  fait  disparoître  le  radical  avant  de  différentier  ^ 

dW 
l'expression  de  --—  ne  donnera  plus  de  solution  particulière ,  non 


dx 


plus  que  celle  de 


d^x 


583.  Pour  donner  un  exemple  des  solutions  particulières  de  la 

dy 

ïoxmQ  y  ^=^const.  nous  prendrons  Téquation  j-=^(j^ — ^)"*>-^.  étant 
une  constante  quelconque,  et  nous  trouverons 

d^Y  dy  d\ 

—^  =  mJ(^y  —  ^  T^j*  Ctttt  valeur  de  -j~  ne  peut  devenir  5, 

u  X  dx  (Lx 

que  quaAd  l'exposant  m — i  est  négatif  et  qu'on  a  en  même  tems  j^=iiï; 
dy 

et  -p-  =  o.    Quoique  la  première  de  ces  valeurs  entraine  la  se- 

dx 

conde,   elles  ne  peuvent  néanmoins  satisfaire  à  la  proposée  que 

lorsque  l'exposant  m  est  positif;  il  faut  donc,  d'après  cela,  que  m 

soit  >  o ,  et  <  I ,  ou  positif  et  fractionnaire.  Dans  ce  cas  la  sor 

lution  particulière  est  j^  =  ^ . 

dy 
Si  9n  avoit  ^  ^s=  |/F,  Y  étant  une  fonction  de  y ,  on  trouveroît 

dx 
d^y 


dx''  l\/ydydx 


l      dVdy 

—  3^  ;  et  si  la  fonction  Y  devenoit  nulle  par  la  sup-; 


dY 


position  de  y=^a ,  sans  qu'il  en  arrivât  autant  à  j^,  c'est-à-dire^ 

dy 

^i  y=za  h'étoit  qu'un  facteur  simple  de  F,  l'équation  y^=a  seroit 
Calcul  intégral^  Mm 


N 


f 


■% 
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une  solutian  particulière  de  l'équation  proposée  :  dans  le  cas  contraire 
la  valeur  y=a  rend  — ^=^0  et  n'est  qu'une  intégrale  particulière» 

dx 
584.  Après  avoir  reconnu  que  les  intégrales  particulières  et  les 
solutions  particulières  se  déduisent  de  Tintégrale  complète ,  il  étoit 
naturel  de  chercher  à  remonter  des  premières  à  la  dernière.  Les  so- 
lutions particulières  se  \irent  immédiatement  de  l'équation  diffé- 
rentielle 9  et  souvent  en  examinant  attentivement  cette  équation  ^ 
on  parvient  à  en  découvrir  une  intégrale  particulière  ;  on  ouvri- 
fôit  donc  ainsi  une  nouvelle  route  pour  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles. Les  Analystes  l'ont  déjà  tentée  ;  mais  ce  n'^est  que  dans  un 
petit  nombre  de  cas  qu'ils  sont  parvenusr  à  compléter  les  intégrales 
particulières.  L'équation  de  Riccati  est  Une  de  celles  du  premier  ordre 
sur  lesquelles  cette  opération  peut  s'effectuer. 

Soit  l'équation  dy+ydx+Xdx^zOj  et  supposons  que ^=Ç 
soit  l'intégrale  particulière  donnée ,  on  aura  dQ+  QVji:-f^i:t=o  ; 
prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  JCdx ,  pour  la  substituer 
dans  la  proposée ,  il  viendra  Jy^yd^^--^  Q — Q^dx=o ,  équation 

qui  s'intégre  au  moyen  du  facteur,       ^      (  »^''-  5^5  )  >  et  con- 
duit à  c  e^f<^^'+ ~  =  e^f^'^fe-^fQdx^x. 

On   parviendra  encorç  à  ce  résultat  en  faisant  j^=Q+tt,  ce 

qui  donnera 

-       dQ.+  Q^dx  +  Xdx+du+(%Qu  +  u*)dx=:Oy 
o\\  du+ {iQu  +  u'')dx=::o  y   etï  effaçaut  les  termes  nuls   par 
l'hypothèse.    Si    on  met   cette  dernière   équation  sous  la   forme 

-^+  iQ-dx  +  dx=zo  ^  et  qu'on  suppose  «*  =  -,  on  en  déduira 

J/-— 1  Q  edx=d  X ,  équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  , 
ayant  pour  intégrale ^=c^^<2'^(/«-^>«^'^ a:  +  C)  (n%  556  )  :  Imtér 
grale  complète  de  la  proposée  sera  donc 

585.  Le  moyen  dont  nous  venons  de  faire  usage  conduira  le 
plus  souvent  à  des  équations  d'une  intégration  aussi  difficile,  que 
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la  proposée ,  et  ce  n'est  que  par  le  secours  des  séries  qu  on  peut 
en  général  déduire  de  Tune  des  intégrales  particulières  d'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  son  intégrale  complète. 

Soit^=:-y,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  dy=:pdx^ 
et  représentons  par  y^^f^  son  intégrale  complète;  ^sera  nécessai- 
rement une  fonction  de  x  tl  de  c ,  qui  doit  se  changer  en  X ,  lors- 
qu'on donne  à  c  une  valeur  convenable  que  nous  désignerons  par  c\ 
Cela  posé ,  si  c  devient  c+ A ,  j^  deviendra 

_      df^  h       d^r     A*  d^F       A^ 

dc^     l  dc^  -    1.2  dc^      I.i.3 

mais  lorsque  c  =«  c\  on  a  f^=  X ,  et  si  on  connoissoit  les  valeurs 

dF      d^y      d^y 

que  prennent  — — ,     ^TTf     TT^  ^^*  ^^^  ^*  même  hypo- 

dc  de  de 

thèse  et  pour  lesquelles  nous  mettrons  ^,  y\  f^^',  etc.  l'équation 

vi=Jir+  ^'  *  +  y''—  +  y"— —  +  etc. 
"^  i  i.i  1.1.3 

ôj(&iroit  un  développement  de  l'intégrale  complète  cherchée  9  dans 

lequel  la  quantité  h  seroit  U  constante  arbitraire.  Les  fonctions 

y^  y"^  y"j  etc.  se  déterminent ,  ainsi  qu'on  va  le  voir ,  par  des 

^uations  du  premier  degré  et  du  premier  ordre^   Faisons  pour 

abréger  f^'H-  ^  - — +  F'"' -+etc.=fl^,a  viendra j^=-Sr+  ^A; 

2  2. 3 

substituons  cette  valeur  dans  p ,  et  désignons  par  P ,  P',  F\  P%  çtc; 
ce  que  deviennent  les  fonctions  / ,    -— ,     -r^-  »     — A—,  etc. 

dy         dy^  dy^ 

quand  on  met  ^  à  la  place  de  y ,  nous  aurons  y  au  lieu  de  /^  ^  la  série 

P+P' •\'P" 4-/^''^ +  etc.     . 

I  1.2  1.2.3 

dy         dX      dW  dy 

et  comme  —  =  -^"+^7*  >  l'équation  j-=p^s^  changera  en 
-— +-— .A=:P  +  P' +/>^ ^P'^ +  etc. 

àX         dX  l  1.2  1.1.3 

Dans  ce 'nouvel  état  elle  devient  identique  indépendamment  de  la 
constante  A  qui  n'y  entroit  pas  d'abord  ;  mais  par  l'hypothèse  établie 

—^z=zP:  il  restera  donc  -— rsP'^+P''^*— +P"';F3^j-etc; 

dx  dx  2  2.3 

Mm  2 
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Remettant  pour  W  sa  valeur ,  et  ordonnant  par  rapport  aux  puisr 
•sances  de  A  ^  nous  obtiendrons  enfin 

dy  dV"    h      dV'      A* 

-I 1 j.  ctc.= 


dx  dx       2  dx        1,3 

P'fV'Jr     ^"      -+     y^.    '— +etc.) 

1  .2.3 

j^p'>(^  y»  _+  j  r^'  — -+  etc.  ) 

2  2«  2 

+  P'''(r^^+etc.) 

2^3 

+  etc. 
d'où  nous  tirerons ,  en  comparant  les  termes  homologues , 

dF'  ,  dV' 

dx  dx  ^ 

dV" 


_p.^///_jp//^/^//_p/.,^,3_Q^  etc. 


.      dx 

La  première  de  ces  équations  donne  ^'==  t^^'^\  et  par  la  ihéthode 
du  n"".  5569  on  tirer  oit  successivement  des  autres  les  valeurs  de 
y^  y  y  etc.  Il  n  est  pas  nécessaire  que  ces'  valeurs  renferment  des 
constantes  arbitraires  ,  puisque  le  développement  de  j^  en  contient 
déjà  une. 

586.  La  forme  que  nous  avons  supposée  à  ce  développement 
ne  peut  être  légitime  qu'autant  qu*elle  satisfera  à  l'équation  dyr=^pdx 
et  que  les  coefficiens  V\  V'*y  etc.  auront  des  valeurs  assignables. 
Mais  si  la  supposition  de  y=^X  rendoit  infinis  les  <:oefficiens  P', 
P'\  etc.  résultans  du  développement  de  p ,  suivant  les  puissances 
entières  de  Wh ,  on  en  concluroit  que  ce  développement  et  celui  dey 
doivent  procéder  par  des  exposans  fractionnaires  (  n°.   128  ). 

Soit  P+ÇA'"+AA'*+  etc.  le  développement  de  /^,  lorsque  y  se 
change  en  ^+ A  ;  les  exposais  /w,  n ,  etc.  formeront  une  progression 

dy  ^  '  dh. 

croissante,  l'équation  •—=:ipdx  deviendra  — =  Qit"+/ÎA'*+ etc; 
puisque  par  l'hypothèse  — —  =  P  ; .  pour  y  satisfaire  alors ,  nous 

CliX 

» 

supposerons  que  le  développement  complet   de  y  soit  représenté 
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par  JS:+jA'^+rA''+ctc.  les  exppsans  fA,  y  étant  iadéterminés: 
Puisque  la  quantité  h  doit  rester  arbitraire,  on  peut  toujours  sup- 
poser /w=i  ;  car  cela  revient  à  changer  h^  en  A,xe  qui  est  permis: 
nous  prendrons  donc  pour  j^  la  série  -ST+^A+rA^'  +  etc,  dans  laquelle 
f>i  et  faisant  it=çA  +  rA^+  etc.  nous  aurons 


1—1 


dx  dx 


Ê — 1 


(^). 


+  R{i+rh^     .+  €tc.)"A* 
+  etc. 

Pour  déterminer  d'abord  le  coefficient  q ,  qui  affecte  la  première 
puissance  de  A ,  nous  négligerons  le  quarré  et  les  puissances  sup6; 
rieur^s  ;  Téquation  ci-dessus  se  réduira  à 

dû 

^kz=zQq^h''  +  Rq''h''+  etc. 
dx 

et  ne  pourra  avoir  lieu  que  quand  on  aura  772=  i  ou  /7z>  i.  Dans  le 
premier  cas  on  trouvera  -j^  ^=Qy  >  ce  qui  donnera  q^=:c^^^*^  et  dans  le 

second  -—  =  o ,  d'oîi  on  tirera  q'=îconst.  ou  plus  simplement  ^=1  ; 

dx 

on  substituera  ensuite  Tune  ou  Tautre  de  ces  valeurs,  et  on  tiendra 
compte  des  termes  aflFectés  de  r.  Mais  lorsque  wî<i  -,  il  n'est  plus 
possible  de  satisfaire  à  Téquation  (^) ,  en  faisant  A  arbitraire,  et 
constante ,  puisqu'on  ne  sauroit  comparer  le  terme  Q  ^'"A"',  ni  au 

terme  -^  A ,  ni  à  aucun  de  ceux  qui  le  suivent ,  et  dont  les  exposans 

surpassent  tous  l'unité  ;  l'équation  j^=:  X  ne  pouvant  alors  admettre 
une  constante ,  n'est  pas  une  intégrale  particulière ,  comme  on  l'avoit 
supposé ,  mais  une  solution  particulière* 

587.  Ceci  nous  fournit  encore  le  moyen  de  trouver  les  solutions 
particulières  des  équations  différentielles  du  premier  ordre.  En  effet , 

dp 


quand  dans  la  série  P+  Qhr  +  Rh!'-\'  etc.  on  a  ;7z<  i ,  f( 


ou 


— « — - 


). 


est  infini  (  n"*.  118  )  ;  mais  comme  il  n'en  est  pas  ainsi  de  P  ,  il  faut 
que  la  différentiation  par  laquelle  on  passe  de  P  à  P',  introduise  dans 
le  dernier  un  dénominateur  qui  s'évanouisse.  Il  résulte  de  là  que  si  on 
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jr 

représente  ?'par  -— ,  toute  solution  particulière  donnera  I=ïso  ,  et 

sera  par  conséquent  un  facteur  de  L. 

Cette  conclusion  s'accorde  avec  celle  du  n*.  580;  car  en  différen- 

tiant  1  équation  dyz=zpdx  ^  on  trouve  d^y —  -j^dxày'^-j-dx^^ssL^ 

et  mettant  -=•  au  lieu  de  -;^ ,  on  a  l'iquation 
L  dy 

dp 

Ld'y^-Kdxdy—L-^dx^z^Oi 

dans  laqudle  L  ne  peut  être  qu'un  facteur  de  la  fonction  M  de 
Péquarîon  Md-^  +  N dy  JrP dx^o  (  n*.  580). 

588.  Parmi  les  fonctions  algébriques,  il  n'y  a  que  les  radicaux 

qui  acquièrent  un  dénominateur  par  la  différentiation ,  et  qui  peuvent 

dP 
donner  par  conséquent  -j—  =  \ ,  lorsque  P  a  une  valeur  finie  ; 

c'est  donc  dans  les  radicaux  qull  faut  chercber  1«6  solutions  particu- 
lières,  en  égalant  à  zéro  les  fonctions  qu'ils  affectent  y  et  en  s'assurant 
que  les  équations  résultantes  satisfont  à  la  proposée»  Par  ce  procédé 

réquation  xdx  +  jk dy^^dyV x*  +>'*— tf *  donne  at*  +y — ^*  =0, 

et  réquation  ydx^^xdy^n^  dx^-^-dy^  de  laquelle  on  tire 

589.  M.  Jean  Trembley  est  parvenu  dans  un  grand  nombre  de 
4;as  à  découvrir ,  au  moyen  des  intégrales  particulières  ,  les  facteurs 
propres  à  rendre  intégrables  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre ,  et  quoique  sa  méthode  ne  soit  encore  appuyée  que  sur  TiU'- 
duction  ,  elle  npus  a  paru  trop  digne  d'attention  pour  la  passer  sous 
silence,  Avant  de  l'exposer ,  nous  allons  d'abord  faire  connoître 
quels  sont  ses  fondemjens. 

Euler  avoir  déjà  remarqué  que  le  multiplicateur  ou  le  diviseur 
propre  à  rendre  intégrable  une  équation  différentielle  9  étant  égalé 
\  jixq ,  doniioit  une  intégrale  particulière  de  cette  équation ,  et  ^1  le 
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prouva  ainsi  qu'il  suit:  i%  ;j  étant  le  multiplicateur  de  l'équation 
Mdx '\' Ndy^si  on  représente  par«^  le  facteur  de  [  que  Ton  égale 
à  zéro,  on  aura  une  équation  dans  laquelle  le  premier  membre  sera  u^ 
et  le  second  une  fonction  donnée  en  x  et'cn^  î  on  en  pourra  tirer 
une  valeur  de  y  au  moyen  de  x  et  de  «  j  par  là  l'équation  pro- 
posée se  changera  ta  Pdx  +  (^du=zo  ^  et  le  facteur  i  prendra  la 
forme  Vu^V  désignant  une  fonction  de  jc  ^t  de  «  :  Téquation 
PVudX'\'Q^Vudu=io  sera  donc  une  différentielle  complète.  Or , 
en  l'intégrant  par  le  procédé  du  n^«  5  52 ,  on  aura  un  résultat  de  1^. 
forme  Vu ,  soit  que  l'on  commence  par  le  terme  PVudx,  ou. par  le 
terme  QFudu,  puisqu'alors  Pune  et  Pautre  des  différentielles  pré- 
cédentes s'évanouit  lorsque  u=o.  L'équation  proposée  a  donc  pour 
intégrale  complète  £/tt  =  C,  et  se  décompose  en  I/==oet  2^=0, 
lorsque  C=o.  2^.  Si  i  doit  diviser  l'équation  Mdx+Ndyz=zo^  et  que  u 
soit  le  facteur  de  ce  diviseur  que  Ton  égale  à  zéro ,  en  opérant  comme 
ci-dessus,  on  changera  Mdx  +  Ndy=iO  en  Pdx+  Q^tt=o,  et  j 

Pdx      Qdu 

en  F^ui  on  aura  alors  la  différentielle  complète  -— — h  -r? — ,  dont 

f^u         Vu 

les  deux  termes  deviendront  infinis  lorsqu'on  supposera  «  =  o ,  si 
toutefois  P  et  Q  ne  sor^t  pas  divisibles  par  u.  Dans  cet  état  de 
choses  si  U  représente  l'intégrale  de  cette  di^rentietfe ,  V  deviendra 
infini  lorsqu'on  fera  uz=zo ,  et  par  conséquent  l'équation  i7=c ,  inté- 
grale complète  de  la  proposée ,  aura  lieu  en  même  tems  que  i^  =  0 , 
si  c  est  infini. 

Si  dans  ;[  le  facteur  u  s«  trouvoit  sous  un  radical ,  la  conclusion 
précédente  ne  seroit  plus  légitiaie ,  p2u:ce  que  ce  radical  pourroit 
passer  du  numérateur  au  dénominateur ,  et  alors  quoique  la  suppo* 
sition  de  u-=o  satisfit  encore  à  l'équation  différentielle ,  elle  ne  ren^ 
droit  pas  V  infini:  //=o  seroit  dans  ce  cas  une  solution  et  non  pas 
une  intégrale  particulière. 

Le  caractère  des!  solutions  particulières  est  en  effet  de  rendre  infini 
k  facteur  de  l'équation  difiërentieUe  ;  car  ces  solutions  ne  satisfaisant 

pas  à  l'intégrale  complète  î/=c ,  ne  peuvent  rendre  nulle  l'équation 

dU  dU 

— ; —  dx^ — - —  dy=^Oy  qui  en  est  la  différentielle  immédiate .  et 
'dx  dy 

qui  n'est  autre  chose  que  (^^Mdx-^-  N dy)=iQ^  f  désignant  le 
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facteur,  et  cependant  elles  font  évanouir  Téquation  Mdx+Ndy  ;  il 
faut  donc  qu'elles  donnent  p  =  5:  c'est  ce  qu'on  peut  voir  sur  Téqua- 

tion  xdx+jrdyz:±dyVx''+y'' — a*.  Pour  la  rendre  différentielle 

complète ,  11  faut  la  'multiplier  par  —-  ;    elle  devient 

Vx^'+y^—a*- 

X  d  X '^-^  y  d  Y  ^ 

—         ^     -  —  dy=io^'  et  son  premier  membre  ne  s'évanouit 

plus  lorsqu'on  suppose  x-^+y' — tf*=  o. 

.  ^90.  M,  Trembley  a  ^^montré  aussi  les  propositions  précédentes 
par  le  ^  secours  de  l'équation  qui  résulte  de  la  condition  d'Integra- 

dm  M  7  d»N  7  *  ,         . 

bilité  et  qui  est  • — 7—^  =  — p-^   lorsque   z  doit  multiplier ,  et 
^     :    ^    dy      .        dx      _  >  ' 

d.M^        d.N^ 

—  =  — î- — —  lorsqu'il  doit  diviser.  En  développant ,  on  a 


dy  ,  dx 

dy  dx         \    dy  dx    ^  * 

d^  di         /  dNL  dN  \ 

:    dy  dx      ^\    dy  dx    /  ^      . 

Jy  Jy 

écjuations  que  la  supposition  de  ^5^=0  réduit  à  iW  -r^  —  -V  -~-  =  0  ; 

d  7  dz  dx 

mais  en  différentjant  r  :=  o  •  on  en  tire  -7^  = r^  t-  j  €t  cette  va-î 

dy  dx  dy 

leur  étant  substituée  dans  l'équation  ci-dessus ,  donne  Mdx+Ndy=zo^ 

c'est-à-dire ,  l'équation  proposée ,  qui  doit  donc  avoir  lieu  en  même 

tems  que  £=.0. 

dz  dz    ' 

L'équation  Af-~ — JV-~  =  o,  n'est  une. conséquence  de  la  sup- 

dy'  dx 

position  de  {=0 ,  qu'autant  que  les  termes  affectés  de  \  dans  l*équa« 

tîôn  de  condition  s'évanouissent ,  ce  qui  ne  peut  arriver ,  si  la  valeur     •  , 

de  y  ou  celle  de  j;,  résultante  de  l'éqiiation  î=iO,  rend  M  o\x  N 

"    dM  dN     -     .        ^  î 

infini ,  puisqu'alors  l'un  des  termes  i  — —  9   on   i  -^ —  devient  §• 

yoilà  la  première  exception  indiquée  par  Euler ,  maiç  on  voit  qu'elle 

p'aura 


•     BIFFÈRENT  TELLES  A  UEVIC  VARIABLES.  iSf. 

ii^aura  pas  lieu  si  réquationilfi^x  +  A^^y=o,  est  dégagécf  de  tout 
.^éoominateun  Supposons  maintenant  que  Téquation  {;  =  o  fasse 
évanouir  Tune  des  quantités  Af  ou  ^^  Mj  par  exemple;  l'équation 

de  condition  sera  réduite  alors  au  seul  terme  ^  — .  et  comme  par 

dT 

iTiypothèse^  ne  devient  pas  nul ,  il  faudi^a  qu'on  ait  -~  =  o,  ce  qui 

(m>X 

fait  voir  que  [  ne  contient  alors  que^^,  d*oîi  il  suit  qu'en  posant  {=0  ^ 
on  zy=:const.  djcsOy  et  que  par  conséquent  l'équation  Mdx + Ndy^izo 
est  encore  satisfaite.  La  seconde  exception  est  donc  éludée  par  cette 
considération  ;  mais  il  en  existe  une  plus  réelle  et  que  n'a  point  re^^ 
marquée  Euler  ^  c'est  lorsque  {  est  de  la  forme  e*"  et  que  v  est  une  fonc- 
tion sans  dénominateur  :  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  pour  le 
moment ,  parce  que  nous  devons  en  donner  plus  loin  un  exemple. 

Nous  terminons  cet  article  en  faisant  observer  que  l'on  a  sur  le 
champ  rintégrale  de  l'équation  proposée  lorsqu'on  connoît  deux 
4des  facteurs  qui  la  rendent  intégrable ,  et  que  ses  solutions  partîcu» 
lières  sont  des  diviseurs  communs  à  tous  ces  facteurs.  En  effet  ^  si 
on  désigne  par  {  Tun  des  facteurs,  et  par  u^  l'intégrale' de  la  dif- 
férentielle complète  iMdx  +  ^Ndy^  tous  les  autres  facteiu-s 
seront  compris  dans  l'expression  if{u){  n^55;  );  faisant  donc 

9  m  M    fi    m 

'1^  '         =s  conse.^  on  aura   ^(  «  )  =  consi.^  ce  qui  revient,  à 

l 
u  =  cotut.  Toute  solution  particulière  devant  rendre  infini  le  facteur 

propre  à  l'intégration  (n**.  $89) ,  ne  peut  être  qu'un  des  acteurs 
de  — -z — r ,  et  doit  être  contenue  dans  -  et  non  pas  dans 


î^  («)  '  ;     î       "       ç(«)  ' 

car  si  le  contraire  arrivoit  5  elle  satisferoit  à  l'équation  q^{ii)^=zconst,  en 
supposant  la  constante  iniinie  et  seroit  comprise  par  conséquent  dans 
l'intégrale  complète. 

591.  Fondé  sur  les  remarques  précédentes ,  qui  prouvent  que  les 
intégrales  et  les  solutions  particulières  entrent,  comme  multiplica- 
teurs ou  comme  diviseurs ,  dans  la  composition  du  facteur  qui  rend 
intégrable  l'équation  difiércntielle  proposée ,  M.  Trembley  a  imaginé 
de  former  ce  facteur  en  affectant  d'exposans  indéterminés  les  diverses 
fonctions  primitives  qui  >  étant  égalées  à  zéro ,  satisfont  à  la  pro^. 
Calcul   intégral,  ,Nn 
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posée ,  et  en  les  mulilpUant  entr  elles.  Substituant  au  lieu  de  i  dans 
l'équation  ^-  ' 

%A^i         X7^l  /^ilf  dN\  ,  .V  / 

^^'-^i+<y--^)  =  °*    (^)('^'.  554), 
le  produit  qu'il  obtient ,  il  égale  à  zéro  les  difFérens  termes  de  cette 
équation  y  ce  qui  lui  fournit  des  conditions,  desquelles  il  tire  la 
valeur  des  exposans  indéterminés.  Voici  quelques*uns  des  exemples 
qu'il  donne  : 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  satisfait  à  l'équation 

en  supposant  x=o  et  ^=o;  on  fera  donc  dans  ce  cas  çrsjr'j^, 
Féquation  (A)  deviendra 

et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  deux  termes  dont  elle. est  com- 
posée,  on  en  tire 

dou      p  —  — - — -^ 1,      y  =  i — - — — ^ 1,  valeurs  qui 

donnent  le  facteur  trouvé  dans  le  n*.  Ç57. 

Les  intégrales  particulières  ne  sont  pas  toujours  aussi  faciles  à  re«^ 
connoître  que  dans  l'exemple  précédent  ^  ou  ne  se  présentent  pas 
d'abord  en  nombre  suffisant  pour  déterminer  le  facteur.  Soit  l'équation 
a(tf*— Ar)y^j^ — aydx — xdxzzzoi  à  laquelle  satisfait  x — tf*=o; 
on  ne  parviendroit  pas  à  rendre  identique  l'équation  {A)  en  faisant 
£=:(jc-~â')'^  seulement  y  il  faut  encore  découvrir  quelqu'autre 
équ&tion  primitive  qui  satisfasse  à  la  proposée.  Pour  cela  M.  Trembley 
prend  x'^nAy-^-By^^A^  B  étant  des  coefficiens  indéterminés ,  mais 
cohstans.  Substituant  les  valeurs  de  ;ir  et  de^,  la  proposée  se  change 
en  (  1  tf*— ^^— ^*)y— (  1^+  ^aB  +  ^AB  )  j^*— i(5+i»  V=05 
on  tire  de  là 

ztf*— tf^— ^•=0,  ,  ^A+iaB+'iAB=czo^  5  +  5*=:o; 
La  dernière  de  ces  équations  donne5=oet5= — i.  Il  n'y  a  que 
la  supposition  de  B= — 1  qui  puisse  s'accorder  avec  les  deux  autres 
équations ,  d'oîi  il  résulte  alors  A=: — la.  Ayant  donc  l'équation 
primitive  x+iay+y^=0  9  qui  satisfait  aussi  à  la  proposée,  on 
supposera  [—{  a^-^^x  )^(j^*  +  x  ^^ + *  )y^  et  on  trouvera,  au  moyen 


\ 
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f  de  réquatiop  (^,  p=—i  ,  ?=— 3 ,  en  sorte  que  le  facteur  cherché 


aura  pour  expression  — ^ 

Soit  encore  l'équation 

en  faîsantj^==^+  5x4-C;r%et  en  opéranf  comme  ci-4essus,  on  obtient 

J5  =  ~(*+^),        i?  =  -.(ct  +  >),        fi  =  — (/3  +  2.) 

d'oîi  il  suit 
Posant  ensuite 

C=J>+(jr+«)(^+i3)Hy+(^+«)(Ar+^)K>+(^+i8)(^+ 

on  trouve  9  au  moyen  de  l'équation  {A) ,  /?=^=r= — i. 

591.  Considérons  Téquatîon  ydx — xdy:=n  V  dx^^dy^^  que 
nous  connoissons  pour  être  susceptible  d'une  solution  particulière 

(  n**  578  ).  En  la  résolvant  par  rapport  à  -^,  nous  trouverons 

dx 

dy  {x^^n!')^{xy^nVy^  +  x^—n^)dx  =  0. 
On  voit  san$  peine  qu'on  satisfait  à  cette  équation  en  posant  x^ — ^^'=0; 
et  comme  elle  a  pour  splution  particulière  ;«r''+^*-^;2*==Qi^  nous 
ferons  {  =  (^+^* — ^«•)/'(^*— /î')^j  l'équation  (^  nous  donner^ï 

/>B=—  \ ,  y  3=—^  j  ,  et  nous  aurons  ainsi  {= 


N 


I      'I  I 


(  x*~n^)  Vie""  +jr*_  n^ 
M,  Trembley  cherche  immédiatement  la  solution  particulière  , 
en  supposant  jr=-^{  AT*— /ï*)';  substituant  daqs  l'équation  prg* 
posée  et  n ayant  égard  qu'au, signe  —,  il  trouve 

%Atx{ a:*—  nT/^Ax^ x^'-^nTfdtn  /^*(;c*— /2*)^'+ jt*— /2»=o: 
Pour  rendre  ce  résultat  identique ,  indépendamment  de  :^ — xt%  il 

suppose   zr=i;   alors  tout   se  divise  par    (jc* — n^y  et  il  reste 

>}^;^*+  1=0;  mais  par  l'hypothèse  A  =  -7=£L_  t  cette  valeut 

■ 

«change  l'équation  !i^*+i  =o  en  **+y»— «'sso. 

No* 
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593.  Lorsque  le  fecieur  ne  peut  être  algéferique,  M.  Trembley 
a  besoin  de  modifier  îfon  procédé.  Voici  comme  il  traite  Téquatipi» 
^*  (  ^y\ —  ^  ^  )  +  (  ^*  — y""  )  ^  Jtr  =  0  :  ayant  reconnu  que  l'équa- 
tion y — x:=io  satisfait  à  la  proposée  ^  et  ne  suffit  p?s.  pour 
donner  le  fectetir ,  ii  fait  çi=  {y — x  yt%  v  étant  une.  foBCtion 
de  X  et  de  j ,  qu'il  s'agit  de  déterminer  ;  ^'après  cette  exprcsaiov 
1  équation  (^)  devient 

(P+  ^)y—P  x'^a'x  ^  ^ixyJt  ^"J^£+  (j^*-*'+  tf')  (y-x)^=0 

et  peut  être  rendue  identique,  en  faisant 

p+i=Oy  px*+a^x—=zO,  ^lxy+ay—~^^    J"~^* 

Par  la  première  de  ces  équati6tis/?= — 1  ;  les  deux  suivantes  s  accor- 

'  dy     ixdx  x^  ,  Jv      " 

dent  à  donner  -—=—--—,  ou  v=  — -,  d'oîi  il  résulte  -*: — =;o; 

dx       a^      •  y^  ;  ^  4j..         ' 

* 

ainsi  que  l'exige  la  dernière  :  on  a  donc  z  =  -r-^, — --  ;  et  on  voit 

bien  que  la  supposition  de  {=0 ,  qui  emporte  celle  de  xi=. —  |  ; 
ne  satisfait  pas  à  l'équation  différentielle  proposée. 

\  Nous  terminerons  ici  l'extrait  du  travail  de  M,  Trembley,  parce 
V  WC  npus  ne  saurions  le  suivi^e  dans  la  multitude  de  cas  particuliers 
qu'il  examine,  non  plus  que  dans  les  détails  d'une  méthode  qu'il 
propose  ^niuxte  pour  idécouvrir  les  équations  primitives  qui  samfont 
à  la  proposée ,  soit  comme  intégrales ,  soit  comme  solutions  particu- 
lières ;  nous  observerons ,  à  l'égard  de  cette  deçnière ,  qu'elle  n'est 
que  l'extension  des  artifices  dont  nous  avons  donné ,  d'après  lui  ^ 
quelques  exemples  ci-dessus. 

Méthodes  pour  594.  Après  a  VOIT  épuisé  les  moyens  connus  pour  intégrer  une 
'to'ldmrtîo"  X%  «quation  différentielle ,  il  faut  chercher  à  la  résoudre  par  approxi- 
équationsdifféren-  matîon ,  c'est*à-dire ,  à  en  tirer  la  valeur  de  y  en  :c ,  au  moyen  d'une 
Sle!  "^^  ^''"''''  série.  Lorsque  l'on  connoît  la  forme  que  doit  avoir  cette  série ,  on 

en  détermine  les  coefficient ,  en  la  substituant  ainsi  que  sa  différea:; 

tielle  ^  au  lieu  de  y  fXàtdy  ^  dans  l'équation  proposée. 


/ 
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Si  on  a  voit ,  par  exemple  9  Téquation  dy^yd-x-rs^mx'^ix^  on 
supposeroit      y  =^  Jt*+  jB  jc*+'  +  CxT^  +  etc. 
mettant  cette  valeur ,  ainsi  que  celle  de  dy  ^  qui  en  résulte  ^  dans 
i/^+j^ijk:  =  f«;cV;c,  on  auroit 

cette  équation  deviendroit  identique  en  faisant  /z=ct— -i ,  ou  a=n+  i 
et  pn  trouvcroit 

y==zm\         '    — *         '   '■' — l-  — — — — ■■ — —  çtCt  l. 

Cette  valeur  de  y  est  incomplète  ^  puisqu'elle  ne  renferme  point  de 
constante  arbitraire  ;  voici  comment  on  pourroit  en  obtenir  une  qui 
eût  toute  la  généralité  que  comporte  une  intégrale  : 

Soit  f(x,y  y  c)=o  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  quel- 
conque;'pour  en  déterminer  la  constante  c^  il  faudroit  connoître  la 
valeur  de  y  qui  répond  à  une  certaine  valeur  de  ;i:  ;  savoir ,  par 
exemple ,  que  y  =  * ,  quand  x=ara\x  moyen  de  cette  condition  on 
auroit  {{a^  bic)zszo^  d'oii  on  tireroit  la  valeur  de  <:  en  ii  et  t.  Il 
est  évident  qu'on  remplira  le  même  but  en  préparant  l'expression  de^ 
déduite  de  l'équation  différentielle ,  de  manière  qu'en  y  faisant  x=aj 
il  en  résulte  ^=*  ;  or  c'est  ce  qui  peut  s'effectuer  en  posant  x-:=a+t, 
y=i+«,  et  prenant  pour  représenter  «,  une  série  dont  tous  les 
termes  s'évanouissent  quand  /  =  o. 

L'équation  dy+ydx  =  m  x"dx  devient  par  cette  transformation 
du+(b+u)dt=zm(a+t)\  et  faisant  u=:z^ t''+Bt'^'  +  Ct'^+  etc, 
on  trouvera 

+  ^^•+  Bi'^'  +  etc 

+  *  >  =0; 

n  n(n — i) 

—  77?  a"  —  m  —  a"-'  t  —^m  -^ ^  fl"-'r* —  etc. 

I  i.i    ^ 

il  faudra  supposer  âans  cette  équation  a— 1=0^  ou  a=  i,  et  il  viendra 

Azszma  — r ,  .0=;  ■  —  ,  C== j ^ — Pfr 
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595.  La  série  de  Taylor  s'applique  immédiatement  à ia  rechcrcîié 
qui  nous  occupe.  En  regardant  b  comme  une  fonction  de  a  ^  cette 
quantité  deviendra 

,      db  t        à^b      e  d?b        t" 

da  \         da      i.i  da^     i.i.j 

lorsque  b  se  changera  en  «  +  / ,  et  on  aura  par  conséquent 

,    db  t      d^b     e    .   d^b      ê 

y=b+u=b^  —  -  +  -— ^ +  —^ . —  +  etc; 

da  i         da*     i.i         da^.i.X*l 

mais  puisque  ^  et  ^  sont  deux  valeurs  correspondantes  de  x  et  Aty  y  il 

db 
doit  y  avoir  entr'elles  et  le  coefficient —,1a  m^me  relation,  qu'entre  x^y 

dy  db 

et  -7-  :  on  trouvera  donc  la  valeur  de  ^ ,  en  mettant  ^  et  *  à  la 

drX  ^      da 

place  de  :c  et  de  j^  ^  dans  Téqu^tion  proposée ,  et  les  différentielles  suç- 

.  ,  dl'b  4^b 

cessi ves  de  ce  résultat  donneront  les  valeurs  de  -j-y" >  3- 9  etc» 

da  da . 

par  un  calcul  absolument  semblable  à  celui  du  n"",  1 10. 

db 

Si  on  fait  tf  +  /  =  tf , ,  et  que  Ton  écrive  Y  pour  b ,  F'  pour  —  ; 

d^b 

r   pour  -^r-TJ  ^^^-  ^^^^  ^i  P^^^  *+''>  ^^.  aura 

r.=r+F-^^--'^)  +j^X^.-^r  +r-^^-""^y  +etc; 

formule  analogue  à  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n"".  470 ,  et 
qui  n'en  difïère  qu  en  ce  que  les  coefHciens  Y' 9  Y'\  Y"\  ^tc.  con«p 
tiçnnent  dans  le  cas  actuel  ^  outre  la  quantité  a^  la  première  valeiir  T^ 

dy 

et  cela  parce  que  l'expression  de  -j-  renfi^rme  en  même  tems  M 

dx 
deux  variables  x  tt  y» 

Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"".  cité  s'applique  nécessairement  ici  ; 
%i  donc  on  prend  une  suite  de  quantités  a^a^^  a^^  ^3.  •  •  •  •  •  ^  •  •  ^n  9 
telles  que  chacune  diffère  très  r  peu  de  celle  qui  la  précède  »  que 
Ton  néglige  les  quarrés  et  le$  puissances  supérieures  des  différences 
tf, — a  ,>^, — a^ ,  etc,  on  formera  les  valeurs  successives  de  Y^^Y^^  Fg, 
et  on  en  déduira  la  valeur  de  F„,  On  pourrpit  aussi  revenir  de 
(ette  valeur  à  celle  de  Y  ^  comme  dan$  le  n"*^  471*   Enfin  ^  s'il 
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étolt  nécessaire  de  tenir  compte  d'un  certain  nombre  de  puissances 
4es  différences  a^ — ^a ,  a^ — a^ ,  etc.  on  auroit  recours  aux  formules 
du  n\  480,  en  observant  que  lesxoefficiens  Y\  Y'\  etc.  I^'» ,  Y'\ ,  etc. 

dy 

Se  déduisent  de  l'expression  de  -p  et  de  ses  différentielles ,  en  y  met- 

.  dx 

tant  successivement  a  et  Y ^  a^  et  y, ,  etc.  au  lieu  de  x  et  de  y. 

596»  Ce  .qui  précède  fait  voir  que  les  équations  différentielles  du 

premier  ordre  à  deux  variables  sont  toujours  possibles  >  c'est-à<-dire , 

qu*on  peut  toujours  assigner  des  valeurs  soit  rigoureuses ,  soit  ap- 

prochées  de  la  fonction  qu'elles  déterminent  :  la  même  chose  se 

prouve  aussi  par  des  considérations  géométriques.  En  effet ,  le  çpeffi- 

cîent  — ,  donné  par  Féquation  différentielle  proposée ,  est  la  tan- 
dx . 

gente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  la  ligne  des  abscisses ,  la 

tangente  dé  la  coiurbe  qui  représenté  cette  équation  (n**.  238):  prenant 

donc  le  point  M ,  fig.  19 ,  correspondant  à  Tabscisse  AP  =  <z ,  et  à  FIG.  19; 

l'ordonnée  PM=i,on  mènera  la  ligne  MT y  faisant  avec  AfQ^  pa- 

dh 
rallèlc  à  AB ,  l'angle  ^'AfQ  égaVà  çeluVdpnt  la  tangente  est  — ; — ; 

'  da 

ou  Y^i  cette  droite  touchera  la  courbe  cherchée  au  points ilf.  Passant 
ensuite  à  un  point  P',  infiniment  proche  de  P ,  tirant  l'prdonnée  P'M; 
et  formant  au  point  JW'  un  angle  M^M'Q\  dont  la  tangente  soit  ég^le 
à  Y\  ,  valeur  consécutive  de  Y\  on  aura  une  tangente  T^M\  con- 
sécutive à  TM.  On  voit ,  qu'en  continuant  ce  procédé ,  on  tracera  un 
polygone  qui  différera  d'autant  moins  de  la  courbe  à  laquelle  appartient 
l'équation  proposée,  qu'on  en  multipliera  les  côtés.  Il  résulte  aussi 
de  cette  construction  qu'une  éqiKÂon  différentielle  du  premier  ordre 
représente  une  infinité  de  courbes ,  puisqu'on  peiit  prendre  le  premier 
point  M  où  on  voudra. 

597.  Les  formules  du  n*.  595  supposent  qu'il  est  toujours  possible 
de  développer  la  valeur  jr=*+«,  relative  à  Ar=a+/,,  suivant  les 
puissances  entières  de  /;  mais  le  contraire  arrive  souvent,  et  on 

,  ,  '  dt        d^b 

s'en  apperçoit  parce  qu  alors  les  coefficiens  —- ,    -7—- ,   etc.  dont 

^  ,     -^         da        da 

lès  valeurs  se  tirent  de  celles  de  — ,   —^ ,  etc.   deviennent  infinis 

dx      dx\  ' 


»..< 


t* 
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lorsqu'on  y  met  a  pour  xet  b  pour^.  Il  feut  dans  ce  cas  supposer  à 
]jL  série  qui  exprime  u  »  cette  forme  générale  u^=Jt*+  Bt^+  Cr^+etc. 
dans  laquelle  on  détermine  les  exposans  et  les  coefficiens ,  par  les 
règles  données  dans  les  ^''^  1 1 9  et  i  x  x:  En  substituant  successivement 
^/*  et  aAe-^dty  u^t'+Bt^  et  a^i^'dt+lèBe^'di^  etc. 
au  lieu  de  1;^  et  de  du,  dans  Péquation  différentielle  en  1^  et  r.  Nous 
ne  nous  arrêterons  pas  à  rapporter  des  exemples  de  cette  méthode  f 
qui  sera  facilement  saisie  lorsqu'on  aura  bien  entendu  les  deux  articles 
cités  et  les  applications  qui  viennent  après. 

598.  La  même  méthode  conduit  à  des  développemens  sous  la 
forme  de  fractions  continues  ^  pour  les  équations  différentielles , 
comme  pour  les  équations  algébriques  (  n"*.  127  ).  Supposons,  par 

exemple,  qu'on  ait  l'équation  P+Qjr+Ry+S ^=0^  ^>  Q»  ^ 

dx 

et  5  étant  des  fonctions  quelconques  de  or  ;  on  concevra  cette  suite 

de  valeurs 

l^x*  ,       Bx^  „        Cx^ 

qui  donnent  la  fraction  continue  rapportée  dans  le  n%  cité.  Pour 
avoir  les  transformées  en  y ,  y ,  y" ,  on  fera ,  pour  abréger  i 

jix*=X ,  Bx'=^X\  Co^t=JL^^  etc.  Substituant  l'expression 


i+y 

et  sa  différentielle ,  au  lieu  de  ^  et  de  dyy  on  parviendra  à  un  résultat 

dy' 

de  la  forme  P'+  Qy+/îy*+«î'~-  =  o ,  dans  lequel 

Toutes  les  transformées  ultérieures  se  déduiront  successivement  les  unes 
des  autres ,  comme  celle-ci  de  la  proposée ,  et  on  aura  par  conséquent 

P'^+ Q^y+/ry»+y'^  =  o , 

en  faisant 

dX'  dX^ 

on 
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^»  obtieMroit  dé  même  fa  transformée  tixy"\  et  toutes  celtes  tjui  Ja» 
suivent.   '  .  '   *  •  -     .'   # 

Cela  posé ,  pour  déterminer  X  ou  ^jc%  on  négligera  d'abord  y\ 
ce  qui  réiuîra  v .  à -^  >f  *  ;  on  substituera  donc  ^a?"  et  ftAx^-^djc^ 
au  lieu  dey  et  de  dy  dans  la  proposée:  Texposant  «  et  le  coefficient  A 
s^'obtîèndront  par  les  règles  des  n~»  119  et  izi.  Au  moyen  de  cette 
Valeur  de  X,^6n  connoîtra  les  coefficiens  de  la  transformée  tn  y\ 
cofmihe  la  valeur  dey;  lorsqu'on  négligeV',  se  réduit  à  B  x^  ou  X\ 
on  détertnîneiï^à  X'  par  cette* transformée ,  ainsi  qli'oii  a  déterminé  X 
parfe  proposée.  En  continuant  de  cette  manière,  on  trouvera  tous 
les  ijmmérateurs  des  frjictions  intégrantes.^ 

L'opération  s'arrêtera  d'elle-même ,  •  lorsque  l'une  des  quantités 
P\  F\  F",  etc.  qui  forment  les  premiers  termes  des  transformées , 
s'évanouira^  Supposons  que  cela  arrivé  à  la  troisième  ;  on  aura  alors 

réquatîon  (f'y"*  J^K^'-y'^^'^^^S'"  -^  =  o ,  à  laquelle  on  satisfera  en 

dx  - 

faisant  y''=  o  ;  à  la  vérité ,  il  ne  résultera  de  là  qu'une  valeur  in- 
complète pourjy,  du  moins,  si  aucun  des  coefficiens  constans  A^  B^  etc. 
n'est  demeuré  arbitraire  ;  mais  on  en  auroit  une  qui  seroit  complète , 
si  Ton  intégroit  cette  dernière  transformée ,  ce  qui  est  possible  dans  le 

cas  actuel^  puisqu'en  faisant y=  -,  on  obtient  l'équation  du  prer 

î 

mîer  degré  et  du  premier  ordre  Q'^'^+ /î'''--J'''-i  —  b. 
599.  Prenons  pour  première  application  l'équation  / 

dy 

my  +(i  +  jif)— -==0;  substituons  d*abord  A x*  au  lieu  de  j^  ; 

dx^ 

nous  aurons  (mA  A-  aA)  x*'\'  aA x'"'^-=o  ^  et  nous  trouvverons 
qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  dernière  équation ,  dans  l'h/pothèse 
de  jc  très-petite ,  qu'en  faisant  «=o  ,  puisque  le  terme  affecté  de  x"" 
doit  s*évanouir  devant  celui  qui  multiplie  xT^^^  Le  coefficient  A 
.restera  donc  indéterminé  et  tiendra  par  conséquent  lieu  de  constante 
.arbitraire.  Ay^nt  Xz=iA ,  P=50  ,  Q=m ,  R=q  ,  Sz=^ x  +  ^ f 
la  preAiîère~  transformée  deviendra 


dx 


>\ 
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19^  Ch*  IIL  ISTéGMÂ  TIQlf  DBS  iq^UÀTlOHS 

changeant  y  en  Bx^^  d/  en  ^Bx^-^dxy  on  trouvera  /3=  i 
ttB  =  /n  (  n*^  1 19  et  I tx  )  :  faisant  donc  JfT':^ mx^on  obtiendra 
pour  la  seconde  transformée 

Mettant  Oc'^poury,  yCx^^dx  pour^/y'^,  on  trouvera  >=::  i  et>^»oj 
siais  la  première  de  ces  valeurs  est  la  seule  admissible  ^  car  Texposant 
de  x  dans  le  numérateur  de  chacune  des  fractions  int^antes  qui 
suivent. la  première»  doit  surpasser  09  puisqu'il  faut  que  toutes 
ces  fractions  s'évanouissent  en  même  tenus  que  xi  il  résulte  ,de  là 

£r= et  -ï'  =  -— -^ — .  En  poussant  jusqu'à  la 

sixième  transformée ,  on  trouvera 


m— I      * 
1--—— .  — 


.1+  "^^ 


s       % 


m— 1     * 


5 


« 


5        a 


5    .    ^ 


■« 


i  +  etc. 


dy  '  * 

L'équation  «^j'+ (i  +^)  -7-=o  sîntégre  et  donne  y^c{i  +x)"-*; 

dx 


Quand  ^•r^o  »  cette  expression  de  y  se  réduit  à  jrr=c ,  et  la  précé* 
dente  à  j^=^:  donc  c=:Ay  et  la  fraction  ci- dessus  est  le  développe- 

gSent  de  -; ;--.  Si  on  fait  w^^i  ,  on  aura  (i  +^)'"=  - ,  ou 

(i  +  jr)^  .  "^  y 


<i4-*)"fei  + 
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■»^i 


m— 1 

« 

a 

k 

1 

+  1  X 
5       * 

t- 

«— 1 

T" 

3 

f 

5 

% 

1- 

1 

« 

n  tst  facile  ^  dédoîre  de  cette  expression  celles  de  1  (  i  4-  -^  ) 
€t  de  <'«  Pour  la  |>remière  .il  suffit  d^observei^  <{ue 

'I  1*1 

d'égaler  cette  expression  à  la  précédente  ^  et  de  pftadre  les  limite^ 
1(1+*)= 


X 

■ 

1+  — 

3  * 

^ 

1  *  * 
3  » 

-  1 

5  * 

■i 

X 

'2 

\  „ 


i+etc. 


Onisait  aussi  que  h  liinhe  de  ^  i  +  —  \  ,  en  supposant  que  m 


X 

m 


ffi 


infini,  est  fv  mettant  donc  —^  au  lieu  de  x .  dans  da 


f- 
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fraction  continue  qui  représente  (  i  +  :t  )",  et  prenant  les  limites  rela*; 
tives  à  raccroisscment  de /w ,  on  trouvera. 


I    X 


i4 

3  a 


X— 


X    X 

3~â 


,    X     X. 

1^ 

5  a_ 


I    X 


X  +  etCa 


Ces  fractions  continues  poûrroiént  au$si  s'obtenir  pat  la  résolution 

d'Y  flwV     ,       r-       ■     \  •      ' 

des  équations  i— *(i +  ^)y-==o,  y-^^Wo'i  qtir  résultent  4è 
^élimination-  t!es  transcendantes  dans  les  équation^  primitiyes 

600.  En  traitant  Téquation  i  ■—  (  1 4-  j»?  )*-7- = O  >  <m  parvient 
au  développement  de  .  -  -    -  -      v    : 

/dx      ■  X  -         '  I         ' 


14 


«•*» 


(«+i){in4-i) 


1  + 


("+0 


ft«,n 


(aff+i)(3/2 


1+ 


(a;2)*Jt'» 


(3'î+-i)(4/M-i) 


1+ 


■*<*— ^—  Il  I    I    II 

x+etc. 


(  ^  )  On  peut  changer  de  plusieurs  manières  la  forme  de  ces  fractions  continues , 
et  les  réduire,  si  l'on  veut,  en  fractions 4>rdinaires.  Lagrange  a  dpnné  une  Théorie 
complète  des  fractions  continues  à  la  suite  des  Elémens  d'Algèbre  d'EuIer ,  et  )e  Tai 
rapportée  en  entier  dans  la  cinq\iièmc  édition  d^  ceux  de  Clairaut;  (Paris ,  a  volumes , 
chez  Duprat.  \ 
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quand  on  fàît  ;z=i ,  on  retombe  sur  la  vakuf  (lêi(  x  +  at)  trouvée 
plushaùt,  et  torsqfuen'4bi',  bnâ  -      -  .     . 


X 


0  .     ,--       -._      .,._._       -ara  y»       -»i-  .  .  •"-.        ■■  .  -.-•       , 


ï-3 


3-5 


r   •        r  -, 


'/»        •     *>#v% 


«  ^    • 


9-«* 


1:1 


7-9 


r+etc.  

tes  quantités  JT,  -ST',  JC'',  etc.. ou  les  numérateurs  âts  fractioiTs 
intégrantes ,  ne  forment  pas ,  dans  cet  exemple ,  une  série  assezf 
convergente ,  pour  qu'on  pdisSe.  ne  considérer  qu'un  certain  nombre 
des  premières  et  négliger,  cales  qui  suivent  ;  mais  les  transformées 
««yy.y^  etc.  raarcheni'.yéfs^.vne  limite,  au  moyen  de  laquelle  on 
peut ,  après  un  certain  nombre  d'opérations ,  trouver  la  valeur  ap- 
prochée du  reste  de  la  fraction  continue.  En  effet ,  on  reconnoît 
à  l'inspection  dç  ^  ces  transformées  ^  que  si  on  désigne  parj^^  Tune 
quelconque  dé5jqiranta«Js  y,  y\  /^  etc.  la  transformée  relative  à 
cette  quantîté'^seiâ 

91  r  ist  paire,  et 


»■•■  -  -     - 


((r — 1)«+  l)rfA; 

si  re«t impaim  Prenant  la.Jimite  46  c«s.deux  équarions ,  ep  supposant 

^ue  rmdicé  r  soit  très-grand  ^  on  aura +  j., + y  /  =  o  ,  d^où  a  • 

4'  -  • 


» 


/ 


h 
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suit  Vr = —  f  tnais  comme  jv  doit  être  buI  lorsque  *rœa  f 

% 

on  ne  peut  eo^ployer  que  la  valeur  y^ias  -^ : ,  et  oh 

-  -   .  .  •         j, 

14.1/7+  x*        •  •       -  ' 

donnera  i  +yr  ^  ou ,  peur  dénominateur  à  la  dernière 

fraction  intégrante. 

601.  Nous  nous  occuperons  etttdre  de  l'équation 

dy 
i  +xm xy^^y^'-^  n x^y-  =  0 » 

dont  la  solution  est  y = •; — -—- 

il 

1+ « 

2  ... 

,        -  -^       pi  4~/ï  '  \  ••        ... 

- I  ,  -  *   •  •'   ■    jC       "  '  .    •    " 


V 


2 


«  » 


m — 3» 


i  .  f  ..  '^  ,   <  •*■    /(  ^^^ir^^rrr^ 


l_ 

1**  etc. 

Cette  expression  s'arrête  toutes  les  fois  que  mestnA  multiple  de  « , 
et  dabs  ce  cas  on  peut  la  rDtt»t)léter  pV  le  moyen  indifu^  n',  598» 
En  effet ,  les  tranàfortiéfel  soccesisives  eh  y,  /'</"»  «te.  sôn^ 

J'y"'    • 

-K  *  +  i  «  )  X  —  (  z  +  iw*)>'''— ïy*^  +  >»  ^"-^  *• 

etc. 


en  dé^nant  donc  par  r  un  indice  quelconque  9  on  aura  * 

s;  cet  indice  est  pair .  et 

s'il  est  impair.   Lorsque  m  sera  un  multiple  de  n ,  il  arrivera  né* 

rn  r*— I  ,        « 

cessairement  que  /tï— —  =  0,  ou  /w  + /ï=o;  dans  runet 

2  1 

Tautre  cas  la  transformée  deviendra 

«r  i/ç+  ^^"^^"^"^  j'''^^^   ^  =—i;^,  en  faisant  j<^=-^, 
et  on  en  tirera  par  l'intégration 


Il  ne  faudra  plus  que  locitre  -.  à  la  place  à^yr  dans  Irdernière  fractxoo 

intégrante,  dont  le  rang  est  marqué  par  /*,  pour  avoir  Piaté^ale 
coo^lète  de  Téquation  proposée. 

L'équation  i'\'%mxy — y^^nx^—^  comprend    implicitement 

l'équation  de  Riccafi  ;  car  si  on  y  £lit  x^sia  t%  y=st  ^u ,  on  trouvera 
après  les  réductions 

dt  n         t        na  nab 

dû  ' 

comparant  ce  résultat  avec  l'équation  - — VAu" — j9r^  =  Oy  on  aurj» 

dt 

aw«+«>=s?0,  — ^=>^,j8--«— 1=0,—=:— iî,^-*— J8— 1=/'» 

fia  fiûp 

.  ,  .  .  .    ' 

n-  z»  +  4 


>  ■  I  II 


•  I  ,  ' 


I 
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'.      "3 


jift 


Puisque  *la  fraction  continue  qui  exprime  ^  s'arrête  lorsque  —    tsi 

un  nombre  entier ,  soit  positif ,  soit  négatif  »  on  aura  dans  Ves  mêmes 
'  cas  la  valeur  complète  de  u  enr,  c'est-à-dîrej  toutes  les,  fois 'que? 

"^      '  -^sçra  égàîà  =±:*i~cèf  qu5  "donne  i  >aîIBi  que  d^ns  le  h'^J  5^0  i 


la  fprmule  p  = 


De  la  construc-      6oi.  L'intégration  des  équations  différentielles  du  prçmîer  ordre 
tion  gcoœetnque  ^^^ppelle  aussi  Alfi^Ao^^  i/^verse  des  iangcnus  ,'parce  qiiV toute  éqiialibii 

wiief  ordre.  différentielle  de  cet  ordre,  donnant  l'expression  de  -—■  en  jr éten^Ki 

fait  connoître  larelatipp  qaî  exiîte  entre  Ips  coordonnées  et  lasou» 
tangente ,  ou  la  tangente ,  ou  la  normale  ,  etc.  dans  la  .courbe  qu'elle 

dy 

représente.  ,pn  jfefe,  si  ontirç  de  J'é^uatiph  proposée  —  — /;,  la 

«outangente  aura  pour  expression,  -t.,  la. Jtaogent^  -r-r— -,  ctc, 

{  h^  146  ).  On  découvrit  le.. Calcttldifféreatid  pour  mtener  d$$ 
tangentes  aux  courbes ,  c'est-à-dire,  jpour  çéspùdre  \t' problème  dir$cp 
des  tangentes.  Qn  s'occupa  ensuite  du  Calcul  intégral,  pour  parr 
venir  aux  équations  primitive'  des'  courbés  par  les  propriétés  de 
letnrs  tangentes  ;  mais  4es  pr^fès  ef  les  nombreuses  applications  de  ce 
Calcul  ont  fait  abandonner  la  dénoii>ination^dç  mithçd^  inverse  des 
,  tangentes  qui  ne  conyenoit  qu'à  unsçul   de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  ;er9S  on  chercl\a  a  déterminer  par  lés  ^ires  ou 
même  par  les  arcs  de  quelques  courbes  connues,  l'ordonnée  de  la 
courbe  demandée  ;  depuis  on  a  laissé  cts  constructions  de  côté ,  parce 
que ,  quelqu  élégantes  qu  elles  fussent  dans  la  itbéorie ,  elles  étôient 
toujours  nioms' commodes  et  sur-tout  moins  exactes  '  dans  la  pra^ 
tique ,  que  Jes  formules  approximatives  qui  ont  pris  leur  place/ 

Une  éq^atjon  différentielle-,  ne  ' petit  >se  .^construire  en  ^gértéral 
que  lorsqu'on  en  ^  séparé  le$  variables ,  parce  qu'alors  l'expression 
de  Tune  d'elles  ne  dépend  plus  que  4e  la  quadrature  4'ype  courbe 
l^ont  l'équation  primiûye  est  cçnnue, 

603, 


^ 


\ 


\ 
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6o).  Proposons*nous<de  construire  la  courbe  dans  laquelle  la 
^butangente  est  égale  à  une  fonction  donnée  de  Tabscisse  x  ;  Téqua- 

tien  diâ^rentieUe*de  cette  courbe  sera  - —  =  ^f  ^désignant la 

fonction  donnée.^  Les  variables  se  sépai'ent  sur-le-champ ,  dans  cette 

/        •  •  ^y     dx 

équation  qui  n'a  que  deux  termes  ^  et  il  vient  — =— •  Multiplions 

les  deux  membres  de  cette  équation  par  une  quantité  constante  m , 

nous  aurons =  — r^ ,  et  désignant  par  Ly  le  logaâthme  éty^ 

y  X, 

pris  dans  le  système  dont  le  module  est  m ,  l'intégration  nous  donnera 

f^mdx  I    rm^dx 

En  construisant  d'abord  la  courbe  DU  ^fig,  20 ,  telle  que  l'ordonnée  FIG.  10. 

^' ,  l'aire  ADHPAoit^ 


nera 


correspoadante  à  l'abscisse  AP^  S(6t  PN:=s  ^ 

/\n^dx 

la  valeur  de  1 — ^ — .  On  réduira  cette  aire  à  un  rectangle  FQ, 

dont  l'un  des  côtés  soit /o,  l'autre  côté  \/i(^  exprimera  —  / — =; — } 

décrivant  ensuite  la  logarithmique  ER^Aont  les  ordonnées  soient  per- 
pendiculaires à  l'axe  ^C ,  et  élevant  par  le  point  ^  la  perpendî- 
cvisàte^  R^^on  auxjSL  L.RQ:^^  Q  (  n\  170  ),  ou 

I     i^m^dx 
h..R  Q  =  -?-  / — =; — ,  RQ  sera  donc  égale  à  l'ordonnée  PM  delà 

coutbe  ch^chée-(^)« 

Il  faut  bien  remarquer  .que  cette  construction  n'exige  pas  que  l'on 
ait  l'expression  analytique  de  la  fonction  X;  on  pourroit  prendre  à 
sa  place  l'orddnnée  d'une  courbe  quelconque  rapportée  à  Taxe  ^B , 
et.dFeocuer  sur  cette 'Ordonnée  et  sur  la  iigne  arbitraire  m  les  opé- 


»^""f 


(^  )  Nous  ne  nous  sommes»  pas  arrêtés  à  détaHler.  les  difFérens  moyens  de  dé- 
crire la  logarithmique^  cpilne.sont  tous  qutapproximatifis  ;  parce  qu'il  est  plus  simple 
de  la  construire  par  points  par  le  procédé  du  n^.  205  ,  au  moyen  des  tables  de  lo^ 
garithmes.  On  pourroit  employer  aussi  les  eq>aces  asymptotiques  de  Thyperbole 

(  ïi"*-  493  )• 

CaUul  intégrai  P  p 
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rations  graphiques  indiquées  par  les  formules  ci- dessus.  On  voit  aussi 
que  la  ligne  m  n'a  été  introduite  que  pour  rendre  ces  fornuiles  homo- 
gènes et  peut  être  supposée  égale  à  Tunlté. 

604.  Le  premier  problême  qu'on  ait  résolu  par  la  méthode  m- 
verse  des  tangentes  est  celui  que  de  Beaune ,  ami  de  Descartes^  avok 
proposé  aux  Géomètres  de  son  tems.  Il  fut  généralisé  par  Jacques 
Bernoulli ,  qui  l'énonça  de  la  manière  suivante  :  Etant  donnée  une 
courbe  quclconqtu  ^  soit  algébrique ,  soit  transcendante  ^  ou  même  tracée  par 
le  mouvement  libre  de  la  main  ,  en  trouver  une  autre  dans  laquelle  la  sou'* 
tangente  soie  à  (ordonnée  y  comme  une  ligne  constante  m  est  à  la  somme 
ou  à  la  différence  de  cette  ordonnée  et  de  celle  de  la  première  courbe.  . 

En  appelant  Q  l'ordonnée  de  la  courbe  donnée,  on  déduira  facw 

lement  de  cet  énoncé  l'équation 


ou 


±:Qdx.  Cette  équation  rentre  dans  celle  du  premier 


mdy — ydx=^ 

diegré  et  du  premier  ordre ,  que  nous  représenterons  ainsi  t 

I 

mdy V  ydx:=^Vdx*y 

ift 

Texpression  de  y  trouvée  dans  les  no«  J47  et  556 ,  deviendra 


-/ra. 


S»         /•  •     "* 
1  on  và^  e 


y=ze 


m 


(i/ 


Tj^^ 


m 


Vdx^C 


). 


=  {.,  on  aura  —iJVdx=\:i^^  ou  — /27</Ar=Lç, 


en  prenant   k  système  logarithmique  dont  le  module  est  /ti  ,   et 

r    /^ Fdx          7     r  mV 
y  =  —  l ■■:-'  =  -i  /   dx ,  en  faisant  abstraction  de  la 

mj        i      .        ^  J        { 
constante  arbitraire  qu'on  peut  comprendre  implicitement  Jaos  la 
manière  d'évaluer  Tintégralc  indiquée  (  n\  j^y6  ).  On  construira 

l'équation  — fl/dx^^Li^  comme  celle  du  n%  précédent,  en  pre- 

m 
nant  seulement ,  au  lieu  de  la  courbe  DN ,  celle  dont  Totdonn^ 

seroit  U.  Ayant  obtenu  ,  par  le  moyen  de  la  logarithmique ,  la 

ligne  QR ,  telle  que  L.  QR^-^/Udx^  et  qui  soit  par  conséquent 

//* 

mF 

égale  à  î,  on  décrira  la  courbe  dont  Tordonnée  est 


••  Représcn^ 
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tant  ensuite  par  S^  Taire  de  cette  courbe',  on  parviendra  à  connoître  j' 
en  construisant  l'expression 


m" 


Les  opéi;ations  que  nous  venons  d'indiquer  sur  la  valeur  complète 
de  >^  se  déduiroient  immédiatement  de  la  transformation  dont  on  a 
fait  usage  dans  le  n".  547»  On  poucroit  substituer  aux  fonctions  U 
et  ^  les  ordonnées  de  deux  courbes  quelconques  rapportée^  à 
Taxe  ^B ,  ainsi  qu'on  la  fait  observer  dans  le  n**.  précédent.  Pour  le 
cas  du  problême  énoncé  ci-dessus ,  on  a  27=;72,  et  x=la[  ;  ^(==fcQ) 
est  l'ordonnée  de  la  courbe  donnée  :  de  Beaune  supposoit ,  au  lieu  de 
cette  courbe ,  une  ligne  droite  inclinée  à  45^  sur  Taxe  des  abscisses. 

On  construit  encore  les  équations  différentielles,  en  les  ramenant 
à  d'autres  qu'on  sait  déjà  construire ,  ou  qui  représentent  des  courbes 
que  Ton  peut  décrire  d'un  mouvement  continu  :  telles  sont  les  tractoires; 
mais  ces  courbes  appartiennent  à  la  Méchanique  plutôt  qu'à  la 
Xîéométrie,  c'est  pourquoi  je  n'en  parlerai  point  ici  (*). 

605.  Je  vais  rapporter,  d'après  Euler,la  solution  d'un  problême 
célèbre  dans  les  premiers  tems  où  l'on  s'est  occupé  du  Calcul  intégral , 
^ix  problème  des  trajectoires.  Il  a  pour  objet  de  déterminer  la  courbe 
qui  coupe  toutes  celles  d'une  espèce  donnée  sous  un  angle  donné.  On 
entend  ici  par  courbes  d'une  espèce  donnée ,  les  diverses  courbes  par- 
ticulières  qu'on  peut  obtenir  en  assignant  successivement  à  l'une  des 
constantes  d'une  équation  primitive  toutes  les  valeurs  possibles.  Si  ; 
par  exemple ,  on  fait  varier  le  paramètre  d'une  parabole ,  il  en  ré« 
sultera  une  suite  de  paraboles  rapportées  au  même  axe ,  ayant  même 
sommet ,  et  dont  les  extrêmes  seront  d'une  part  l'axe ,  et  de  l'autre  la 
ligne  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  passe  par  le  sommet  :  la  courbe 
qui  coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné  en  sera  la  tra« 
jectoire  (**)• 

(*)  On  appelle  tractoire  la  courbe  que  décrit  sur  un  plan  un  corps  pesant  attaché 
à  Tune  des  extrémités  d'un  fd ,  tandis  que  l*antre  parcourt  ime  courbe  donnée  ^ur  le 
même  plan; 

(  ^^  )  On  donne  aussi  en  Méchanique  le  nom  de  trajectoire  à  la  courbe  décrite  par 
un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques  ;  mais  il  ne  sauroit  être  question  de  cette 
espèce  de  trajectoire  dans  un  ouvrage  consacré  uniquement  à  l'Analyse  et  à  la 
Gi^métrie. 

Pp  t 


♦\ 
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FIG.  11.  Soient Z)^A^,  yDN ,  iyN^\  etcfig.  xi  ^ kstc'ourbcs coupées^ et  MZ 
la  courbe  coupante ,  pu  la  trajectoÎTe  cherchée  ;  si  par  Tun  quel- 
conque M  de  ses  points  on  lui  mène  une  tangente  ilf  / ,  et  qu'on  tire 
aussi  celle  de  la  courbe  coupée  qui  passe  par  ce  point ,  Taogte  TMt , 
d'après  Ténoncé  de  la  question  y  doit  être  égal  à  l'angle  donné. 
Désignons  par  x'^  y\  les  coordonnées  des  courbes  coupées ,  par  x ,  y^ 
celles  de  la  courbe  coupante ,  et  par  a  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  constant  TMt^  qui  est  égal  à  la  différence  des  angles  MTP 

tt  MtP  dont  les  tangentes,  respectives  ont  pour  expression  -7-7- 

dx 

m 

tty-  (  n\  138  );  nous  aurons  X2in%TMt=tm%{MtP—MTP)^ 


dx 


et  par  conséquent      a 


dx 


dx' 


dy  dy' 


(  IntC  page  65  ). 


1  + 


i^i 


dx  dx' 

'  Supposons  d'abord  que  l'on  connoisse  l'équation  primitive  des 
courbes  coupées ,  on  en  tirera  par  la  différentiation  dy'=p  dx\  et 
réquation  ci-dessus  deviendra 

Il  faudra  écrire  par^tout  x  tty ,  au  lieu  de  x' .  et  de  y\  parce  qu'au 
poipt  M  la  courbe  coupée  et  la  courbe  coupante  ont  les  mêmes 
coordonnées  :  cela  fait ,  si  on  élimine  entra  l'équation  [A)  et  l'équa- 
tion primitive  des  courbes  coupées ,  là  constante  dont  les  différentes 
valeurs  particularisent  chacune  de  ces  courbes ,  on  aura  un  résultat 
qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  successives  avec  la  tra- 
jectoire et  en  sera  par  conséquent  l'équation. 

Prenons  pour ,  exemple  les  paraboles  ayant  même  axe  et  même 


/mw  1 


7ft  tf.V 

sommet ,  et  dont  l'équation  ^sX  y"'7=^dLx'^  \  il  viendra /?= 7;;zr"' 

Nous  pourrons  chasser  immédiatement  de  cette  expression  ^  au  moyen 
de  l'équation  proposée ,  le  paramètre  et  qui  particularise  chaque 
parabole  d'un  même  degré  ;  substituant  le  résultat  dans  l'équa- 
tion (^) ,  après  avoir  changé  x'  et  y'  en  ;c  et  en  j' ,  et  divisant  ensuite 


y 
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par  s^y^\  nous  trouverons 

a{nx.dx -^^  mydy)  -^  my'dx'^^nxdyrsroi 
Cette  équatiort  étant  homogène  peut  se  traiter  par  fe  procédé  du 
n%  545.  Lorsqu'on  a  m=72=i ,  elte  devient  intégraWe  en  ht  divisant 

xJtx-^-ydy        ,  •  i/ " 

pat  x'+y%  puisque ,, ,  ^,  '     =d.  lVx'  +  y%  et  que 

x  -f-y 

ydx  "'•^  X  dy  /  X  \ 

< ; ---^  =  ii.arcf  tang=-  )  (  n\  ao  Y;  on  a  donc 

iil V x"  +  jr+arc(taiig.-)=:C,  ou  a\^^ — :L~3rc(tang=^) , 

y  ^ .  ^ 

en  changeant  la  constante  arbitraire.^  Si  on  fait  Vx"  +^y''  =  «  > 

arcT  tarig  = -J  =  /,  on  retombera  sur  Téquation  des  spirales  lo-    * 

garithmiques  qui  ont  la  propriété  de  couper  leuv  ray  Oa  vecteur  sous 
un  angle  constant  (  n^  178  )  ;  et  en  effet  ^dans  le  cas^actucl  les  courbes 
coupées  ne  sont  autre  chose  que  toutes  les  lignes  droites  menées  par 
l'origine  des  coordonnées  et  dont  Téquation  est  j^  =  «  4f# 

Si  on  vouloit  que  Tangle  TM^  fût  droit,  il  faudroit  supposer  a 
in^ni ,  et  par  conséquent  ne  tenir  compte  que  des  termes  qu'il  multi- 
plie;  réquation  ci-dessus  se  réduiroit  à  nxdx+mydy=:o^  dont 
rintégrale  nx^+ my*  =  c  nous  apprend  que  la  courbe  qui  coupe 
à  angles^  droits  toutes  les  paraboles  proposées  est  une  ellipse  décrite 
sur  le  même  axe  quMleis,  ayant  pour  centre  leur  sommet  commun. 
Les  trajectoires  9  pour  lesquelles  l'angle  TAIt  est  droit,  s'appellent 

■  •  dy 

p-ajccmrcs  onbogonal^  ;  leur  équation  générale  est  i  +/7-p.  irro,' 

dx 

et  s'obtient  en  faisant  a  infini  dans  Téquation  {A). 

% 

^  606.  Lorsque  l'élimination  de  a  présente  quelque  difficulté ,  il  faut 
voir  si  l'on  peut  obtenir  l'une  des  variables;!;' ou  y  en  fonction  de  l'autre 
et  de  la  constante  et,  Supposons  que  l'équation  proposée  donnij  ai- 
sément ><',  on  pourra  dans  ce  cas  chasser  j^  de  ^équation  (>/),  en  obser- 
vantquepasser  Û'une  ordonnée  quelconque  dé  la  trajectoire  à  celle  qui 
lui  est  consécutive ,  c'est  la  ipême  chose  que  de  passer  de  l'ordonnée 
PM  y  de  Tune  des  courbes  coupées  DN^j  à  Fordonnée  P[M!f^  qui  ré*^ 
pond  à  une  nouvelle  abscisse  JP'  dans  la  courbe  consécutive  D'N\  et 
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qui  ^'obtiendra  par  conséquent  en  faisant  varier  à  la  fois  jc'  et  «  dans 
réquation  proposée.  Il  suit  de  là  que  si  dy^:^pdx'+/jd(t^  on  aura 
aussi  dy  T=pdx  +  qdst  ^  en  changeant  x'  et  y  en  x  et  en  y  ;.  substi-  ^ 
tuant  cette  valeur  dans  Tiquation  (-^) ,  on  trouvera 

(^î  +p'')adx — (  I  — ap)  q  d  A=:Q. .....  .(B). 

La  valeur  de  y'  étant  exprimée  en  x'  tt  ety  les  coefficiens  p  tt  q  m 
contiendront  que  ces  deux  dernières  quantités  ;  l'intégrale  de  Téqua- 
tion  ci-dessus ,  donnant  la  relation  qui  se  trouve  entre  la  constante  a 
et  Tabscisse  x ,  fournira  le  moyen  de  construire  la  trajectoire  cher- 
chée. En  eiFet ,  ayant  déterminé  pour  une  abscisse  quelconque^?  ^ 
la  valeur  de  «t,  si  on  décrit  la  courbe  coupée  DNf  relative  à  cette 
valeur ,  elle  rencontrera  l'ordonnée  P  M  dans  un  point  qui  appar- 
tiendra à  la  trajjsctoiri^  cherchée.  Il  est  d'ailleurs  ai$é  de  voir  qu'on 
obtiendra  l'équation  de  cette  courbe  en  éliminant  a  entre  l'intégrale 
'de  l'équation-  (^)et  l'équation  des  courbes  coupées  ^  dans  laquelle 
on  aura  écrit  x^  et  y  pour  xety. 

Supposons  que  les  courbes  coupées  soient  toutes  les  cycloïdes 

passant  par  Torigine  des  coordonnées ,  décrites  sur  l'axe  des  j^ ,  et  qui 

ne  différent  que   par  leurs  cercles  générateurs.   L'équation  dxffé- 

xentielle  de  ces  cycloïdes  se  déduira  de  celle  du  n'^.  171 ,  en  chan- 

xdx 
géant  x  cny^  y  en  a:  çt  r  en^,  et  sera  dy  =:;  — —  ;  misé 

(td  X'^'^X  dx  Adx 

sous  la  forme  dy^^'^  :+■-;; »  dje  donner^ 

Y  XAX^f^X^       V  XaX'^X^. 

y  =  -^  V^zctA;— ;^;* -|-  * . arcrcos=  i V*  on  ne  doit  point  ajoutes 

de  constante ,  parce  que  x  tt  y  s'évanouissent  en  même  tems.  Cette 
équation  primitive  ne  fait  connoîtré  que  la  valeur  de  y  ^^ et  si  on   ^ 

X 

suppose  -  ==  { »  die  deviendra 

^==— aVrprp+ ct.arc(cos=i — [)\ 
pour  abréger  ,  nous  la  représenterons  par  j^  =  a  Z ,  et  nous  ferons 
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p  z=iZ\  qT=i  Z  —  Z'  ~  =Z— 2'{ ,  ce  qui  montre  que/^  et  q 
seront  des  fonctions  de  [  seul.  Mettant  dans  Téquation  {B)  ^  au 
ficu  de  dA  sa  valeur  ^ ,  nous  trouverons 

Les  variables  xeti  ^^^^  séparées  dans  cette  équation  »  on  pourra  la 
construire  et  déterminer  :;;  en  x,  ou  :k:  en  ;[  ^  ce  qui  donnera  cc^ 

X 

puisque  <*:=-:  décrivant  ensuite  la  courbe  de  Téquationy  =  *  Z, 

î 
on  aura  j'. 

607.  Passons  maintenant  au  cas  oh  l^on  n'a  que  Téquatiôn  diffé* 
rentielle  des  courbes  coupées  Jy  ^=-pdx ,  et  ôii  la  constante  et  entre 
dans  cette  équation.  Si  p  ne  renferme  pas  y,  on  z\\x2Ly=fpdx'y 

et  j  =  -p-=    ■^^..      =/J ^  -r  (  n^  5  5 1  )  ;  substituant  dans  Péqua* 

dd  dit  dct  ^ 

tion  (j5)  on  trouvera 

dp 
(  I  +/'*)« ^J^—  (i''^ap)detfdX'j'=ioi 

det 

équation  qui  ne  sera  du  premier  ordre  seulement  ^  que  lorsque  la 

dp 

dîfFérentielle  dx—   sera  intégrable  par  rapport  à  x;  mais  il  y  a 

aA  -  '' 

cependant  une  circonstance  dans  laquelle  on  peut  déterminer  la  tra- 
jectoire 9  sans  effectuer  cette  intégration. 
Pour  la  découvrir  y  mettons  Téquation  {B)  sous  la  forme 

adxii  +  p*)  ,      N  t.      1.  1  *   A 

j i--i.  j^qdAt=.Oy  et  cherchons  ce  que  doit  être  p  ^  pour 

ap — I 

qu'elle    devienne    intégrable    par    la  multiplication   d'un    facteur 

donné  ^  ^  qui  soit  fonction  de  «  seul.  L'équation  de  condition  est 


d. 


ap  —  I  d.^q  ^    ^f    ^   ^P 

Sa  •  dx  dx  dA 


T^ui$q\ie  ^  pd x-^qd  A  étant  une  différentielle  complète ,  on  a  — =— ; 

dA       dx 


/ 
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en  développant  et  réduisant,  on  obtiendra 

«(!  +  /»»)    dA  (i  +  g')      ^dp_^ 

■      ■■   —  -- — : ^ — r^  ^  -j—  —  0« 

ap — I        dùL  {ap — i)         dcL 

Llntégration  de  cette  éguatîon  ûe  doit  s'^f&ctuer  que  par  rapport 
à  ût ,  puisqu'on  y  regarde  x  comme  constant  ;  les  variables  a  tt  p 
se  séparent  facilement ,  et  il  vient 

àdÂ  _         {i+'a^')dp a^dp  apdg+dp 

A     ~  {ap-^i  )'(  I  +/^'  )  ~  ap^i  i+p^        ' 

d*oîi  on  <îrc 

a\J=a\Jiap^i)^^dl{i+p')  —  arc(tRng==^p)+alX^ 

résultat  dans  lequel  le  terme  alX  représente  la  constante  arbi- 
traire, qui  peut  être  une  fonction  quelconque  de  x.  La  manière 
dont  p  se  trovwre  engagé  dans  cette  équation ,  ne  permet  pas  d'en 
obtenir  une  valeur  en  -ï  et  J;  mais  si  on  suppose  a  infini , 
c'esj-ài-dire j  si  on  cherche  la  trajectoife   orthogonale,  lequation 

dA        dp         pdp 

différentielle  ci-dessus  deviendra  — r-  = —p,  et  donnera 

A         p         i+p 

alors  A  =  -  _  Pour  déduire  la  même  équation  de  Tmtégrab  * 

y/x^P^ 

rapportée  précédemment ,  il  faut  observer  que  cette  intégrale  peut 

s'écrire  ainsi  ;  arc  (  tang = p  )—a  1  ^^  ~  '        ;  mettant  dans  le  nu- 

-^V  I  +/>• 

X 

mérateùr  — ,  au  lieu  de  ^,  «  qui  est  permis ,  puisque  X  est  arbir 

(  dp  •—  I  )  Jt 
traire,  il  viendra  arc  (  tang =/^)  =  l      .  y-——»  ^*  on.  aura  par 

pX    ' 
conséquent ,  dans  la  supposidûon  de  a  infini ,  1  -    ■  = 

=  I ,  ou  prtfin  ^sg— ^ ,  Prenant  la  valeur  dep,' 


o.  ou 


on  trouvera  p  =  — -=1:=.  ;   l'équation  des  coupées  sera  donc 

^  Â  *  /*    A  dx 

^ycts —  -;>  et  aura  pour  intégrale  y=  /- /  —A-ci  la 

Vx^IZÂ^  JVx^^A^       .^ 

constante  ç  se  déterminera  d'après  les  conditions  dans  lesquelles  doit 

s'effectuer 


•  ) 
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s'effectuer  rintégration  indiquée.    En  substituant  l'expression  de  p 
et   celle   de  V^  i  +/i*    dans  Téquatidn    (  5  ) ,   qui ,  par    Thypo- 

thèse  de  a\  infini ,  devient  — i ^-^  4.j</a  =  o,    on   obtiendra 


réquation  - 


X^d 


aV  X' 


A^ 


+  qdA=Oj  que  le  facteur  A  rendra  in- 


tégrable,  et  on  en  tirera  ,  pa»  le, procédé  du  n"*.  551,  en  intégrant 

d'abord  le  premier  terme.par  rapport  à  x ,  /-•- +  v  =  c.  Il 

•  •  X.  ^  X"" — u^* 

est  facile. dç  voir,  d'après  le  n^  cité ^  que  la  fonction  v  n'est  autre 

chose  que  l'intégrale  des  termes  indépendans  de  x ,  qui  pourroient 

être  contenus  dans  la  difFérentielle  Aqdtt ,  termes  qui  ne  peuvent 

provenir  que  de  ceux  de  la  même  espèce  que  renfermera  la  cons-» 

tante  c  ajoutée  a  la  valeur  dey  j  puisque  q  =  y-. 

Dans  le  cas  général  où  p  contiendroit  en  même  tems  x  ^  y  et  ûl9 
l'élimination  de  Tune  de  ces  variables ,  entre  l'équation  (B)  et  celle 
des  courbes  coupées ,  menetoit  à  un  résultat  du  second  ordre. 

608.  Les  considérations  géométriques  conduisent  aussi  à  la  théorie 

4  t 

des  solutions  particulières ,  que  nous  avons  exposée  dans  le  n^«  577* 
Proposons-nous  ce  problême  ;  trouver  une  courbe  telle  que  toutes  Usper-* 
pendiçidaires  abaissées  dun  point  donne  ^' sur  les  tangentes  de  cette  courbe  y 
soient  égaler.  Pour  parvenir  à  l'équation  différentielle ,  il  faut  se  rap- 
peler qu'en  nommant  x'  t\y  les  coordonnées  d'une  courbe ,  et  Jt-  et^ 

'        .  .  dy' 

celles  de  sa  tangente ,  l'équation  de  cette  droite  est^ — y'^xz—^^x — x^ 

(  n**.  138  )  ;  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  connu - 
duquel  doivent  être  abaissées  toutes  les  perpendiculaires,  chacune 

dx'  ' 

d'elles  aura  pour  équation  jt'  = ^T  ^  (  ^'*-  '  99  )  >  ^^  sa  lon- 

dy 

gueur  sera  exprimée  par  V x^  +  j^*.  En  mettant  dans  cette  forinule , 
pour  x  et  pour  y ,  les  coordonnées  du  point  oîi  elle  rencontre  la 
tangente  qui  lui  correspond ,  et  dont  les  valeurs  s'obtiennent  en  déter-  , 
minant  :r  et  y  par  les  deux   équations  ci-dessus  (  n*.  200  ) ,  on 
Calcul  intégral.  Qq 


y 
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aura ,  en  vertu  de  ces  équations , 

- (x'dy-ydx')dy        ix'dy^ydx')dx'  \ 

^-./-T '—        x^dy — y'</*' 

et  y x*+y*=—r-^     -^         =«: 

y  dx'^+dy" 

réquabon  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc  . 

•  ^ 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle ,  dont  le  rayon  =n  ; 
et  dont  le  centre  est  Torigtnedes  coordonnées^  satisfait  à  la  question  ». 
Ce  cercle  ayant  pour  équation  jr^+jif'*=  »*,  est  précisément  la  solu- 
tion particulière  que  nous  avons  trouvée  n\  578  ;  mais  toute  ligne 
droite  ^  située ,  par  rapport  à  Torigine  des  coordonnées ,  de  manière 
que  la  perpendiculaire  abaissée  sur  elle  de  ce  point  soit  égale  k  n^, 
résout  égale;nent  le  problême  proposé ,  et  comme  il  y  a  une  infinité 
de  lignes  droites  qui  peuvent  remplir  cette  condition,  c'est,  dans 
l'équation  qai  les  comprend  toutes  que  réside  l'intégrale  complète 
et  l'équatioh  différentielle  trouvée  ci-dessus^  et  qui  est  en  effet 

y —  cx'= n  K  r + c*  (  n**.  5  74  ).  Une  idrconstance  digne  de  remarqije: 
et  qui  s'apperçoit  sur-le-champ ,  c'est  que  toutes  les  lignes  droites 
dont  on  vient  de  parler  seront-nécessaîrement  touchées  par  le  cercle 
qui  représente  la  solution  particulière ,  puisqu'il  a  pour  rayon  la^ 
perpendiculaire  abaissée  sur  chacune  d'elles*. 

La  même  relation  a  lieu  entre  les  diverses  courbes  que  représente 
l'intégrale  complète  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et 
celle  quWésulte  d'une  solution  particulière  de  cette  équation  ;  la  der-^ 
nière  touche  toutes  les  autres.  En  effet ,  l'équation  différentielle  ne  dé- 
termine que  Ta  direction  de  la  tangente,,  et  toute  courbe  qui,  dans 
uji  point  quelconque  ^  aura  la  même  tangente  que  l'une  des  courbes 
déduites  de  l'intégrale  complète ,  y  satisfera  nécessairement  r  or  c'est 
ce  qui  arrive  à  la  courbe  qui  touche  toutes  celles-ci. 

Si  on  rapproche  ceci  du  n*".  190 ,  il  ne  restera  aucun  doute  sur 
la  proposition  avancée 4>Ta$  haut  ;  car  on  verra-  que  Inéquation  de  la 
courbe  qui  touche  toutes  celles  qui  résultent  des  valeurs  successives 
que  l'on  donne  à  a  dans  l'équation  /^=o  de  cet  article,  s'obtient  par 
te  même  procédé  qui  sert  à  déduire  la  solution*  particulière  de  l'in^ 


V 
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tégrate  complète  (  n*.  577  )•  11  suit  de  là  que  la  développée  d  une 

courbe  n'est  autre  chose  que  la  soluuon  particulière  de  L'équation 

différentielle  qui  représente  toutes  les  normales  delà  développante 

(  n"".  1^^  ) ,  et  qu'en  général  les  courbes  données  par  les  solutions    . 

particulières  résultent  des  intersections  successives  des  courbes  qui 

répondent  aux  diverses  Valeurs  que  peut  avoir  la  constante  arbitraire 

dans  l'intégrale  complète.  • 

La  règle  donnée,  n\  580,  pour  trouver  les  solutions  particu<» 

Itères  j  peut  aussi  se  déduire  des  considérations  géométriques.  En  effet, 

dy 
si ,  pour  chaque  valeur  de  at  ,  la  valeur  de  -y- ,  tirée  de  Téquadon  dif- 

dx 

férentielle  proposée ,  convient  en  même  tems  à  la  courbe  de  la  solu-    ^ 

tion  particulière  et  à  l'une  de  celles  qui  résultent  de  Tintégrale  com- 

d^y 

plète ,  il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  valeur  de  -j—  ,    lorsqu'il    n'y   a 

»  X 

qu'une  osculatioh  du  premier  ordre  entre  les  deux  courbes  dont  on 
vient  de  parler  (  n**.  159  ).  Il  suit  de  là  (  n*.  148  ) ,  que  l'ex- 
pression de   ce   coefficient ,.  trouvée   en    différentiant    l'équation 

proposée  >  doit  devenir  -  pour  tous  les  points  de  la  courbe  qpi 

représente  la  solution  particulière.  La  même  chose  arrîveroit  encore 
dans  le  cas  oti  l'osculation  seroit  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  premier  ; 

ry^  auroit  toujours  deux  valeurs ,  mais  ces  valeurs  seroient  ^ales. 

0  X 

600.  Lés  équations  diiïërentieUes  du  second  ordre ,  les  plus  simples ,  ,  ^f  l*»ft**g^*^^?J 

^  ^  ^r  .'^'dcs  équations  dit- 

50at  celles  dans  lesquelles  l  une  des  variables  ne  s'élève  pas  au  delà  férentîelles  du  se- 
du  premier  degré  ;  nous  avons  déjà  traité  (  n%  486  ) ,  les  équations  ^ZyZ%  u^^- 
de  cet  ordre  comprises  dans  la  forme  — ^  =  JiT,  X  désignant  une  f^'"^**'^"*' 

il  X 

fonction  de  x ,  c'est  pourquoi  nous  passérohs  tout  de  suite  à  celles 
qui  ne  renferment  que  les  deux  coeffidens  diffîréntiels  «^-7^ ,  ^^r^. 

dx        dx* 

Faisant  ;potiT abréger  •7^  =  Pi  nous  aurons  -r^=-*-r-t«tréqua- 

'  .  dx    ^^  dx^        dx  ^       ^^ 

ûiM  proposée  donsera  nécessairement  -~  sP ,  P  étant  une  fonction 

.dx 

Qq  » 


/ 

£ 


I 
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dp  Càp 

connue  Atp,  On  tirera  de  là  d  x='-^ ,  et  par  conséquent  Ar=  /  —^i 
mettant  pour  dx  sa  valeur  dans  Téquation  dy  =pdx ,  on  trouvera 
aussi  y  =  / — —--  :  il-  ne  s'agita  plus  que  d'éliminer  p  entre  les 

deux  équations  x=ic+  /-^-^  et  jr=^c^+  j      p  -  »  pour  avoir 

l'intégrale  en  x  et  y.  Elle  sera  complète ,  car  elle  renfermera  deux 
constantes  arbitraires,  et  il  suit  en  effet  du  n%  iio,  que  l'intégrale 
de  toute  équation  du  second  ordre  n'en  peut  contenir  qu'un  pareit 
nombre.  L'élimination  Atp  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on  aura 
effectué  les  intégrations  indiquées;  mais ^  par  les  quadratures ^  on 
construira  la  courbe  cherchée  ^  comme  dans  le  n".  606. 

5 

Soit  pour  exemple  l'équation  -^ —  ^  =  a.  En  mettant  pdx 

d  xd^y 

pour  dy  y  et  dpdx  pour  d^y  ^  on  changera  cette  équation  en 

{i-^p^fdx  ■  .       . 

=— ^ —  =  a  .  et  on  en  t^era 

dp 

CL  d  p  '^Apdp 

dx  = C — .^    ^j,_^^^_ —         g.  Llntégratîon  donner» 

x=C-^ l     y=  C, ■  ;  éfiminant p ,  il  viendra 

L  équation  différentielle  proposée  n*est  autre  chose  que  l'expression 
générale  du  rayon  de.courbure ,  égalée  à  une  constante  ^  (  n"".  161  )  ; 
et ,  comme  on  de  voit  s*y  attendre ,  l'intégrale  est  Téquation  du  cercle 
ayant  cette  constante  pour  rayon. 

61  o;  Il  est  à  propos  de  remarquer  que   les   équations 
A — C+  /  — —  et  y=  C,  +  f — ^- —  satisfont,  chacune  en  particulier,* 

dv  • 

l'équation  différentielle  -j-  — i^ ,  et  qu'en  supposant  les  seconds  mem- 

dx  ^ 

\  res  intégrés ,  elles  ne  seroient  que  du  premier  ordre  :  il  y  a  donc  dans 
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ce  cas  deux  équations  de  cet  ordre  qui  satisfont  à  Téquation  proposée 
du  secdnd,  et  qui  en  sont  par  conséquent  les  intégrales ,  tandis  qu'une 
équation  du  premier  ordre  n'a  qu'une  seu.le  intégrale.  Il  est  facile 
d'appercevoir  la  raison  de  cette  différence.  Soit  i7=o,une  équation 
primitive  entre  x  ^  y  tt  deux  constantes  c  et  c,  ;"si  on  différentîe  deux 
fois  de  ,suité  cette  équation ,  on  pourra  éliminer  entre  i/  :=  ô , 
i/Z7=o,  ^*i7=o,  les  deux  constantes  et  arriver  ainsi  à  une  équa-^ 
tion  du  second  ordre  qui  en  soit  indépendante;  mais  la  combinaison 
des  équations  i7  =  o  etdl/=o  conduira  à  deux  équations  difFé-? 
rentielles  du  premier  ordre;  Tune  résultera  de  l'élimination  de  c, ,  et 
l'autrfe  de  celle  de  c.  Représentons-les  par  F=iO  ^  F^=:o  ;  il  est  évî* 
dent  que  l'on  parviendra  à  l'équation  du  second  ordre ,  en  éli- 
minant  c  entre  ^=0  et  dV=ro^  ou  bien  c^  entre  ^,=o  et  dF^^=oï 
chacune  des  équations  f^=o,  ^i=o,  est  donc  l'intégrale  de  celle 
du  second  ordre.  On  les  appelle  intégrales  premières  ^  pour  les  distin- 
guer  de  Téquation  primitive  i/=o  ^  qui  est  Vintégrale  seconde. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  déduira  l'équation  £/=o,  des  deux 
équations  ^==0  et  ^1=0*  en  éliminant  entr'dles  h  coefficient  diîFé- 

dy 

rentiel  ~  =  o^  et  que  par  conséquent  on  aura  l'intégrale  seconde 

V  dx 

ou  l'équation  primitive  d'une  équation  du  second,  ordre ,  Iprsquel'on 

connoîtra  ses  deux  intégrales  premières,  et  qu'on  pourra  enchâsser  ~, 

dx 

Ces  remarques  s'étendent  aux  équations  de  tous  les  ordres.  Pour 
le  troisième,  par  exemple ,  l'équation  primitive  doit  contenir  trois 
constantes  arbitraires  (  n".  5^1.  et  iio  );  on  parvient  à  Téquatioa 
différentielle  de  cet  ordre ,  en  éliminant  <:es  constantes  entre  les 
équations,  Z7  =  o,  dl/=io^  d^VzrzOy  ^t/==o;  mais  si  on  n'en 
chasse  que  deux,  on  aura  trois  équations  différentielles  du  second 
ordre,  puisqu'on  pourra  conserYer  fchacune  d'elles  à  son  tour.  Les 
équations  qu'on  obtient  ainsi ,  sont  des  intégrales  premières  de  l'équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre ,  qm  résultera  nécessairement  de 
l'élimination  de  la  constante  qu'elles  renferment.  Les  intégrales  secondes 
sont  ici  les  équations  du  premier  ordre'quedonnel  élimination  de 
chacune  des  constantes  entre  les  équations  i7=ô  et  ^£7=0,  et  l'équa- 
tion primitive  i7mo  est  ^intégrale  troisième.  Noui^ne  pousserons  pas 


/ 


plus  loin  ces  considérations  ;  nous  en  conclurons  seulement  qM^unc 
équatibn  diffircntitUc  de  tordre  n  a  tm  nombre  n  dintéff-aUs  premières  ^ 
et  comme  ces  intégrsdes  sont  de  l'ordre  n— i ,  elles  ne  renferment 

que  les /z — i  coeffidens -j^,     -— — j^^;-  :  si  donc  oa 

peut  les  éliminer ,  on  aura  l'intégrale  n^^ ,  ou  l'équation  primitive 

qui  répond  à  l'iquation  différentielle  proposée. 

d^y 
6 1 1 .  Nous  nous  occuperons  dans,  cet  article  de  l'équation  - — =7, 

*        ,  *  dx^ 

Y  désignant  une  fonction  quelconque  de  y.  Si  on  fait  dy  x=zp  dx  \ 

dy  m  d^  dp         p  dp 

on  en  peut  tirer  dxi=  —  .  çt  qui  donne  -p-r  =  — ; —  =  —r^  î 

p  ^  dx-     •       dx  dy 

Subsftituant  dans  la  proposée ,  il  en  résulte  pdp^mYdy  ^  et  en  intégrant 
on  trouve  f=^xfYdy^G^  d'où  il  suit  p=j^=.  ^Ç-^t/^dy 

J  VC-\^xfYdy 
fl  ^t  bon  d'observer  que  l'intégration  cl-dessus  peut  ^effectuer  en 

dy     J^y 

multipliant  I9  proposée  par  dy  ;  car  il  vient  alors  *p.  — =i-  =  Ydy , 

dx     dx 

d^y  dy  I    dy^' 

et  ^omme  -^  ~'^'-^  »  ®"  *  I  T^T  =/Y^y  +  <^»  ©M 
AppUcpioas  èe  procédé  àj'équatlon  t^yV^=dx*iTiOv&vaxot» 

d'y  l  dy     d*y         dy  dy      t^— 

en  intégrant.  Changeant  C  en  tcy^,  nous  tinerons  de  là 
dy*  4     ,    __      »         xdx  dy 

d*       y*  Vu    yc+^ 

faisant  ensuite  c  +  ^/y  =  { i  A  viendra 

#t  enfin  -^  H  <- *  ^c' + ^^=^  I  (  V7~  »  0  V^'^  + /^  +  ^»- 
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6\Xi  On  a  vu  dans  le  Calcul  diflFérentid  (  n*"*,  56  et  76  ),  que 
passé  le  premier  ordre  la  forme  des.équations  différentielles  changeoit  ^ 
suivant  qu'on  prenoit  x  ow  y  ^  ou  même  une  fonction  de  ces  quan- 
tités  pour  variable  indiptndanu ,  et  que  cela  revenoit  à  regarder  suc- 
cessivement comme  constante  ^x ,  ou  ^y^ ,  ou  une  fonction  donnée  de 
ces  différentielles  et  de  leurs  variSgibles;  il  est  donc  nécessaire ,  lorsqu'oi» 
se  propose  d'intégrer  une  équation  du  second  ordre  ^  de  savoir  dans 
laquelle  de  ces  hypothèse  elle  a  été  calculée.  Les  exemples  précédent 
répondoient  tous  à  la  supposition  Aty  égal  à  une  fonction  dei; ,  et 
par  conséquent  de  dx  constant  ;  mais  il  sera  facile  de  reconnoître 

» 

parmi  les  équations  relatives  à  d'autres  hypothèses  y  celles  qui  peuvent 
s'y  rapporter. 

Il  est  d'abord  évident ,  qu'en  désignant  par  Q^une  fonction  quel- 

dx  .  é^x 

conque  de  --  -  toute  équation  de  la  forme  -r*--  =  Q ,   et  dans  la-^ 

^  dy  ^  dy^ 

quelle  dy  est  regardé  comme  constant ,  se  traitera  de  même  que  celle  du 

dx  d^X  d  Q 

tt*^.  6«o  •  en  faisant  -—  =  j ,  et  — — -  =  -— •  On  peut  encore  la  ra* 

^  dy  dy""        dy 


mener  immédiatement  à  la  forme 


d'y 


.  -=P ,  en  passant  5  par  le  pro* 

a  X 

cédé  du  n''.  77 ,  à  la  supposition  à^dx  constant ,  ce  qui  se  fera  par 

'  dxdJ'y      .     -  d^x 

la  substitution  de— — j-f^ ,  a  la  place  de  rr-r' 

dy  dy 

Si  l'équation  proposée  eut  été  prise  dans  Phypothèse  de 

V dx'''\'dy*'  constant  et  qu'halle  ne  renfermât  que  Vj^,  dy  ^  ^y^ 
ou  dy  y  dx^  d^x  9  elle  rehtreroit  encore  dans  le  cas  du  n"".  609  ^ 
après  qu'on  l'auroit  transformée  en  une  autre  dans  laquelle  dx  îèx 


constant» 


dyV  d  x't -^r  dy^ 


Soîtpodrexempleréquation  ^ ^_ 

a  X      '       •  ^  '  d 

dans  laquelle  la  différentielle  Vdx*+  dy*  estre^dêe  comme  cons^  , 

=Pj  on  a    V^dx*+  dy=^dx  V^i  +  /l' j 


dy 


dx 


tante.  En  posant 

diâiérentiant    et    fisiisant    varier   en   même   tems  p  ^t  dx  ^   îl 


\ 


V. 


s 
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résulte  de  l'hypothèse  Rétablie         d^x  \^'ïTp  +  ^    ^'^^  =  o , 
ce  qui  donne  d^x  = ^—  ;  Téquation  proposée  devient  alors 

n 

dx(i+p*y 

•  2 =tf.arc(tang=/^): 

prenant  dans  cette  équation  la  valeur  dx^  pour  la  substituer 
dans  dy^^pdx^  il  viendra 

—  a  dp  ^.^apdp 

dx=iL — , j.arc(tang=/»),  dy^ £L_^.arc(tang=/»). 

Ces  expressions  s'intègrent  par  le  procédé  du  n".  440 ,  et  on  trouve 
^=    , :—  ,-         .arc(tang=/>)  +  c, 

y  —  ,/ — 1--+    , .  arc  (tang  =  />)  +  <;,. 

-   L'équation  <i*^=y<f:i:*,  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le 

,    ,,  .     .  {ix'^-irdy'')d*x     „     *    Ux" ^ dy*\d''y     ^ 

n*.  précédent,  devient  —  - — i-rr^ — =r,  ou  ^ — ■  ,  -^  '  -  =t^ 

^  .  dx^dy  dx*  ■ 

lorsqu'on  prend  pour  constante  la  di£fêrentielle  V  dx'+dy*,  et  se 
change  en  ^ — '    ^  ■  ■     =  Yy,  qyand  c'est  ydx  (  n".  77  ). 

t 

613.  Passons  maintenant  aux  équations  qui  contiennent  les  deux 

dy  d^Y 

coefficiens  différentiels  — ,     ■.     ^    et  la  variable  x.  Il  est  évident 

dx         dx 

que  ces  équations  se  ramènent  sur  le  champ  au  premier  ordre ,  par 
la  substitution  de  pdx  et  de  dpdx  ^  au  lieu  de  dy  et  de  d^y.  Si  on 
peut  intégrer  la  transformée ,  et  que  Ton  parvienne  à  en  tirer  l'ex- 
pression de  p  ttî X  y.on  obtiendra  jk  par  Téquation  y  =ifpdx  ^  et  si 
cette  transformée  donnoit  x  tn  p  ^  on  feroit  usage  de  la  formule 

yzzzpx-^fxdp  \ji\   568  ). 

Nous  ne  nous  arrêterr^ns  point  à  détailler  les  différens  cas  inté- 
grables  que  ptéseniept  les  équations  proposées;  ils  se  découvriront 

aisément 
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par  l'application  d^  divers  procédés  enseignés  précédem- 
ment pour  intégrer  les  équations  du  premier  ordre. 

Si  lès  équati^ons  proposées  étoient  entre  -j- ,  --p~  et  ^ ,  on  les 

dx      dx 

famçneroit  au  cas  précédent ,  en  prenant  pour  constante  dy  au  lieu 

dy 

de  dx^  ou  bien  en  chassant  dx  dxi  moyen  de  sa  valleur  — ,  tirée 

de  réquation  dy:^pdx.  et  on  auroit  ainsi  -——=---  =  -- — : 
^  ,  ^        '  dx^^       dx        dy 

la  transformée  ne  renfermeroît  alors  que  p\  dp  et  dy.  Quand  elle 

pourra  s'intégrer  et  qu'elle  donnera  p  tn  y^  on  trouvera  x  par  la 

/dy                                   y     fy^p 
-^',  et  par  la  formule  ji;  =  -4 ; — lorsqu'on 
P                                          P        P 
aura  j^  tnp. 

6 14.  Ces  deux  méthodes  conduisent  aux  équations  des  courbes  dont 
le  rayon  de  courbure  est  exprimé  en  fonction  de  Tune  ou  de  Tautre 
des  coordonnées.  Soit ,  pat  .exemple  >  JTla  fonction  de  x  supposée 
égale  à  ce  rayon  dans  la  courbe  demandée ,  Téquation  difFérentielie 

$era(n.itfi),  .—^^^—^X,  ou =  Jr, 


dx 

enfin  — 


i^dx 

représentons    I  *-*p-  par  T  et  nous  aurons 


'/^ 


P=    y izr»      y^fpdx=  f- 


Prenons  encore  pour  exemple  Téquation 

ia*dy^+x^dx^)d^y=nxdx^dyi 
'  la  transformée  est  dans  ce  cas  (aY+x^)dp=npxdx^  équation 

dp           nu  du  ' 

homogène  dont  on  tire  -C=x:— — ; -—; ,  après  avoir  fait  jr=:w; 

P     <*  +(i— /»)» 
En  int^ant  on  trouve 

^        »(i — n)    *    .  '   ^ 
Cd/ctf  /  intégral.  R  r 


/ 
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-"    n  n 


«»— i 


Lorsque  /z  =  i ,  on  a  ^ 

dp  Udu  ,  «/*•.•  I    y  yP 


la' 


c  c  c 

Cherchons  en  dernier  lieu  Tintégrale  de  l'équation 

abd^y=:dxy y'^Jx''^  a^dy"".  En  mettant  dans  cette  équation  -^ 

•  dpdy 

au  heu  de  rfx,  et  — ^  au  lieu  de  ^V,  elle  devient 

P 

ahpdp:=:.dy  V y""  +  n*/?*  ;  posant  ensuite  p = - ,  on  trouvera 


Soit  y  tf*+«*=5»,  on  aura  u^-=i—^ 


s- 1 

du        — sds  dy  ,—  l^sds 


''^sds 


u 


T^-T» 


y        bs^-^as-^b  .      5* — xns — i 

en  faisant  t==^;  décomposant  le  dernier   membre  en  fraction 
simple ,  on  obtiendra 


y^^ntijf*  — ^ 


■      C(i  — n  +  "V/72*+j) 


n— V^nâ-î-t 


(5  —  n—  V^n^+i) 


Revenant  à  l'équation  y  =/  u ,  qui  deviefit  y^=Lu  —  ^  en  mettant 

«AT 


pour  /^.  sa  valeur ,  on  en  tire  ^t= — ^  ;  ^  pmsque  «=  ^  -7— - 


dy 


—  sds 


udy 

y 


et 


,  on   a  enfin  dx^=z 


—  a  sds 


y         s'—xns  —  i  '  [^^^ns—i)^  5*—  i 

diférentielle  qui  s'intègre  par  la  méthode  du  n"".  377* 
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615.  L'équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre,  dont  la 
forme  est  d^y+Pdx  dy+  Qy  dx^=Rd  x\  P^  QetR  désignant  des 
fonctions  de  ;i^ ,  se  présenta  immédiatement  après  celles  que  nous 
venons  de  traiter ,  et  se  ramèneà  Téqnation  d^'i^  Pdxd[-\-  Qji^dx^^^o  » 
par  la  même  transformation  qui  nous  a  servi  dans  le  n"".  547  à  faire 
dépendre  dy  •\*  Pydx=zQ^dx  de  ^{;  +  P{i/A?  =  o.  En  effet,  la 
supposition  àt y=LX[^  donne 

dy  =  Xd[JridX,       d^y  =  Xd'i-\-idXdi+  id'X, 
et  change  Téquation  proposée  en 

X(d\'{'Pdxdi+Qidx^)  +  idXdi+PidXdx+id'X=Rdx\ 
Si  on  fait  d^^  +  Pdxdi'\'Qidx^=o  ^  et  qu'on  parvienne  à  tirer 
de  cette  équation  la  valeur  de  len  x ,  on  aura  pour  déterminer 
la  fonction  -ST,  l'équation  xdXdi+P idXdx  +  id^Xz=zRdx\ 
qui  ne  contenant  point  la  variable  X  ^  mais  seulement  ses  différen* 
tielles,  se  réduira  au  premier  ordre  lorsqu'on  fera  dX-^zX^dxi 
on    trouvera  alors   xXU['\-  PiX^x-^-  :^dX'  =^Rdx  ,  oju  bien 

(%  d  7  \                  Rdx  '  ' 

P+ ^\X'dxr=r: .  Cette  équatiou  n'étant  que  du 
idx^.                 i 

premier  degré  et  du  premier  ordre  par^rapport  à  X\  conduit  à 

X'=e  [A  ^+C](n-.  547), 

résultat  qui  décent  X'=-r^       ysf^^R^dx-^-  C], 

_9dk  /a  <r« 

en  observant  que  c        =-7 ,      t      :=^.  On  aura  ensuite 

■  '        l 
X^^fX'dx^C,  tt  y  =  ifX'dx  +  C,i. 

6\6.  Considérons  maintenant  réquation^{;+P^;r^{;+Q{^Ar*=o. 

m 

Il  est  facile  de  la  changer  dans  une  autre  qui  ne  contienne  que  les 
coeffiçiens  différentiels  de  la  variable  indépendante  x  ;  pour  cela  il 
suffit  de  se  rappeler  que  les  différentielles  successives  de  la  fonction 
exponentielle  e"  sont  toutes  divisibles  par  e»,  et  ne  renferment  après 
la  division  que  J«,  d*u^  etc.  (  n%  21  ).  Si  donc  on  fait  {=«», 
il  viendra  d^u+du^+Pdxdu+Qdx^=:Q,  et  la  substitution  de  tdx 
et  de  dtdx ^  pour  du  et  d^u]^  donnera  ^r+(r'+Pr4-Q)^Ar=o; 
Cette  équatioû  étant  intégrée ,  on  aura  {;==«*=V'*^*+*^=C^^**', 

Rr  z 
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valeur  qui  renferme  deux  constantes  ^  puisque  t  en  contient  im- 
plicitement une. 

617.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  oîr  les  cocfficîens  P  et  Q  sont 

constans  9  c*est  -  à  -  dire ,  où  Ton  ^'  d^i+udtdxdi+^idx^:=a. 

L'équation  dt+  ( r*+  P  r+  Q)  ^jr  =  o ,  devient  alors 

,dt+  (/*+-i^/+jB)^Ar5=o,  et  s'intègre  lorsqu'on  la  met  seus  t«( 

de  ^ 

formé  -: :t-' — x:  +  dxz=zoi  mais  on  arrivera  plus  facilement 

encore  à  Tex  pression  de  { ,  en  se  bornant  à  satisfaire  à  cette  équation 
au  lieu  de  l'intégrer  complètement ,  ce  qui  se  fera  en  supposant  /=/77^ 
la  constante  m  étant  telle  que  m*+^m'\'JB=Oy  puisqu^on  a  en 
même  tems  de -=01  on  trouvera ^  par  ce  moyen,  ^^C^"".  vSî 
maintenant  on  observe  que  la  quotité  m  a  deu^  valeurs  9  et  qu'on 
désigne  ces  valeurs  par  m'^  et  /?l",  on  aura  ['=zCC  et  £=Cje^  '• 
Non^seulement  chacune  de  ces^  valeurs  satisfait  à  fa  proposée  indé- 
pendamment delà  constante  arbitraire,  maïs  leur  somme  Ciî'"'*+  C^e"  "^ 
jouit  de  la  même  propriété  ^  ainsi  qu'on  peut  s^en  assurer  en  substi-* 
tuant  cette  quantité  et  ses  différentielles  à  la  place  de  {; ,  d:^tXd^[\  oa 
trouvera  Ce"'*(/n''+^/»'+i?)  +  C,^''(W'*+^V'+^)==a,: 
équation  qui  est^  identique ,  puisque  ni  et  wl*  sont  les  racines  de* 
m^'\'Ant'\^B'^=^o.  La  somme  des  deux  valeurs  de  j[,  contenant 
deux  constantes  arbitraires  y,  sera  nécessairement  l'intégrale  complète 
de  la  proposée ,  et  on  aura  ainsi  ;{;==C<"'''+  C,«" '*• 

Tant  que  les  racines  m' et  tri*  seront  réelles  et  inégales ,  la  forme 
du  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir  sera-  aussi  commode^ 
pour  les  applications  qu'elle  est  simple  ;  mais  quand  ces  racines  seront 
imaginaires,  il  faudra  exprimer  les  exponentielles  en  sinus,  et  cosinus  aa 
moyen  des  formules  du  n^  '40  de  l'Introduction.  Supposons  qu'on  ait 

les  quantités  e*"'  et  i^"*  deviendront  respectivement 

^«^^i/:r7_^-*/^^^— _^^  ço5^^  Ar+  VZ^i  sin  ^  x  )\ 

^«_«V=T__,.« .  «-^'»^=^=  «-?(  co$  i3  *— V^^  sin  j3  *  )  i- 
îf  en  résultera 

;J=:«-'[(C+  C,)C08./B*+(C— C,)V^^$ifr/84fl,, 
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et  faisant  C+C,=c,      (C— C.)V^^=«.» 
on  aura  {;  =  e*'(ccosi8;ir+^,sin/8:c). 

On  peut  encore  donner  à  cette  intégrale  la  forme 
{=/^^sin(i3;i:+^),  en  posant  c=p^ïnq  et  c,  =±=/?cos^.  Les 
constantes  arbitraires  seront  alors/'  et  q. 

Quand  les  racines  m' et  m''  sont  égales  ,  l'équation  {=Ctf'"''+  C^c"*"^ 
devient  î=(C+C,  )«"**,  et  ne  donne  plus  qu'une  intégrale  parti- 
culière ;  car  les  deux  constantes  C  et  C.  se  réunissent  dans  une  seule 
en  posant  C^  C\  =  4;^  Le  premier  moyen  qui  s'ofEre  dans  ce  cas  pour 
trouver  intégrale  complète  est  de  recourir  à  l'équation 

di                                                     dt     . 
:^'     ^  ,  ^  +  ^;c=  o ,  qui  devient --+^ji:=fo, et  donne  par 

l'intégration, ^ 1*  :c  +  C  =  o ,  d'où  il  suit 

en  feîsant  Cc^^c^ ,  on  obtient  i  ±=  «"*(  c  jt  +  c^  ). 

On  parvient  au  même  résultat  par  une  méthode  analogue  à  celle 
idu  n\  1 39  ;  on  suppose  que  m^  ne  di^re  de  mf  que  d'une  quantité 
très^petite,  en  sorte^  que  m'^=m'-^k;  Téquation  {=Ce"''*+C,«""% 
se  change  alors  en  î=Ciî'"''+<^,«"''*^*';  on  développe  la  quantité  «^* 
smvant  les  puissan.ces  de  £,  et  il  vient  ~      • 

î  =  C*"'^+,  Ce*'*  (  ï  +  *f  4.  *!fl  +  etc.  ) 

1         I  •  X 

=  ^''(  C+ C,+ C;AAr+ C,Jt.-^  +  etc.), 

Ott  =  c"'''(c,+  <>Ar  +  c \-  etc.)  y 

en  posant  C+C^=c^  et  0^*=^»  Si  miaintenant  on  fait  k:isto^  ctf 
qui  répond  à  l'hypothèse  de  m'=m"y  on  aura,  comme  d-dessus^ 

l—c'^Xcx  +  c,). 

61 8*  n  est  important  de  remarquer  que  llntégraîe  complète  de 

Féquation  d*!^  +  Jld^di+Bidx=Oy  s'obtient  en  multipliant  par 

une  constante  arbitraire  chacune  des  exponentielles  e"'*  et  e*"%  qui 

ont  des  valeurs  partîçurlières  de  i ,  et  en  ajoutant  les  produitSr 
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L'équation  générale  J*i+Pdxdi  +  QJ  x*=  o  jouit  d'une  propriété 
analogue;  si  i=M  et  i=M,  sont  deux  valeurs  pàrticitltères  qui 
satisfontà  cette  équation,  son  intégrale  complète  sera  i=CM+  C^M^. 
En  eflt't ,  en  substituant  pour  ^  >  ^  {  et  ^^  »  leurs  expressions  ,  on 
trotive  Inéquation 

C(^Af  +  PdxdM+  QMdx^)  +  CX^K  +  Pdx  dM,  +  qM,dx^)~o , 
qui  devient  icfentîque  lorsqu'on  a  séparément 
d^M+PdxdM^Q^Mdx^^o^  d^M,  +  PdxdM,+  QM,dx^=o. 
Si  on  ne  connoissoit  qu'une  seule  valeur  particulière  {r=ilf ,  on 
feroit  [:=^uM^  u  étant  une  fonction  indéterminée  de  x  ^  l'équation 
proposée  deviendroit  ,  • 

fi{d^M+PdxdM+QMdx^)+Md^u^±dMdu+PMd.xdu=o^ 
et  se  réduiroit  par  conséquent  à  Md^u+idMdu-^P Mdxdu=o, 
En  posant  dU=i^dx  ^  oi^  tirer  oit  de  cette  dernière,  équation 

dM  C 


Mdx 

r  C 

J  M* 


Ae 


'd» 


l^ÇM^M 


J  M^ 


cr^^\ 


619.  Proposons«nous  d'intégrer  l'équation 

Adxdr  Bdx^ 


=  0. 


j  j</:ç»=3:a,  et  prendra  la  forme 


aJ^bx     '   (tf  +  *;c)» 

La  transformée  en  /  deviendra  dans  cet  exemple 

'    ^\     ^  a+bx        (a  +  bxy 

{aJi'bx)du+{u^+(A — b)u  +  B)dx=09 
si  l'on  pose  u=:(a  +  bx)ti  il  est  visible  qu'on  y  satisfera  en 
faisant  u^-^ÇA — b)u  +  B=Oy  puisque  u  étant  alors  constant  on 
aura  duc=Op  Soient  m'  et  mf^  les  deux  racines  de  cette  équation  ;  il 


viendra  t 


m 


m 


// 


a+bx  '        a^bx 

/*  m'dx  m' 


;  les  valeurs  particulières  de  [  seront 


dt  on  aura  pour  l'intégrale  complète 


zzzf^a^bx) 


h 
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Dans  le  cas  oii  ksTacines  mf  et  m''  seront  de  la  forme  act^V^— ï, 
on  tfouvtt'a  ^ 


^-jv^—  •   -jv^^-x 


:f^^(^a+bx)\C{aArbx)         +C.(tf  +  *)r)   .         ]., 


et  comme  (  ii\  186  )^ 


on  obtiendra  ' 

î=(d  +  **)Tccos  [^l(<ï+**)]+c.sm[jl(4+*x)]J, 

en  prenant  crr^C-^-C,,        c,=  (C— C,  )/— ï. 


^.     ^ 


OU  £=/(tf+^ji:)    sin J[-I(iz+ *^)  + ^1  ,    : 

si  c^s=ipsiTiq^        c,=p  cosq. 

Quand  les  racines  m'  et  m"  seront  égalés  i  on  supposera ,  comme 
dans  le  n*".  617 ,  ni'^==m^+k^  ce  qui  donnera 

,  *    ^  \_^_.»  '  ».^        ^  ^  '  ... 

~  k 

=  (4t^Bjc)    [C+  C, (  1  +  -l(tf+*x)+<itQ.)3f; ( Jnt.  11%  15.) 

.      ^  k 

posant  ensuite  C+  C^=€j      C,  -  ===  c, ,  et  faisant ,  après -ce  chan- 


gem'ent,  *==:o,  on  aura  enfin  £=(tf  +  Ajr)     [€+c^l(a+Bx)'\. 

'  dXdr 
6x0.  L'équation  ^ç— :^  +  jiXdxdi  +  BX^dx^'trsiq ^ 

dans  laquelle  X  désigne  une-  fonction  quelconque  de  x ,  s'intègre 
par  la  supposition  de  d\  =  Xu\^dx ,  de  laquelle  il  résulte 

.d^i(^:^Xu'didX'\-  X [d u d X ^  u [d Xd X 
=:X^u\dx''+Xidudx  +  uidXdx^ 
parce  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs  la  variable  ;;;  disparoît , 
et   il  vient  dU'^(u''  +  ^u-^B)Xdx^=2  0.   On  satisfait  à  cette 
dernière  équation  en  faisant  u''+^u+B=:=o  ;  Téquation  d[T=zXu[dx 
donne  ;j;  =  C«-^*"*'*:  on  mettra  donc  successivement ,  au  lieu  de  », 


3iO   CH.  III.  iNTÉORÂTlàïT  DES  ÂQ^UÀTIONS 

chacune  des  valeurs  dont  il  est  susceptible,  et  que  nous  représen« 
ferons  par  m*  et  m"i  on  aura  ainn  [  =  Ce*'-^^^,  {=  C,e*"-''^*',  et 
par  conséquent  ;(;=C(j'"''+  C,«*"'^  en  écrivant ,  pour  abréger ,  ^  à  la 
plpce  At  fXdx.  .  - 

On  trouvera ,  comme  dans  le  n"*.  précédent ,  {=p  sin  (^  ^-f  f  ) , 
lorsque  les  racines  m' et  m^""  seront  imaginaires  ,  et  ^=se^''(  <;  j  ^.  >,  )  ^ 
Horsqu  elles  seront  égales. 

Si  l'on  veut  appliquer  ces  formules  à  un  exemple ,  on  pourra 

ndxdT 
prendre  l'équation  d^i r+^x^dxdi+Bx^\dx=o  ^  pour 

laquelle  X  =  jr%  et  s  7=:^ 


>" 


61t.  Cest  en  cherchant  les  différens  cas  dTint^rabilité  de  Féqua- 
tîon  dt+^^+Pt'i'  Q)dx=^o  ,  que  Ton  découvrira  ceux  de 
l'équation  du  second  ordre  d^i+Pdxdi-^-  Qidx*z=zQ,  La  première 
rentre  dans  celle  que  nous  avons  traitée,  n\  565;  car  en  faisant 
i=f^s^  elle  devient     Fd^+s{dF+Pydx)+f^s^dx+Qdx=o, 

e(  se  réduit  à  dS'{'Fs*dx+'pdx;s:o^  lorsqu'on  pose  dF+PFdx=o, 

'ffoh  il^résulte  Vz=,C€^^*\  Pour  la  transformer  d'une  manière  plus 

générale,  on  peut  supposer  avec  Euler  /g=    -  ■      ,et  chercher  à 

déterminer  les  fonctions  5,  7,  C^  et  ^,  de  manière  que  la  résul-^ 
tante  soit  facile  à  traiter  ;  mais  au  lieu  de  nous  arrêter  à  ce  calcul  ; 
nous  allons  faire  connoître  quelques-unes  des  transformations  dont 
ia  proposée  est  ellermême  susceptible. 

6ii.  I^  Soit  {  =  /lr;  l'équation  ^{  +  Prf{;^Ar+Q{;</A:*=o 
se  changera  en 

Kd^r^[^ldR'>t]ft'^dx)dr^{d^RArPdP.dxAr(lRdx^')T'=z^\ 
\t   terme  mukipUé  par   dr  ^évanouira  .par   la   supposition  de 

xdR+PRdxc=ro$  de  laquelle  on  tire  /E=:e  :  substituant 

/  dP  \ 

f  ette  valeur  ,  on  aura      d^r+  ^  Q—  \  i»*—- 1  — —  ydx^^o^  ré- 

l^ltat  dç  la  forme  frr^NrJx^:;=zq.  L'équation  auxiliaire  en  f  devient 

alprs 
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alors  irf/+(/»+iV)^jt:  =  o,  tt  s'obtient  toujours   en  supposant 

X 

a*.  Soit  i^sscf^^ri  on  aura  _  ' 

d^rJt{^R+P)dxdr+  (^^^R^  +  PR+Q^rdx^^o. 

Cette  transformée  rentrera  dans  la  précédente ,  si  Ton  fait  iJt+ P=o , 
et  se  réduira  à  d*r+(^xR+P)dxdrr=o^  par  la  supposition  de 

dR 
—^ ]rR^+PR+Q=o;  on  y  satisfera,  dans  ce  dernier  cas,  en 

prenant  r=conse.  En  général ,  il  faut  tâcher  de  découvrir  pàixx  R 
une  expression  qui  rende  intégrabte  Téquation  auxiliaire 

d  R 

di+[i''+(iR+P)t+—~+R^+PR+  Q'\dx  =  o^ 

dx 

ou  qui  soit  telle  qu^on  puisse  obtenir  une  valeur  particulière  de .  r 

(  n\  618  )• 

3\  Soit  réqi;ation  du  premier  ordre  rdi+Ridx:=^^ dx  i  la 

difFérentiation  donnera    un  résultat  qu^on  pourra  mettre  sous  la 

forme  ^*{+{— ; — \ )dxdi+~- — idx^=^o;  comparant  avec 

X  rdx       T  ^  vdx 

m  f'  n        dr        R     -^         dR  ,.^. 

la  proposée ,  on  trouvera  "=— ; — t-  — ,  0  =  —7—  :  on  différentiera 

rdx       r  rdx 

la  première  de  des  équations  pour  éliminer  Ry  et  il  viendra 

Toutes  les  fois  que  l'on  pourra  tirer  de  cette  équation  une  valeur  par-^ 
ticulière  de  r ,  on  aura  la  valeur  complète  de  { ,  puisque  l'équation 
du  premier  ordre  entre  r  et  jj ,  d'oîi  l'on  est  parti ,  n'est  que  du  premier 

degré  et  contient  déjà  la  constante  j4. 

•                  dr       R  dR 

Si  on  élimine  r,  entre  les  équations  P  =  — ; — \ et  0=: — 7—, 

rdx       r  rdx 

on  obtiendra  cette  transformée 

d^R  —  (P'+^^)dxdR+QRdx'  =  o^ 
\  (^dx  y 

-qui  conduira  comme  la  précédente  à  la  valeur  complète  de  [i  . 

4%  En  observant  que  — ^  =^.^-| i— ,   on    peut    mettre 

Calcul  imigraU  S  s 


4 


3i*    Ch*  ilL  Intégration DMS  itiVATiDus 

Féquation  proposée  sous  la  forme  d.—+ (  — ï)  +  Pd^^—-^  QJx^=^(y. 

Il  est  aisé  de  voir  alors  qu'on  en  chassera  {V  ^^  ^^  ^  donne  une 

vakuT  de  — ^  «  en  r .  dr^  ix  ^  et  d^  fonctions  indéterminées  de  ;ir  ; 

mais  il  £ii\Kka  que  k  résultante  soit  du  prenaer  degré  par  rapport  à  r 

ety /-•  Euler  prend  — 5==-— - — .-      ^ — \  ettrouve  que  la  condition 

que  Pon  vient  d'énoncer  ne  peut  être  remplie  que  lorsque  la  quantité 
dx{f^^  U  R-^rs)^  {RdT^TdR)^  P  RTdx  Jt  <lR*dx  ^ 
qui  multiplie  <//^  dans  ia  transformée ,  s'évanouit  »  ce  qui  donne  une 
relation  entre  les  fonctions  R^  5^  T  et  27, 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  calculs  qui  se  compliquent  beau-- 
coup  et  ne  paroissent  pas  devoir  conduire  à  des  résultats  dont  o» 
puisse  tirer  partie  Je  terminerai  cet  article  en  faisant  remarquer  que  si 
Pon  veut  introduire  dans  une  équation  optelconopie  du  second  ordre , 
à  la  place  de  la  variaUe  x  dont  la  difiérentietle  est  constante ,  une 
autre  variable  s ,  égale  à  une  fonction  donnée  de  la  première ,  'û 

faut ,  d'après  ce  qui  a  été  dit ,  n*.  77 ,  écrire 


I  ,di 


^d.^  à  la  place 


de 


dx 


,  et  sr  on  a  d.s^  =  Xdx,  'û  en  résultera- 


dx  = 


ds 


di    Xdi    '       di    jXd^     dXdi         d'i 


X  dx       ds    '  dx       '    ds  ds^     '         ds 


en  prenant  la  différentielle  ds  poar  constante ,  il  ne  restera  pkri> 
qu'à  chasser  x  au  moyen  de  sa  relation  avec  s^  L'équationr 

d'i  +  Pdxdi(^'^  Qldx^=^0,     > 

/  dX      P 

traitée  ainiî  devient  i/*jf  +  ( 

sera  transformée  lorsqu'on  aura  substitué  la  valeur  de  x  en  s  ^  dans 
1^  quantités  P ,  Q  et  JT. 


jc^^+:^)''^''î+-4-''^~°» 


et 


6x}.  Il  résulte  du  n\  615  que  ^intégration  des  équations  delà 
forme  i^y-^-Pdxdy^r  Qydx^i=:zRdx^  revient  à  celle  des  diffé- 
rentielles d'une  seule  variabjie  ^  lorsqu'on  a  l'expression  de  {tirée  de 
Véqûatîon  correspondante  d^i+Pdxdi+  Q^d x''=  o ^ 


-/ 


I 

JOIFFàAJSNTIELlMS  A  DEUX  VARIABLES.         323 

et  xOQiipe   celle  -  ci   est  ramei^ée-  à  l'^qq^tion  du  premier  9r4re 

di+{t^+PtAr  Q,)dx  =  o  (ïi\  616  )  , 
il  Miît  de  là  que  réqpation  différentielle  du  second  ordre  et  du 
premier  dçgr^  dépend  ^  dernière  analyse  de  la  précédente.  L*^p^ 
plication  des  formules  du  n*.  615  ne  peut  en  général  souffrir  aucune 
difficulté ,  et  pour  la  faciliter  encore ,  noue  en  donnerons  un  exemple 
$ur  réquî^tioQ  d^yr^r.Adxdy  +  ffydx*:=^Il4^*r 

On  a  pour  T^qu^tipp  ijhy  +  P4xdy+  Qydx''=R4x\  d%pr^ 
les  formules  du  h"*,  cité  plus  haut , 

y  =  ifXdx+C,i=C,i+iJ^^^^^^  C)  / 

cette  expression ,  renfermant  deux  con^faQtdS^  irbitraires  ^  p$t  coiÀr- 
plète,  en  sprte  qu'il  ne  $'agit  plus  qpe  d'y  substiuier  ui^e  valç^ir 
partiailière  de  ^:  L'équation  proposée ,  dans  laquelle  les  coefficiens  A 
tx^B  sont  constans,  conduit  à  (^i'\'Adxd['\' B^dx^s^^ox  on 
satisfait  à  cette  dernière  en  supposant  ^^re^.m  étant  déterminée 
par  réqujitîûn  'm^:i-Am+B^Q  :  an  aur^  donc  9  à  cause  de  P^-^# 

En  intégrant  par  parties^  on  trouvera  que 

f^A^^^jx/^d^^^y^RdM^ ,  ^.,  /     — *z — Zi — . — :(♦); 

si  on  substitue  cette  valeur  dans  IVxpression  de  ^ ,  et  qu'après  les 
réductions  on  mette  n  à  la  pl^ce  de  —  (^ +'>>)>  >1  vieodza 
^  „        Ce"       £"fr^Rdx-r-e'Cr^'R4x 

yz=C,  e" +  ^ i -:-,, 

ou  9  en  changea;i]t  la  fpr^  d^$  çons^a^î^  arJ^itraires  ^ 

«,       ^'f^'Rdx  —  ^'f^-^'Rdx 

y  —  Ce"J^  C.«"*+ ^-i— :— . 

Il  est  facile  d^  voir  que  U  xjjUimtité  /i  est  )a  f eçop(}e  racin;  de  l'éqvf- 
tio4i'm*+  ^;»  +  iî  —  o ,  puisque  par  lliypotbèç^  /}«  4-  /i  =  r— ;^. 
Lorsque  ces  racines  sont  imaginaires,  on  transforme  l'expression 
à€  y  y  par }«  moy^n  des  mius  et  des  posinus ,  comme  dans  le  n^.  6 17. 

n  u  ffipm^<»^^t4sc«^>çi  reyii$«t  ^iWty49=^Syd%r^!VVdK  (  u*.  486). 

>  Ss   2 


\ 


\ 


3^4  Ch»  IIL  Intégration  pes  éq^vjtions 

En  effet,  la  substitution  de  a+^V — i  et  de  a'-^^V — i  au  lieu 
de  /Tir  et  de  /r,  donne 

•   ' .  p 

mettant  ensuite  cos  i8  ;c  ±  v —  i  sîn  i3  x- ,  pour  e*^*^-* ,  la  première 
partie  de  y  deviendra  «'"^[/^  cos  i8  x  +  ^  sin  j8  \r  ],  sî  on  fait 

c+c,=/7,  (c — Cj)v — i  =  y,  et  on  trouvera  pour  le  numérateur  de 
la  seconde ,  ^ 

_e*'(  cos  j8  jc—  V^'^sinfix)[/r"'Rdxcos^x+  V^'^fc'-l'Rdxsmfix']  : 

cette  expression  étant  développée  et  réduite  est  divisible  paf  iV — i^ 
et  on  a  enfin  '         j^=e*'[/^cosi8;c  + jsini^:»;] + 

e*'[  sîn  H  xfr^^'R  d  x  cos  fix — cos  ^  xft—'^R  ^  ;c  sin  jS  x  ] 

»  ■■      I  ■  ■  ■!  ■  ■     I        ,       I  .11  I        .1    ■      I    ■  Il  I  I        I  I      II  I  1     ■•• 

18  - 

On  parviendront  au  même  résultat  sans  le  secours  des  in^aginaires  ;; 
en  supposant  datis  Tex pression  générale  de  j^,  ç=  «•'cosi0:t ,  ou 
:^t'^  sin  j8  ri: ,  valeurs  particulières  <îiui  résultent  de  la  seconde  valeur 
complète  de  { ,  dans  le  n"*,  617  ^  lorsqu'on  fait  c  =  o  ,  ou  <:,  =  o. 

Dans  le  cas  oh  Ton  a  /w=» ,  Texpression  trouvée  plus  haut  pourjr 
devient  incomplète  coinme  dans  le  n"".  déjà  cité ,  et  la  seconde  partie 
'de  cette  expression  se  présente  alors  sous  la  forme  \  ;  mais  on  élude 
cette  difficulté  en  observant  que  u£  devient  égal  à  — xm ,  et  que  dans 
cette  hjfpothèse  l'équation 

y—  C,e'''+e'^'fe-^^'^"''^*dx{fc^^-^^'Rdx+C) 
se  réduit  à     y==C,e"''+e'^'^dx(Jc'^'Rdx+  C)t 
en  intégrant  on  trouve 

y  =  C,c'"'+<"'(  Cx+xfc-;^'Rdx^fe-^''Rxdx  )  , 
ou         ^y  =  <"'(  Cx+  C,  )  +  t'^^xft-'^'Rdx—fc^Rxdx), 

On  rencontre  fréquemment ,  dans  les  appriçations  de  TAnalyse  à  fa 

dy 

Physique  céleste ,  l'équation  —-7»  +  ^ "^  =z=  /J  ,  pour  laquelle 

d  X  '^ 

«  =  tf  r — I ,  ou  «t=o  et  i8=4;  son  intégrale  sera  donc 


VIFFÈREKTIELLES  A  DEUX  VARIABLES,         JlJ 

yzmpcosax+qsinax^ '^ ^ 

-a 

La  fonction  R  a  ordinairement  la  forme 

^+Bcos$X'\-Ccosyx^ttc.  A  y  -S,  C,  etc.  étant  des  coefficîens 

constans;)^,  7»  etc.  désignant  des  nombres  entiers,  et  les  intégra* 

tions  indiquées  s'effectuent  par  le  procédé  du  n°.  457. 

dXdy 
L'équation  <y — ^  •\' AXdydx  -^^  B X^y  dx*==^ R d a:% 

qui  conduit  à  d^i 1^-^  ^^ Xdxd[-^ BX*n^dx*=.Qf  ^iti" 

tégre  facilement  par  la  formule  générale  ;  mais  elle  se  rapporte  im- 
médiatement à  celle  que  nous  venons  de  traiter.  En  faisant  Xdx-^^ds^ 
et  en  effectuant  la  dernière  transformation  du  n"",  précéd, ,  il  vient 

R 

d^y '\'Adsdy'\'Byds^r=:——-ds^\  supposant  ensuite  qu*on  aîc 

éliminé  x  de  la  fonction  -t^t"»  ^^  moyen  de  Téquation  5=y3rir  j 

et  désignant  par  S  le  résultat,  on  aura  dy+Adsdy+Byds^=Sds*: 
on  appliquera  donc  à  cet  exemple  les  formules  trouvées  ci*dessus. 

614.  Il  y  a  dans  le  second  ordre  une  classe  d'équations  qui  répond 
aux  équations  homogènes  du  premier  et  se  ramène  facilement 
à  cet  ordre;  ces  équations  sont  elles-mêmes  homogènes^  non  pas 
par  rapport  aux  variables  ^  ,  y,  en  particulier,  mais  en  considé- 
rant aussi  les  différentielles  dx^  dy  tl  </*^,  comme  de  nouvelles 
variables.  L'équation  x*dy  +  xdx^'\-ydy^:=z6  est  dans  ce  cas, 
puisque  chacun  de  ses  termes  est  du  troisième  degré ,  Ou  renferme 
trois  facteurs  variables,  en  comptant  d!'y  pour  un  de  ces  facteurs^ 

et  dx""  ainsi  que  dy^  pour  deux. 

dy 

•  Sous  ce  point  de  vue  ,  le  coefficient  du  premier  ordre  ~--  est  du^ 


degré  o  ;  celui  du  second  or<Ire 


dy 


dx"" 


est  du  degré 


.  dx^ 
I  :  si  donc 


on  fait  y=Lux ^ 


dy 
dx 


=px''=jy 


d^y  à 

rr— r  =  -  >   la  variable  or 

dx  X 


s'élèvera  au  même  degré  dans  tous  les  ternies ,  et  disparoîtra  par  la 
division.  Par  le  moyen  de  ces  substitutions ,  -  on  obtiendra  une 


\ 


« 

^l6  Ch*  lU,  I  y  TA  6  nATI  ON  DES  éOVATtONS 

équation  ^mxtf^  q  eti/;  mais  de  j^^c^yOn  tirera  dy^=::ipdx:=udx'\'  xiu^ 

j.  X    dx  du  .  dy  dp  ,  dp  q  r 

d  Où  —  =  -— T —  ,  et  puisque   ■  ,   ,  ==  — -  ^  il  viendra  -7-  =  —  ^ 
X       p—u^       ^     ^       dx^        dx?  dx        X  ^ 

dx       dp                           ^P         ^^      ^M  ^  j 

ou  —  =  —    ce  qui  donne  -^  = .  Mettant  dansi  cette  der- 

X  q  *  '    q         p-^u 

mère  équation  la  valeur  de  ;,  pri^e  dans  la  proposée,  onn*aura 

plus  à  intégrer  *qu*une  équation  du  premier  ordre  entré  les  variables  p 

et  //  y  et  quand  on  sera  parvenu  à  ^expression  de  p  enu  ,  on  ob- 

\      dx        du  ';  •      . 

tiendra  x  par  Téquation  • —  =s  --  ■«« ,  dans  laqadlc  les  vari^bles^soni 

'  X         P'^^U      ■ 

séparées;  on  aura  ensuite  ^=2 «j:.  La  valeur  de  y  sera  complète  » 
puisqu'elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires ,  Tune  introduite 
par  l'expression  de  /r  en  « ,  et  Pautre  par  celle  de  x  en  #•  Donnons 
maintenant  quelques  exe;nplei. 

> 

625.  Soit  I*.  jt*^j^=i/;cVm**^*+/zyVx*; en  faisant,  d'après 

dy  d^y       ^  ' 

te  qui  précède,  ^=«jc,  -j^=/f,      *  ^  =~,  on  aura  dy-r^ipdx  y 


' — -•  ^  et  Dar  conseouent  ^  =?=  k  j 


>  I»  ■  » 


d^y=3zt — ^^  et  p^j.  conséquent  q^^^v  mp^-^nu^.  La  transformée 

X 

dp      '  du 

-^= — ^,  ou  dp^-^u^;^^duy  conduira  -alors  à  Téquation 

q     p  ~  ^  * 

homogène         ^p[p — »)  =  ^ar  mp^ + n «% 

dans  laquelle  on  supposera  p'=>tu^  «t  on  trouvera 

du       — (r— i)J^      dx      du  du  —'dt 

y 

a:  ei  if  ^^  seront  donc  déceimiaés  ipar  la  flpuveUe  variabk  ^jp 

l 

[dx^A-dy^y         / 

a* .  Proposoas-i»o«s ncpre Técpiaiion  ■■■■■■.  lT.'  <;?;>/> v  ^r» 4-^*, 

^xa  y 

qui  appartient  à  la  courbe d^ns  diacuji.des  points  de  laquelle  le  rayon 
de  courbure  est  proportionnel  â  la  distance  de  ce  point  à  l'origine 

des  coordonnées.  Cette  équation  se  changera  en  — LJ^z=znV  i  +  «'; 

f 
tÂmnt  Ja  valeur  de^^  et  tfMbflteia«t  idaos  dpip^u):=^qdu\^n 


j 
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aura  {i+p^yju  —  n(^p'--u)dp\^\'\-u\  équation^ qu'Euler 
intègre  par  le  secours  des  arcs  de  cercle  de  la  manière  suivante  : 
a&it^    /  =  tangr/     z^=:tang5,  d'où  il  suit 

dr  .  d.s        -/ r         I  û/*"    '  '  :        ' 

^      cosr*  cosi*  cosr  cos^ 

sînr         sîri^     sînrcoSi— sîiucosr       sin(r — 5) 

»— «=tangr*— tang53= =— — = 

'^  '  ^  P        cosr        COS5  cosrcosj 

Au  moyen  de  ces  valeurs  l  équation  précédente  devient 

ds=indrSiti{r^—s)j  et  posant  r  —  i  =  /,  on  a 

dst^r^df'-^di^        df-^dt^^fidnint^  , 

dt  •  ,  dt 

d^OÎl  drrzn : .         45  = 


cosrcos*. 


1  —  »sm^ 


n  sm  t 


ndf%\Xit 
—  ^/== — —  j 


i—- /ïsmf 


dx     ,  du 
réquation  — =^ 


dx    Jxtcosr£OS5      1/^5 cosr 

-  donne  — =-7—7 T ="-::: — "= — • 

IL  X      sm(r  — 5)       cosismr 

mettant  ensuite  cos  t  cos  s — sin  r  an  5 ,  pour  cos  r  ==  cos  (  5  +  /  )  y 

oh  trouvera 

dx      dscosf  '    dssins^  dx       ndecost         dssms 

X 


sin/ 


COS  5 


JjT       ndecost 

ou  — ^  = : — 

X        I  — 72  sm  t 


h  rf 


COS  5 


en  substituant  la  valeur  de  iisdans.le  premier  teritaedu  second  membre; 
Cette  dernière  équation  a  pour  mt^grale  x  =>-- 


et  coftme 


je  =:  tt  jr  =  X  tang  s  = 


,  on  a  enfin  ^  = 


nsvcit 


.    C^s^ 


cosi    '  ;  i— /ïSînf 

valeurs  ^ont  complètes  puisque  Tare  s  >  déterminé  par  Téquatioi» 

ss=. /+  I -T—  f  renferme  inelplicitemeht  une  constante  ar- 

J  l — «smr 

bitraire»  Si  on  rtmet  au  lieu  de  5 ,  sa  valeur  r — / ,  il  viendra 

ccosfr  — ^)  csin(r— ^)  r      dt 

rintégrale  du  second  membre  de  la  dernière  équation  se  rapporte 
aux  formules  du  n°«  451,  et  lorsqu*on  l'aura  obtenue  ^  on  pourra 
chasser,  r  ou  t  des  valeurs  de  x  et  de  jk  >  afin  d  avoir  leur  expression  au- 
moy«n  d'un  seul  arcr 

6x6.  On  peut  généraliser  la  méthode  du  n%  614 ,  en  faisant 


z=i^U 


^_^— 


dx 


=Ar" 


d-y 


dx 


j-  23:  X  ""^f ,  n  étant  un  exposant 


\ 


! 


\ 
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indéterminé  dont  on  disposera  pour  rendre  la  proposée  homogène 
par  rapport  à  x.  On  aura  dans  cette  hypothèse 

dy  =  nx*''*udx  +  x''du'=.x!^}pdx  ^ 

d*y=(n  —  t  ) x^^^pdx^+  x^^^dp dx^zx'^^qdx*  J 

on  tirera  de  la  première  équation 

dx  du 

nudx-^- xdu^^pdx ^  OM  —  = 

X 

et  de  la  seconde 

^  X  ■  dx 

\n^^  ijpdx  +  xdp:=^^ dxy  ou   —  = 


p — nu 
dp 


d'oîi  il  résultera       ^«(y  —  (n-^  i)p)c:zdp(p  —  nu)\ 

Cette  méthode  ramène  immédiatement  au  premier  ordre  toute 
équation  du  second  qui  n*a  que  deux  termes  ,  et  qui  par  conséquent 
est  comprise  dans  la  formule  i^y-^^ax^y^dx^^^dy^  En  efFet,  si 
on  écrit  dans  cette  équation  x^'u^  x'^^pdx^  jp""'*^^/^:*,  au  lieu 
4e  y ,  dy  et  dJ'y ,  ellç  se  changera  en  x^'-^^q  =  a  x''^"^^'-'^u^p%  et  x 
disparoîtra  ,    si    a  +  fèn  +  yn  —  y  =n  — rz,    c'«st  -  à  -  dire  ,    « 

n  = —  i  on  aura  alors  q=a u^p^y  et   la   transformée 

du^q  —(n  —  I  )  p  )i=:dp(p'^n  u  )    deviendra 
duÇau^p^» — (/ï  —  i)p)=dp(^p  —  nu). 

11  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  ne  sauroit  réussir  dans 
les  équations  qui  ont  plus  de  deux  termes ,  à  moins  qu'il  n'y  ait 
entre  les  exposans  de  ces  termes  des  relations  convenables;  c'est 
pe  que  prouvera  Texemple  suivant. 

En  substituant  i/:r%  x^'^^pdxy  ;t"-*yrfjr*,  à  la  place  de  j^, 
dy  et  dy  ^  dans  Téquâtion 

:}ç^dy=zx^dxdy  -j-  l  x^  dx  dy —  4y^dx^y 
on  trouve  Ar"+*^  ==  jt^+V'  +  ^  x^'^^'up  —  4  ;p*"«*. 

L'exposant  de  x  étant  le  même  dans  les  trois  premiers  termes ,  il 
ne  s'agit  que  de  déterminer  n,  de  manière  que  \ny=^n-\-x  ,  ce  qui 
donné  n  =  iy  et  il  vient  j=3:/?4- ia/^-^4«*;  la  transformée 
du(^ — (/^ — ^)p)^=dp{p — nu)  se  change  en  du{q — p)^=^dp(^p'^iu)  y 
et  éliminant  y,  on  trouve  xudu(p — xu)-^dp{p  —  2tt)  =  o. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs  xudu — ^/^  =  o, 
et  p — %u^=zQ\  il   résulte    du  premier   /?  =  i^*+<:.    Substituant 

^  cette 


'  MVrÈRSNTIELLnS'A  t>BVX  VÀRrASKMS,  :  ^  J^i? 

^  ,    .  dx  du 

Substituant  cette  valeur ,  et  celle  de  n ,  dans  —  =  — — -  9    on 

•  ^        ,    X       p — nu 

obtient  —  =  — ^ p  ,   équation    dont   le   second  -membre 

X  u^-^iu  +  c 

s'intégre   sous  trois  formes  selon  que  c  =  i,     c<i,      c>  i. 

/*  du  I  j        I 

Dans  le  premier  cas.  on  a  1^=  ir- rr  =  ■ hC  i  <«ûs  le 

second  y  on  fera  c  =  t  ^-»  CÇy  on  aura 

1    —t        ^^  — I       C+Jg— 1    4.1c- 

dans  le  troisième  enfin,  on  prendra  1;=  i  +  CC,  et  on  trouvera 
et  conune  par  la  transformation  actuelle  y  ==«**===«  "^j  '^=*^";^> 

s  .        .     -        .    -  J   •  •     • 

les  trois  intégrales  précédentes  deviendront 


'    •  s> 


^1 


X 


^  X  T  /  y— ^*    \ 


Le  second  facteur /^ — xd  =  ti^'  trouVé  dànr  k' tfkiiififhnée  ; 

^onoe  p,:=s:iUf 3f»  -T — T-^—  ,j  d'oîi  il  résulf^  n^ess^isemen^ 

du=Oy  »=  C,  et  par-  conséquent  y  =  C;c%- valeur  qui  latisfiut 
à  réquation  différentielle  proposée^  mais  qui  n'étant  (^eiot  comprise 
dans  son  intégrale  complété  tî  ne  Contenant  qu^uAé^Mule  constinté 
arbitraire,  ifest  qu'une  solutièn  /^iimctt/i^é ^%hdlbgW-  à  Jcdles  ^qué 
nou^'avonifair  connoîtrë  dansvlepremîéiioldSèi^-  no  ,-  .  .  c  .  > 
617.  Il  peut  arriver  qu'en  effectuant  la  transformation  du  n^pté:;; 
cément  5  on  trouve  /»  égale  à  zéro  ou  égale  à  l'infini.  Le  premier  cas 
m  lieu  toutes  les  foir  que  t!^uaâon:pfb|k»6eJBstiiomogè^e:;.  tfk^ne 
considérant  que  la  variable  x  et  sa  différentielle ,  et  le  second  lors* 
qu'elle  tA  hotnogènerfar  «àpportj^  ^-^  ^.fitM4*j<  sevlçpieiîjti^jç'^ 
ce  ojont  on  peut  se  convaincre  sur"  l'équation  d^y=^a  ^y^dx^^dy^^ 

pour  laquelle  on  a7ï==^^: ^— —  >   vàleiir  qitî  devient   nulle 

Calcul  intégral.  T  t 
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}  ^  lorsque  et 4-1  —  ?  =  o,  et  infinie,  quand  fi  +  y — x=o,  La  même 

chose  auroit  lieu  quand  Téquation  proposée  renfermeroit  plus  de 
deilx  termes  ;€ar/il  1  est  évident  qu'on  en  peut  toujours  conce* 
voir  un  sous  la  forme  du  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus , 
et  chatun  des  aîitres'sôus  celle  du  second'  tnembre.  ', 

■y  *  '  " 

f  -  p  d  K  û  d  x^ 

Lorsque  /i  =  o ,  on  a  ^j^  =- 1      ^y  ==  -^-^  9  ^  îl  est  facile 

X     *  X 

de  voir  que  ces  substitutions ,  qui  ne.  changent  rien  à  \z,  somme  des 
exposons  de  x  et  de  dx\  dans  chaque  terme  dé  l'équation  prpposée, 
doivent  rendre  les- premiers- égaux  entr'eux,  puisque  Içs  seconds  le 
déviennent  par  la  natinrethême  des  équation^  différentielles  (  ïC\  65  ); 
Soit  poiu"  exemple  l'équation  x^d^y-\'xdxdy — ^^4j^V%v*=o; 
on  la  changera  «n  ^  +  /^  —  4 J^^=  o  ;  la  transformée 
4^ ( ^.—  («:—')/' )~-^/ (/?— '^ ^ ) »  qwi  devient  dy  (q  +/i )=p dp , 
en  y  faisant  /î=o,  et  en  écrivant  j^  au  lieu  de  «,  puisqu*alors^=^«, 

j    '    -                                      ,       dx         d  u 
àonxïçt^'4y^dy=pdp  et  2j^=/^*+ic;  l'équation  — = . — 

\  \  dx    — dy  .        dx  dy 

se  réduisant  à  —  ,;:*=  —  ^  conduit  à  —  =  --.         :  ■- ,  en  substi- 
-     .  *       Z'  *       /z(y_^) 

tuant  au  lieu  dtp  sa  valeur  tîrée^  de  la  précédente.' 
^  Uesrt «vidant)  qu^  quand  l'éque^tioi^  proposée,  sera  homogène  à 
regard  de  ^- et  de  ses  différentielles .  seulement ,.  on  fera  disparoitre 
mte  variable'*  éri  svtçços^tA  dy=pyd  x  ^  dy=fydx^  (  n\  66  ); 
niais  en  di^rentiaot  l'^qy^on  dy~pydx^  pu  trouve 

d*y:=:pdyiix+ydpdxz=:j^ydx''+ydpdx  =  qydx*;  . 
de  là  résulté  ççttft .  transf^mée,/i V;c  +?  dp  =.q  4  x  ,  daps  laquelle  U 
^dca  subatituçr  Ift  ,yaleur  de.^',  et  lorsqu'on  en  pourra  tirer  celle 

de  /?  en  JKT,  on  aura  j^cpar  le  mc^en  de  l'équation  dy/=pydx^ 

dy  . 

CM  '^^=^pdx.  - 

■-      Y  .  .         î  ■  -    * 

y  dx  dy 

Af pliqoo^isce  procédr  à  réquaUqn  4^ <i>  +  *  ^J^'=  -7==  i 

■  •    •  •         •    ■ 

îictis  aùîfons  iï  jT  + '*/?^*= -*--:^:::2=  i  ct  la  transformée  sera 

pdx  bp^dx 
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1.         .  ,  I  sdx  /   '    ^\   t" 

Sionfait/»  =  — ,.    on  aur»        as  A ■-  r=(iAr-\dXf 

équation  qui  devient  intégrable  lorsqu'on  la  multiplie  par  . 

.    '^    '  ':_^ i  ^  ?      .- 'i^  1 

Ifi  second  membre  s'intégre  en  faisant  x-^-  v  i  ^  ;i;*  =  ««  (/i%  386  ) , 

et  il  vient         5«  =  — —  (  ^  -1 )  +  c.       On  a  ensuite 

^  y  -  -     idx 

—  -=:^pdx  =  — ,  et  comme  de  Téquation 

sdx  /         ^\  , 

y'    *     ^v</Ar      ds.  dx  -  ,.       . 

on  tire  (  i  +  -A — = — |-  - — ■    >      ,  on  obtiendra 

(,+  i)lj.  =  l5  +  ^l(;r+  V/TT^*)  +  U.,      , 
en  intégrant  ;  pasisant  des  logarithmes  aux  nombres  ^  on  trouvera 

ou    y  •  =c.[-^(Ar+V^l+*»)  '  +-J_(a;+/TT^)^+  c], 

en  changeant  les  constantes  c  et  c,  ea  — ^^ ^,    "'"^* 

6i8.  Les  trois  classes  d'équations  que  nous  avons  traitées  dans 
les  n^*.  614 — 6xj  ,  se  ramènent  immédiatement  aux  équation;  du 
n\  6x3^  par  une  transformation  fondée  comme  celle  du  n%  6169 
sur  la  propriété  des  exponentielles. 

Si  on  fait  ji;=«",        j^=e"v,  on  aura 
dx^e^duy'  d^x  =  ^{du^  +  d*u)\       > 

dy=^€''(dv-+vdu)  9       d^yz=ze''(i^y  +%dudv  +  v (du^+d^u))^ 

et  comme  lorsqu'on  suppose  dx  constant  on  a  ^*^=o ,  il  en  résulte 
du*+  i^u  =  o,  et  <ry=**(<^v+ i«/»<iv)j  il  est  évident  que  si 

Tti         • 


/ 


N 
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Ton  substitue  ces  valeurs  dans  une  équation  da  second  ordre  9 
homogène  par  rapport  aux  variables  x  ^  y  tt  à  fetgrs  di^rentielhs^ 
le  résultat  ne  contiendra  point  Uy  mais. seulement  du^  y^dvyà^v^ 
et  rentrera  par  conséquent  dans  le  cas  du  n\  6i}.  Pour  le  ramener 
au  premier  ordre  ^  il  faudra  faire  attention  que  du  ny  est  pas  sup« 
pose  constant ,  puisqu'on  a  i  «* + d^u  =  9 ,  et  que  par  conséquent , 
en  posant  dv^^pda  ^  ion  doit  avoîf  i^v^=idjnbiJ^p(Pu:s=iii^U''^pdu^^ 
Pour  plus  de  généralité  on  peut  prendre  :r=:^»«,  au  lieu  de  ^=<«i 
et' se  servir  de  ^exposant  ihdëterniné  m  pour  chasser  la  vari^dile  u^ 
danç  le  cas  >oii  Téqua^ion  proposée  ne  sêroit  pas  homogène.  Cette 
méthode  réussit  pour  l^:quation  à<ieux  termes  d^y'=ax'y^dx^'^ldy\ 
qui ,  après  la  substitution  des  valeurs  de  x^  y  ^.ix ,  éfy^  éPy  ^  et  ei( 
observant  que  d^x  =  e~'(  n^du^-^-  »  i^w  )  =  o ,  devient 
^{^dvJ^r^dud^h^^{^,—7l)vdlû')::slat'''^^ 
et  se  réduit  à 

lorsqu'on  fait /î*+j8+(j  —  ^)«+^=i,  ou  «= ^. 

Quand  l'équation  est  homogène  par  rapport  à  :r  etW^  seulement^ 
on  prend  4:=^,  en  laissant  y  tel  qu'il  est  ;  la  substitution  des  valeurs 
de  :c  et  de  dx  fait  disparoitre  v*^  il  ne  reste  que du^y^  dy  et  d^y  y 
et  71  ne  faut  pas  oublier  qu*à  cauçe  de  éP'x  :=  o ,  on  a  4/a(^+  ^«  =  o;. 

Enfin  si  l'équation  esx  honvogène  en  y ,.  dy  et  d^y  ^  on  ne  changera 
point  X  y  mais  on  supposera  y  =^t%  et  lorsque  les  substitutions  feront 
effectuées 9 il  ne  restera  que  JT >  dxy  dv  et  d^v. 

m 

Rflcherche    du       6%^  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  représenterons  en  général  par 

factenr  propre    à  j% 

rendre  intégrablc  M—^  +  JV  =  o ,  OU  Md^y  +  N d:^=:o .  toute  équation  dîfFé- 

une  équation  dif-  tfjc*  - 

férentielle  du  se-        ^  ^  ^  J^y 

cond  ordre*  rentielle  du  second  ordre ,  dans  laquelle  le  coefficient  ■■    ^'  ne  monte 

.  d  X 

pas  au  delà  du  premier  degré ^Met  N  contenant  d'ailleurs yX,y,dx 
et  dy  d'une  manière  quelconque».  On  pourroit  ^  d'après  la  théorie 
des  équations  de  condition  exposée  n**,  84  et  suiv.  trouver  celles 
qui  doivent  avoir  lieu  ei^re  les  quantités  MttN  y  pour  que  la  fonc- 
tion M^y+Nd»""  soit  la  £ffikeatieUe  immé^te  d'une  fonction  du 
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premier  ordres  c'est-à-dire,  ne  renfermant  que  x^y^  dx  et  dy\ 
mais  nous  allons  y  parvenir .  directement  en  cherchant  à  intégrer 
l'équation  proposée. 

Soit  -j-zskp,  oi|  aura  ■  ■  ^-  =  -~—  et  M  dp  +  If  d  x=zo^ 

dx  dx         - .  dx 

dp  n'é|ant  •comeitu  ni  dans  M.  ni  lians  tJ  ^  il  «st  évident  que  le 

terme  M  dp  ne  peut  résulter  que  de  la  difFérentiation ,  par  rapporta/?  y 

de  la  fonction  dsu  premier  ordre  d'où  dérive  Mdp-^-  NJxitn  dési* 

du  du 

gnant  donc  cette  fonction  par  »  ^  on  aura  -j-  ==  Hf    —  dp^=iMdpi 

dp  dp 

M  on  intégre  «n  régard»t  x  et  ^  comme  constantes  y  et   qu'on 

ajoute  au  résultat' une  fonction  arbitraire  de  ces  quantités,   on 

tTOMyeta  u:=fMdp+  F.  La  fonction  F  se  détermine  dans  le  cas 

actuel  comme  la  fonction  Zdans  le  n"**  552  ,  puisqu'en  difFérentiant 

Fexpression  de  u  on  doit  retomber  sur  Mdp  +  Ndx.  Si  Ton  fait 

usage  du  procédé  indiqué  dans  ce  n"*.  pour  diffêrentier  tes  fonction» 

affectées  du  signe /^  il  viendra 

du  ,         du  ■  du  , 

=  Mdp  +  dxJ-^dp+dyJ-—dp+^^dx^  —dy; 

comparant  ce  résultat  ayec  la  proposée ,  et  divisant  par  dx ,  on 
aura  Téquation 

„       rdld    ,  rdM    ,        dV        dV 

^^j-ir^'''n~dr''^  Tx  +  -y^' 

qui  doit  être  identique.  Pour  en  faire  disparoitre  les  signes  /,  on  la 
différentiera  deux  fois  de  suite  -par  rapport  à  /? ,  et  en  observant  que 
cette  quantité  n'entre  point  dans  F^  ce  qui  donnera 

dN  _    dU  ^       ndM  dU         AF 

.dp  dx         J      dy  dy  dy 

dp""   ~  dxdp   ■*■  *    dy    "^   dydp^ -....(i)- 

La  dernière  de  ces  équations ,  dans  laquelle  la  quantité  F  ne  se 
trouve  plus  ,  est  précisément  une  des  équations  que  nous  cherchons  ; 
c'est  pourquoi  nous  l'avons  désignée  par  (i). 
Tirons  maintenant  des  deux  qui  la  précèdent  les  expressions 


• 


■  -  •  ■  .  . 
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de 


dy       dv 

et        '■ ,  nous  obtiendrons 


dy 


dx 


dV 

dy 
dV 


dx 


'=N- 


dN 
If 
dN 


dp 


/»+ 


dM 

dx 

dM 


dM 


T—P 


dy 
dM 


dx 


d^r 


et  comme  il  faut  que     ,    , 

dydx 
seconde  équation  de  condition 

dN       d'N         d'N         d'M 


dy 
d*V 
dxdy 


-/- 


dM 


dy 
dM 


dx 


dp 
dpt 


,  nous  aurons  pour  la 


d^M        d'M 


dy       dpdx       dpdy^+  IF-^^dxd^^^Ty'f^^''' ^'■^' 

l^orsque  la   proposée  rendra  identique  cette  équation ,  ainsi  que 

/l  équation  (i),  son  intégration  sera  ramenée  à  celle  des  fonctions 

d'une  seule  variable ,  puisqu'il  suffira ,  pour  déteriàiner  ^,  d'intégrer 

d  f^  dV 

la  différentielle  complète  — — ^x  +  ^—-^r,  parla  méthode  du 

dx  dy: 

n*:  55 1 ,  ttfM'dp^  y=C  sera  intégrale  cherchée* 


Si  Ton  substitue  dans  le  développement  de  ^i:^  les  valeurs  de  - 


dr 

1^ 


et  de 


dF 
dy 


,  il  deviendra 


-  ,^  r         r  *T        ^N  ^M  dM       ^   , 

duz=zMdp+  (A^—  — — p+  __^4._ — p*)dx 


+ 


dp  f    *     dx 
/dN      ^ dM 
\  dp      "" 


dy 
dM 


yy. 


dp  dx  dy 

résultat  délivré  des  signes  /  et  qui  est  sous  la  forme  d^une  difFé* 

rentielle  complète  à  trois  variables. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  Téquation 
{^xydy-+x^ydx)d^y^xdy^'{'{y'\-x'')dy^dx  )     . 

+{^+  iy)xy^y^^^  +  y^dx^  •  5~^* 

pn  y  substituant /y  ^a:  et  dpdx^  au  lieu  de  dy  et  de  dy  ^  pour  la 
mettre  sous  la  forme  Mdp+Ndx=::Oy  nous  gurons   M=x:ixyp+xy, 

N=^xp'+(y  +  x')p^+{i+jy)xyp+y\ 
Ces  valeurs  mises  dans  lès  équations  (i)  et  (i)  les  rendent  iden- 
tiques ,  d  oîi  il  suit  que  la  proposée  est  une  différentielle  exacte  ; 
formant  alors  le  développçment  dedu^  rapporté  ci-dessus,  nous 
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trouverons      du=z(x xyp  +  xy  )dpJr  (yp*  +  * ^yP  +  ^  ) ^ ^ 

et  en  intégrant  le  premier  terme  par  rapport,  à  j?  seulement,  il 
viendra  uz=:xyp*+  xyp+  V.  Pour  déterminer  F  nous  différen- 
tierons  cette  fonction  en  faisant  varier  à  la  fois  x ^  y  çt  pi  com- 
parant le  résultat  avec  celui  que  nou^  venons  d*obtenir,  nous  par- 


dV             dV  , 

dx-\ ; — dy  =y^dx  +  3  xy^'dy , 


viendrons  à  l'équation  ,     „      . 

dx  dy 

dç  laquelle  nous  tirerons  yz=.xy^^  et  nous  conclurons  de  là  que 

L'intégrale  de  l'équation  proposée  est 

^yp'^+xyp+xy'^+e^O^   ou   xydy''+xydydx+{xy^+C)dx*:=:0. 


63  a.  Lel5  équations  du  second  ordre  peuvent  être  envisagées 
comme  le^fésultat  de  FéUmination  d'une  constante  entre  une  équation  ^ 
^u  premier  et  sa  différentielle  immédiate.  Quand  Téqu^tion-  du 
premier  ordre  est  sous  la  forme  »  =  c ,  la  seule  dilférentiation  sufEt 
pour  chasser  la  constante  ;  mais  si  l'on  a ,  comme  dans  le  n"".  5549 
P^cQ=0y  l'élimination  à  laquelle  il  faut  avoir  recours  fait  dis- 
paroître  un  facteur .  qui  se  trouvoit  dans  la  différentielle  complète , 
et  qui,  dans  le  cas  actuel ,  peut  contenir,  av^  les  variables  ^  et  j^ 

dy 

le  coefficient  —  =/^,  puisque  P  et  Q  peuvent  être  des  fonctions 

dx 

du  premier  ordre. 

* 

Soit  donc  Z  le  facteur  qu^il  faut  restituer  pour  rendre  întégrable 
l'équation  M/;Î7+-A^^jf=o,  que  nous  supposons  n'être  pas  une  diffé- 
rentielle complète;  nous  aurons  MZdp+NZdx:=:o^  et  si,  pour 
plus  de  simplicité,  nous  faisons  AiZ  =  ^ ,  et  A?=  P  Af ,  il  viendra 
idp  +  P[dx:=zo  :  en  écrivait  î ,  au  lieu  de  Af,  et  P^  au  lieu  de  N^ 
dans  les  équations  (1)  et  (2)  j^  nous  trouverons 


i^P 


dp"" 


is^l^pJi 

dp  dp  dp^ 


^i 


dP 


+p- 


dy 


-PU 


dy 


rP^^^'T^J^'-d^F''  \\ 


dxdp 


d'P 
dpdy 
/    d*P 


—  •j—r^p 


dydp 

djdP 
dydp 


dzdP 


d 

djdP 
dpdy 
d^dP 


+  V— +  -7^  — +  i»      ^  ^ 


(3) 


dxdy         dx 


-A — ' — ^ — '—+p 

dpdf     dxdp     dpdx        dpd 
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Ces  équations  deviendront  identiques  si ,  Ton  y  substitué  la  valeur* 

à^  l9  et  serviront  à  la  déterminer  si  on  ne  la  connoît  pas, 

Connoissant  une  valeur  de  ç  qui  satisfasse  à  ces  deux  équations  , 
il  est  facile  d'en  déduire  une  infinité  d'autres  ;  car  îcî ,  comme  dans 
le  premier  ordre  (  n**.  555  )  ,  si  la  quantité  i{dp+Pdx)  est  une 
différentielle  exacte  du ,  il  en  sera  de  même  Atip{u){df'{'Pdx) , 
ç  désignant  une  fonction  quelconque  de  u  :  l'expression  19  {ti) 
donnera  autant  de  facteurs  différens  qu  on  assignera  de  formes  par- 
ticulières à  la  fonction  p  s  ^t  ces  facteurs  ne  conduiront  qu'à  Ia< 
seule  intégrale  première  u  =  cotise.  Mais  si  les  deux  int^rales  pre- 
mières de  la  proposée  diffèrent  essentiellement  l'une  de  l'autre,  il 
existera  nécessairement  un  autre  facteur  [^ ,  par  lequel  la  proposée 
étant  multipliée ,  deviendra  la  différentielle  exacte  de  l'autre  inté- 
.grale  première  que  je  représenterai  par  u^=conse.  on  aura  donc 
li^dp+Pdx)^=du, ,  et  onen  conclura  de  même  que  ci-dessus  ?,(?,(«,) 
est  l'expression  générale  d'une  seconde  suite  de  facteurs  propres  à 
rendre  la  proposée  intégrabte.  Il  n'est  pas  moins  évident  que  la 

fonction  [î?C«)  +  î,^  i(«i)](<^/'+-P^^)=?(»)*'«+^i(«^i)^^r 
est  aussi  une  différentielle  exacte  et  que  par  conséquent  l(p(^)+{tft{^i) 
esc  une  nouvelle  expression  du  facteur  plus  générale  que  les 
précédentes.  Enfin  si  Ton  a  entre  une  constante  et  une  fonction 
quelconque  des  deux  quantités  uet  u,^  désignée  par  4  9  l'équation 

4=C,  on  en  déduira  la  différentielle  exacte  7-  ^«  +  j-^«i=o,  qui 

/   d"^  d'Uf  \  * 

deviendra  (î7^+  ii^ — ^{dp+Pdx) yen  mettant  au  \it\xàedu 
et  de  du^  y  leurs  valeurs  [{dp^Pdx)  et  ^,{dp-^Pdx) ,  et  dorniert 
pour  le  facteur  l'expression  [—  + 1^— — ,  dans  laquelle  se  trouvent 

c 

comprises  comme  cas  particuliers  toutescelles  que  nous  avons  trouvées 
ci -dessus.  U  n'en  sauroit  exister  4e  plus  générale  ;  car  si  l'on  pouvoir 
obtenir  un  fecteur  qu'elle  ne  renfermât  point,  il  conduiroit  nécessai- 
rement à  une  intégrale  première  différente  de  u  et  de  «,  ;  i\  s'ensuîvroit 
qu'une  équation  du  second  ordre  auroit  plus  de  deux  intégrales  pre« 

i»ières^  ce  qui  est  absurde  (  n%  610  )• 

637, 


/■ 
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63 1.  Si  la  recherche  du  facteur  relatif  aux  équations  du  premier 
^rdre  ,•  qui  ne  renferme  que  les  deux  variables  x  et  y  et  ne  dépend 
<iue  d'une  seule  équation ,  présente  dans  le  cas  général  des  difficultés 
insurmontables  par  rapport  à  l'état  actuel  de  l'Analyse,  on  doit 
s'attendre  à  ne  pouvoir  tirer  des  équations  ci-dessus  l'expression 
du  facteur  propre  à  rendre  int^rable  une  équation  différentielle  du 
second  ordre  4{ue  dans  un  pptit  nombre  de  cas  particuliers,  et  c'est  ce 
qui  arrive  en  effist  \  l'un  de  ces  cas  est  celui  oit  le  coefficient /f  n'entre 
point  dans  le  facteur  et  oh  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

d^y+<l  dy^+  Rdxdy  +  5if  Ar»=  o  , 

Q^^Rti  S  étant  des  fonctions  de  «  et  de  ^  seulement.  Dans  cette 

ir      d^r       d^z        ^K 

hypothèse  -7^,  — -i- ,  -7-7-,  -^-7-  «  sont  nuls  ;.  supprimant  les  termes 

dp  dxdp   dydp     dp^ 

de  ces  coefficiens  dans  les  équations  (3)  et  (4) ,  et.  mettant 


dP        dP        dP         d^P  d^P 

pour   r—,      -— ,      — -,       -; — -,       -; — - , leurs expressious tuécs 

dx  dy         dp         dxdp       .  dydp 

de  l'équation  proposée ,  les  équations  (  3  )   et   (  4  )  deviendront 

-^-<2i=<> ••••••• •• (^ 

La  dernière  se  réduit  à      . 
^l        ^^l      ^^l      f  dR  .     dS\  ^^.  * 

7?^-*^+^^-(-^-5;)î=» «• 

jen  vertu  de  la  seconde  qui ,  lorsqu'on  la  différeniie  successivement 
par  rapport  kxttky,  donne      . 

dxdy^  ^dx^^^dT  ~^ • "^^^ 

#-«^-^^=» •• m. 

Prenant  ensuite  la  différentielle  de  l'équation  (B) ,  par  rapport  ky^ 

celle  de  l'équation  (C) ,  par  rapport  à  ;^.  et  éliminant  7-^ entre 

dx*dy 

Calcul  intégral.  V  v; 
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ces  deux  «quatsoas,  ou  obtieodra  1«  suivante 

^dx'  dxdy^    dy-^\    dx        dyJdx^Vdy        dx  ) dy 

/  d^Q         d*R        d*S  N 

Substituant ,  au  lieu  des  coefEciens ,  S ,    — L ,    -^  et    ^^  . 

*  dx       dx*  *    dxdy       dy^ 

I«ir$  Valeurs  tirées  des  équations  (-^ ,  (-ff) ,  (  C)  et  (Z>) ,  et  finsant 
pour  ^réger 

j_  dx!*  dx dy     ^  ^dy  ^    dy*         dxdy, 


dR  dO 


dy  dx 

dï 

on  trouvera  —  =  7;;;  ;  on  aura  donc ,  en  combinant  cette  équation 
avec  l'équation  (A)  ,        d[:=-£dx  +  ^dy  =  Tidx+  Q^dy, 

et  par  conséquent  -^  =  Tdx'+  Q<y ,  d'où  il  suit  ;f  =  é^(^^'+«'/). 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  dans  tout  ceci  les  variables  :r  et  j-' 
doivent  être  regardées  comme  indépendantes ,  parce  qu'il  en  résulte 
que  la  valeur  de  i  est  absurde  toutes  les  fois  que  Tdx  +  Q^y  n'e$t 

pas   une.difFérentielle  complète  et  que  Téquation   — —  =  — r^ 

^  dy  dx 

exprime  une  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  proposée 
(devienne  intégrable  ,  en  la  multipliant  par  une  fonctioa  de  :r  et  de  jk 
seulement  ;  mais  cette  condition  ne  suffit  pas. 

Si  y  par  la  formule  du  n*.  619,  on  met  sous  la  forme  d'une 
différentielle  complète  à  trois  variables  le  premier  membre  de 
l'équation  î^/^  +  î ( Q/'+  Rp'\'S)dx  =  o^  résultante  de  I9 
proposée  multipliée  par  le  facteur  î,  on  trouvera 

en  observant  que  ^«=^7  et  -i  =»  ^Q;  intégrant   ensuite   le 

terme  ^dp^  par  rapport  à  p  seulement,  on  aura  iP+f^  —  C^ 
puisque  dans  Thypothèse  établie  [  ne  contient  pas  /  :  différentiant 


^ 


ce   résultat   poux    le    comparer  au  précédent  »   on   en  déduira 
dV  dV 

et  par  conséquent  r=/ç'( Sdx  +  {  A—  t)dy)  ^  pourvu,  qu'on 

.d.iS        d.i{R^T^     ^u        \  \    1       .  -j- 

ait  — ~  =  — i-^ i-.  Telle  est  la  seconde  équation  qui  doit 

oy  dx  ^ 

être. identique  pour  que  le  acteur  i  ne  renferme  que  jr  et  j;  en  te 

développant ,  «près  y  avoir  substitué  la  valeur  de  :; ,  elle  deviendra 

dS       ^        '  dR         dT 

Prénonîs  pour  exemple  l'équation 

x*yd^j  +  xx*dy*+  (^xx+  ^  xyyd  X  dy  -^  %y  d  x^^iszo  ^ 

qui  revient  à  dp  +^'-—'(ix*p^+  (ix-^'^xy)p +  iy)dx=o 

X  y 

et  donne      Ors-.      /î  =  - i^^      «yss--;  nous  aurons 

et  Hutégrale  première  de  Téquation  proposée  sera  par  conséquent 

dr 
63a.  Lorsque  Q  =  o ,  lequation  —^ Q î = 0  donne 

--^  =s  0  ;  il  suit  de  là  que  le  facteur  {;  »  qui  ^  par  l'hypothèse  »  ne 

peut  renfermer  /» ,  ne  contient  dans  ce  cas  que  la  seule  variable  x^, 
et  on  a  :[  r^  (P^^.  La  première  équation  de  condition  ex^e  que  T, 

d^S         d^R 

-       .        '  ,  i/y*  *       dxdy 

qui  se  réduit  à  =^  ,   soit  mdépeudaitt  de  ^ ,    et  la 

seconde  devient  -7-  =  T(/îr-  T)H — ; 7— •  . 

dy  ^        dx  dx  ' 

2K  le  Êictenr  ne  devait  jcontenir  qM  y ,  on  auroit  Tiaso ,  {ss^/Q^r^ 
Q  seroit  une  fonction  de  y  seul }  on  sâtisïerpit  ainsi  à  la  première 

Vvx 


N. 


540   Ch.  III.  iNTÈGRATlOir  DES  àqUATIONS 

équadon  de  condition  :  la  seconde  se  trourerctàt  rédtnte  à 

^     A^      ''•y       ''^ 

Enfin  si  Ton  a  voit      —r x  — —  =  o  •  Tcxprcssion  de  T  ne 

ay  dx  ' 

donnerait  aucun  résultat  ;  il  faudroiralors  déterminer  cette  quantité 

pat  le  moyen  des  équations  de  condition  trouvées  xi- dessus:  on 

dQ  JR      ^^^       .        dQ       dT 

auroit  dans  ce  cas  — t^  =  t— ; —  ;  "équation  — ; — ^=—rr^  c^* 

dx        .      dy  ^  dx  dy 

d  7*  •        dJt 
duiroit  à  --—  =  7-7-  etr=iJÎ+2:,-X  désignant  une  fonction 

dy  dy  *  ^^ 

de  ^  9  ajoutée  comme  une  constante  après  Pintégration  e&ctuée  j>ac 

rapport  à  j^  (  n^  510  ).  Substituant  cette  valeur  dans  la  deuxième 

équation  de  condition ,  il  viendra 

dX  dR  dS 

dx    ^  -^      ^*    dx         ^   .      dy^ 

résultat  qui  ne  pourra  s'accorder  avec  la  forme  que  doit  avoir  X 

qu'autant  que  le  second  membre  ne  renfermera  que  la  seule  variable  x  ; 

lorsque  cette  circonstance  aura  lieu  ,  il  suffira  de  connoître  une 

valeur  particulière  de  X ,  pour  obteni^  le  facteur  ^  qui  deviendra 

,/t<2rf/+(:ji+x)*.)^  et  la  fonction  ^qui  SKXzfi{Sdx^\  ^R—X)dy  ): 

633.  L'équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre  tombe 
dans  ce  dernier  cas  :  en  effet,  soit  dy-^Pdx  dy+  Q^ d x:=iR'^d x% 
cette  équation  ;  P',  Q'  et  R\  seront  des  fonctions  de  a;  ;  en  faisant 
dy=pdx^  d*y:=dpdx^  On  aura  dp+  (P'p+Qy — R')dx=^<>i 
comparant  avec  l'équation  traité^  dans  le  n*"*  63 1 ,  on  trouvera 

Q=o,  R=P',  5=QV—/Î',  par  conséquent 3t~r^  =  0* 

dy  dx 

Substituant  les  valeur^  de  Qf  R  et  S  y  dans  l'équation  qm  doit 
'  donner  X  (  n"".  précédent  )  ,  eHe  se  changera  en 

et  son  second,  membre  sera  une  fonction  de  x  scut:  il  suffira  donc 
de  découvrir  une  valeur  particulière  àc  X^  pour  parvenir  ^  par  ce 
qui  précède  )  à  l'intégrale  de  la  proposée» 
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Quoique  Téquation  en  X  ne  soit  que  du  premier  ordre ,  son 

intégration  échappe  dans  le  plus  grand  nombre  de  cas  aux  méthodes 

connues  (  n%   565  );  mais  si  on  y  suppose  X  —  ^P'+^yj-, 

rïle  deviendra   .   d^i%P'dxdi^^Q'idx'z=:o^  en  sorte  que  con* 

noissant  4ine  valeur  particulière  de  i^^  on  en  aurait  une  de  Ji  et  on 

iht^prerolt  encore  l'équation  proposée  ^  conclusion  qui  s'accorde 

avec.  Celle  du  n''^  618 ,  quoique  tirée  de  principes  fort  difierens. 

d^  *  •      •  /  ^■ 

Ayant  -X'=fP'+ -7^,  on  trouvera 

•  ■  -  \ 

'     '  '  •  »  • 

mettant  pour  >Q'  sa  valeur  —  ^-^ —^ +/^'— ^),  tir^  de 
l'équation  en  jj,  îl  viendra 

Ces  résultats  changeront  1  Intégrale  générale  [p  +  ^=  C  ott  ' 

/»4--^+-C=o,  en 
î  î 

dv        dz'  e-J^"" 

équation  qui ,  n'étant  que^  du  premier  Ordre  et  du  premier  degré  y 
s'intégreroit  par  le  procédé  du  n®.  5569  et  donneroit  Hntégrale 
seconde  de  la  proposée  (  n**.  610  ). 

On  parviendroit  immédiatement  à  cette  équation  primitive ,  si 
l'on  connoissoit  une  seconde  valetu:  particulière  de  {'  ;  car  en  la  - 
désignant  par  ^^  6n  auroit 

dy        df  W^'^* 

dy 

et  éliminant  ^ ,  entre  cette  équation  et  la  précédente  y  on  trouver  oit 

dx  *  ' 


Jx        ^dx  dx         ^dx . 

Pour  montrer  Tusage  de  ces  formules ,  je  vais  les  af^pliquer  i 
réqnàtion  <y-h^  dxdy-if.  $y  4  ic^z=zÂ'dx%  d!»ns  IsqueUe  AttB 
sont  des  ^antitës  constantes  ;  Téquation  en  \  4eTiendra: 
i^l'+Jldxdi^+Bi'dx*:^o^  et  donnera  ces  deux  valeucs  {'=5^'% 
;^^=e^^'%  ft/H  m''  désignant  les  racioes  de  l-équatipû  ai*4-^^4*â»o 
(  n^  617  )  ;  substituant  ces  valeurs  dans  cdle  de.j",  en  observant 
que  m+rri^=: — A  y  on  trouvera    '        '  / 

^  ''      m'— m''  • 

Lorsque  los  racines  m'  et  m'^  soAt  îma^naires ,  cette  expression  se 
transforme  par  le  moyen  des  sinus  et  cosinus  ^  comme  celle  du 
IV*.  ^>3  U  mais  elle  devient  5  quand  Qn  a  m'z^fzm"^  en  n^igewt  le$ 
constantes  arbitraires  qui  se  confondent .  en  un^  seule.  Pour  en 
.  connoître  la  vraie  valeur  dans  ce  dernier  cas  »  il  faut ,  suivant  la 
règle  du  n*.  139,,  faire  m''=:m^+  * ,  et  en  suivant  les  détails,  du  pro» 
ccdé  indiqué^  on  trouvera 

y  =  «"•'(  xfr^'JCd  X  —fer^'ia^  dx): 

Cette  expression  est  complète ,  xar  chaque  intégrale  ^st  censée  rea- 
fermer  implicitement  une  constante  arbitraire,  et  en  restituant  ces 
constantes  >  on  obtiendra  la  formule  du  a^  615. 

634.  Renversons  maintenailt  la  question  qui  vient  de  nous  oc- 
cuper 9  et  cherchons ,  comme  dans  le  premier  ordre ,  la  forme  que 
.  doit  avoir  l'équation  proposée  pour  devenir  intégrable  lorsqu'elle 
sera  multipliée  par  un  facteur  donné.  Soit  Inéquation 
dy  +  P'dxdy'\'(^ydx''~o\  et  supposons  [^=K.p+Ly  ^  K  tt  L 
étant  des  fonctions  connues  e^  x^  En  substituant  cette  expression 
dans  les  équations  (3)  et  (4) ,  après  y  avoir  fait  lP:=.P*p-\-  Q'y^ 

'   dÈl 

nous  trouverons       %L  +  ~ 2  P'K  =  o 

dx 

\    dx        d>*  dx  dx    /  __ 

fd^L       ^dL       ^.,      ,.dP         d<y      ^,dKyr~ 
\dx*  dx  dx  dx  dx  /. 


r 


\ 
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La  première  de  ces  équations  donne  P'==: 


dK 
K         xKdx 

diiFérentielle  est  précisément  le  coefficient  de  p  dans  la  seconde , 
qui  se  réduit  par  conséquent  à 


d>*  dx^^     ^  dx. 


mettant  celle-ci  soas  !a  forrae 

dK        xL 

.Kdx       K 
OB  en  'tirera       - 


dç!^l 


)<2'rfx=( 


/  d^L 


d.P'L 


Kdx  '      Kdx  y 


V 


Q'= 


Iftw 


'    ^  /  d*L  d.P'L  \ 


remplaçant  P  par  sa'  valeur  trouvée  ci-dessus ,  et  effectuant  la  diffe- 
rentiation  indiquée  ^  on  obtiendra 


Ldx 


—  a^ 


/* 


T-/d*L 


( 


d.P'L 


_  -è^ 


fi 


\d^  "  ~K^  ^  oXdx 

LdK 


+ 


dx*^  dx 

L'dK       Ld*K       LdK 


^dx^ 


K 


% 


j. ) 

%Kdx       xK'dx/ 


Xdk 


( 


dx 


on  aura  donc 


xKdx 


)  +  C: 


0'=  -e 
^      K 


dL        .   LdK 


Kdx       iK'dx* 
et  l'équation  que  le  acteur  Kp  +  Ly  rendra  intégrable  sera 


<y+(- 


+ 


dK 


}lxdy^{-^e 


•/ 


iV/^ 


K  '  iisc^A:/    •"  '  va:         •  Kdx     2  ic^ 

Pour  en  obtenir  l'intégrale 'y  if  faudra ,  après  Tavoij  multipliée  par  ce 
facteur,  la  mettre  sous  la  forme  Mdp+Nd-x:=.Of  et  faire  usage 
ensuite  du  procédé  indiqué -dans  le  n^:6^9*  Nous  allons  parvenir 
au  résultat  par  une  autre  voie ,  qui  conduit  immédiatement  aux  ex- 
cessions  de  P^  et  de  ÇV  obtenue*  précédemment*  ; 

Pour  cela  multiplions  Téquation  proposée  dp+(^P'p+  Qy^dx=o 
par  lC/>4-Xy,  nous,  trouverons 
iKp+Ly)dp  +  iFKp'+{q'K+P'L)yp+Q;Ly)dx  =  o; 
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intégrons  le  premier  terme  par  rapport  à  /» ,  et  ajoutons-^y  une 
fonction  indéterminée  de  a:  et  dey ,  nous  aurons 

équation  dont  la  diâërentielle  est 

comparant  cette  dernière  avec  celle  d*oîi  nous  sommes  partis  y  nous 

dK.  dK. 

en  côndurons      i"-; — 4-£=P'JC,  ou  xL+^^ %P^K=o. 

•  dx  dx 

dV  '  i/'f"  i/^f' 

=  Q!Ly^7    et  à  cause  de  =     ^  ,  il  faudra  que 


dx  dydx  dxdy 

,  dK  dO'  .dL  dF         d^L 

La  première  et  la  demiète  de  ces  équations  sont  les  mêmes  que 
celles  que  nous  avons  déduites  des  tfquations  (3)  et  (4)  et  qui  nous 
ont  $ervi  à  déterminer  P'  et  Q';  intégrant  donc  la  fonction 

pous  trouverons 

En  remettant  pour  p^  Q'  et  P'  leurs  valeurs ,  llntégrale  première 
ëe  l'équation  que  nous  avons  déterminée  ci^dessûs  sera 

Si  Pon  veut  Êiire  disparottre  des  résultats  précédens  les  expo^ 

"^'^  '       .  j  %Ldx         dl      ' 

nentielles ,  on  posera  t        =  /  >  ce  qui  donnera  -=-  =s:  -—  jt 

Kdl 
l!sz,  -— p  ;  le  Êicteur  {  ,  Téquation  à  intégrer ,  et  son  intégrale 

,  ,  première 


\ 


\ 
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dy       Kydl   ' 

première,  deviendront  respectivement         '    JC-r-  +  — 7^ — » 
.  dl       /iC  \ .   .      /CI      d^I      dKdl         dï*  \    ^  . 

r 

•    La  dernière  équation  s'intègre  facilement  dans  le  cas  oh  C^:=ro  >  en 
la  résolvant  alors  par  rapport  à  -p- ,  on  trouvera 


<y     ''^       -i_^ 


y=3= — 7=r-  et^v /  =  <:« 


<i«;     l;.ldx  V  K. 

"  on  aura  donc  ces  deux  valeurs  particulières 

qui  satisferont  à  l'équation  du  second  ordre  rapportée-  ci*dessus ,  et 
on  CQ  conclura  la  valeur  complète 

Si  la  quantité  V—CI  étoit  imaginaire  ,  on  transformeroit  ce  ré* 
-  sultat  par  le  moyen  des  siniis  et  cosinus  (  Int.  n*.  40  ). 

Il  donne  aussi  ^intégrale  de  l'équation  diflFérentielle  du  premier 
ordre ,  dans  le  cas  oii  C,  n'est  pas  zéro ,  pourvu  qu'on  détermine 
convenablement  l'une  des  deux  constantes  c  ou  ^(.  Pour  cela  on 
le  différentiera  et  on  aura  

,    ■               dî      tdxV—ClJ    ^K         cdxV^—CJ-^     ^^ 
dy  t/l4-  y — — •= e  — 7= ^  '  » 

divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dx  ^/7,  le  premier 

deviendra  -f-  +  --rry  ;  son  quarré  sera  -7^  +  7-7-+  " 


ix      xUx^  '  *  dx^      Idx  '  .4/V< 

mettant  la  valeur  de  ce  quarré,  ainsi  que  celle  de  j^*  dans  Téquatich 
du  premier  ordre  dont  il  s'agit ,  elle  se  changera  en 

Calcul  intégral^  X  x 


34^  C«*liiLImrÉGMJTioiri>MS  éç^VATiùNS 

C. 

d£v«lofpaat«tr&b|tsant  on  iMwwerak  i.C* 


•  "     xCc' 

y 

s        63 1.  Donnons  encore  au  facteur  cette  forsue  ^ s?-^-^ r— ; 

et  cherchons  immédiatement  les  équatiocs  de  condition  ^  comme  nous 
Tarons  fait  en  dernier  Ke«  dais  hrt.  précétfent;  notr»  obtzendrÂ^ 

posée  par  le  facteur;  i%  1-^- — —-  +  F=C^  en  intégrant  par 

rapport  à  /i  ;. 
,c     {L-K)ydp'+{K-L)pdy^CdK^L)iTy.^(LdK^Kd£^-  ,    ^^ 

en  difFérentîent  ràc^Uation  précédente^  Si  on  réduit  tous  les  termes 
de  ce  résultat  au  même  dénominateur  ».  qu'on  les  divise    ensuite 
par  L — X*,  et  qu'on  écrive /^^'ic  pour  dy  ^  on  aura  une  fraction 
^  dont  le  numérateur  sera 

En  le  comparant  à  celui  de  Ti^^uiation  que  no«s-  noua  proposons 
d'intégrer,  nous  obtiendrons  ces  équations  ,    ^ 

•j^-j^  — rf*  =  o,  ou  F=fÇL^K)dx, 

(X — K/dx  ^  (£ — K)dx 

Lorsque  P^  et  Qf  aurent  cts  vabius  »  If iatégeale  prsmièDe^  de  Téquation 

..  propre  sera  \(  ^      ^^  )'^/(L'r-K)dx=  C^  et  passant  aux 

.  nombres  oir  ett  dédutr»  «ette  équatîoa  du  premier  degré 

636.  Nous  ne  nous  sommes  encore  occupés  que  de  l'équation  du 
"  second  oiidre  et  du*  ptemiec  degré;  mais*  ce  qu'o»  *  vCi  suffit  pour 

faire  connoître  l'esprit  de  la  métho4e9  c'est  pourquoi  nous  n'en 
donnerons  plus  qu'un  seul  exemple  :  savoir ,  de  déterminer  les  quan- 
tités P,  Q  et  A  ,  pour  que  l'équation  d:'y + Pdy""  +  Qdxdy + Rdx^=^o  , 
ou  dp-^-  (,Pp^+  Q/«+ A)</ji;=o  ,^  devienne  intégrable ,  par  la  mul> 


N 
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tîplicatioa  d'un  iacttux  Ip^+Kp+L^  dans  lequel  /,  JBl  et  I  sont 
des  fonctions  données  en  x  et  en  j^. 

Si  on  multiplie  la  proposée  par  ce  facteur ,  et  qu'on  intègre  le 
résultat  par  rapport  à /^ ,  on  trouvera  jlf^+^Kp^+Lp+F^c; 
diffîrentiant  cette  dernière  équation  ^^  mettant /yi:r  au  lieu  de  V^, 
et  comparant  ensuite  awc  Téquation  à  intégrer  ^  multipliée  par  le 
facteur  donné  |  on  aura 

j  jr 


ip 


'il 

dL 


dK 

dy 


=  o 


KRJrLQ. 


dL 

7^ 


■ix 
dV 


dy 


=o 


=  0 


LR 


dV 


«te 


dx 


=  0, 


On  tire  des  deux  deniièoes  Squattons 

dy.         dV  ^  dL^ 

dy=—dx^—dy=:LR'dx+(^KR  +  LQ^^dyi 

et  pour  que  cette  quantité  soit  une  diflËtientielle  exa^e  ^  il  faut  que 

dfKR  +  LQ'-^—) 

Mi        •        d^LR  \  dx  '       «^    •«    ^»  » 

réquation  — - —  =  ^    ■»  soit  identique.    Les 

djr 


4x 


trois  premières  équations  doiment 

i   dl         \        t  dl 


I   dK     xdL 
%Jdx     I  dy 


Q=^ 


^I  dx 
l    dl        K 
"iP  dy       '^Ix 


K   dl      1   dK 

+ 


3/*  dy  '  %I  dy 
dl      K*  di        K 


+ 


dK 


iP  dy        %P    dy\ 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  d^  <:ondîtipA  ci^d^ssos  »  die 
^  fera  connoître  la  relation  qui  dent  exister  entre  les  trx>is  quantités 
/>  K  tt  L^  pour  que  le  facteur  proposé  convienne. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  pourroit  aussi  déduire  la  valeur  de  /  de 
celle  de  P ,  puis  celle  de  JC ,  par  le  moyen  de  ceHes  de  Q  et  de  / , 
celle  de  L  par  lemoyen  de  celles  de  R^  ait  /  et  deiC  9  «t  enfin  celle 
de  f^y  en  supposant  toutefois  que  l'équation  de  4:oisdit4on  soit 
satisfaite. 

Appliquons  ces  formules  â  Téquatiott 

Xx» 


s 
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et  E  f  déiigi^ent  des  coefSciens  constans  ;  on  a  dans  ce  cas  P=Qf  Q=0^ 


Ji  — 


^y 


-  /  D  i — ^ — -,;; -zz — ^  <  et  il  résulte  de  là 


éy 


dx 


dy 


dx  ■     dy 

^  dK 


Faîsaiit  pour  plus  de  simplicité  /==o ,  nous  aurons  --^=q  ;  K  ne 

dy 

^  dK     dl 

renfermera  plUs  que  ^,  età  «use  de  i^, — J--— =  0,  U.  faudra 

dx      dy 

que  L  soit  la  forme  Xy ,  X  désignant  vme  fonction  de  x ,  telle 
que  dK-\-  iXdx:r=.o.  Cela  posé,  on  trouvera 

di'=XR:^:^+ÇKR'r^  ^yy=LR(iKdy^y  d'K)—ydy~  ^ 

1 

en  mettant  — ^dK  pour  JIT^^a:;.  substituant  ensuite  au  lieu 'de  R 
sa  valeur,  on  obtiendra  •  !    ^     ,•   v 

jT^        ^yC^Kdy—ydK)  .    dX  '■'  ,"  y,. 

dy=    ^   -;  ^    .,  —  ^        ^\  —ydy—T—,  résultat  qui  doit 

zÇBy^+C+TMx+Ex^y  :  -^y-dx    *  .  ^ 

être  une  différentielle  exacte.  On  l'intégrera  d'abord  par  rapport  à  j^;. 

— ^a:  ...  dX 

00  aura      ^= -• ' . —   ,  .  -->  -Ly»  .  et  ore^ 

■      iBiBy'+C+iDx+Ex")     ^^     dx   *       ^ 

nant  la  différentielle  de  ce  résultat  >  en  faisant  .varier  à  la  (ois,  x^y;, 

ainsi  que.  les  quantités  K  et  X  qui  en  dépendent ,  on  la  comparera 

.  avec  l'expression  de  dV ,  c^  qui  donnera  l'équation  de  condition 

jidK{By<^^ C+  xDx^Ex')  -i^Kdx(D+Ex)  .    .  d*X  '     AyHK 


^     A  dK(C+  xD:^ + Ex^y—vAKdxiD + £*■  ) 

QU  -  ' 

s  (  5y+ c+  î/?  *+ £  AT*  ).• 


^^    dx  .  (iry*+C+i/>x+£?y 

.  ^x 


à  laquelle  on  satisfera  en  supposant         ■=.  o ,  et 

dK(^C-ir%DxJ^Ex^y—xKix(^D^Ex)==o: 
Oa  tirera  de  la  première  de  ces  équations  Ji  :=  a-^  j8  x ,  «  ^t  jS  étaqt 
des  constantes  arbitraires;  la  seconde  donnera  JSI=7(C+  ijD^^^f  £«•*); 
mais  comme  il  faut  d'ailleurs-que  ces  valeurs  satisfassent  à  Téquatioa 
^it+  'LXdx'=zo ,  on  aura  ^(-0+ J?^)+*+  /3jir=o ,  et  prenant  >=.i 
il  en  résultera       «r=  — Z>,      ^:=— .£,       ^  =  — (Z?+'£;c)  • 
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le  facteur  cherchémira  pour  expression /7  (  C+iZ)Ar+£A:*).— j(Z>+£^),  "  ' 
et  l'intégrale  première  deTéquation  proposée  sera  ï/f/^+ 1/+  Fz^c^ow 

u^y  d  x^ 
Si  lequation  proposée  étoît  rédtiîte  à :<^V+'  --^-^^ rrr  =:=  o  , 


^'a:* 


on-  auroit  ^V-T3KjryjK7+ y-i^-.- =c,  d*oîi  il  suit 


V 


:rrf:>— i;y 


i/. 


martipliânt  les  déuiC membre^  de  cette  éqaatic»  par-^,  on  troùveroU; 
en  faisant  >-  :=  w;  .       . 


3C'-'' 


617/  Soit  réquation  <i*>+tf  A:>^^*=t>;  si  on  suppose  que  la     MïjHodfes  pour 

-,  .  •/••v  »  •'•«/•  résoudre  par  ap- 

valeur   de ^,  .qui   satisfait  à   cette  équation ,  ait  la    forme         proximailoii      Iw- 

ji  x'^+B^x^^  Cx'^'^r  etc,  et  que  1.^  suite  des  exposans  et,-  /3 ,  -v  ^  elc,  équations  différent 
•      .  .  „       s      ,  /  w     •  '   tiellcr  du^  secondt  -^ 

soit   croissante 3    efx    mettant,    d après    le  procède  du  n\.   ii9,ordi«. 

.dx'*  et  flfr(oe — ir)w4ji;*"**^A:*  au*  Ueude  j<  et  à^  d^y  ^,oti  trouvera 

Il  ne  sera  pas  possible  de  déterminer  <t^.  de  manière  que  les  deux 
exposans  a  — x  et  .«&  -f  /z  deviennent  égaux  ^  excepté  dans  le  cas 
particulier  où  n— — 2;  mais  si  Ton  suppose  x  très-petite,   on 
satisfera  pourtant  à  lequation  d-dessus  de  deux  manières  ;  savoir ,,    . 
en  prenant  «  =  o  ef  «=  i  ;  parce  que  par  Tune  et  Tautre  hypo-^  : 

thèse  le  terme  *  («  —  r ) -/^^**V  qui  est  le  plus  grand ,  s'évanouit :: 
A  resté  donc  indéterminé',  et  l'on  a  deux  séries ,.  l'une  commençant* 
par  ^  et  Tautrepar  -^>.  On  tfoûvera  ensuite  pqur  le  second  terme 

de  la  première—^-; -— —  .  et  pour  celui  de  la  seconée» 

--; — ; — r-7 — ; — r-  j  eu  contihuant ,.  on  parviendra  à  ces  deux  sériés  :: 
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qu'on  obciendroit  ~  immédiatement ,  en  substituant  dans  l'équation 
proposée ,  au  lieu  de  y  et  de  dy  ^  les  séries 

^   +jff  a:'^+ Cx**-H+2Jx^»+8+ etc. 
Ax-\^B  ir"+^  +  CAr"+* + Z);c''+''+  etc. 
et  leurs  différentielles  secondes. 

Les  dévelcppemens  rapportés  plus  haut  ne  sont  que  particuliers , 
puisqu'ils  ne  contiennent  que  la  constante  arbitraire  A  ;  mais  en  écri- 
vant ^ans  le  ^dernier  A^  à  la  place  de  ^  »  et  prenant  ensuite  leur 
somme  9  on  aura  (  n"".  6i8  )  une  expression  générale  de  y. 

La  méthode  du  n^  i  lo  donne  aussi  le  mième  résultat.   Si  on    , 

'  dy 

désigne   par  A  •«  par  A^    les   valeurs*  que  prennAit  y  ^^    'Tl^    . 

lorsque  Jt  =  o  »  valeurs  qui  sont  arbitraires  y  puisque  la  proposée 
est  du  second  Drdre^  il  ne  s'agira  que  de  déterminer  les  coefficiens 
diiSîrentiels  ultérieurs  par  le  moyen  de  ces  valeurs.  Or  ^  en  vertu  de 
réquation  d^y^xrydx^=Oy  on  a  d^^y  +  dx^dr{xfy)^o^ 
tïtn  développant  il  vient 

^'^y-\'dx\y  ^•;ç»+  mdyâ!^^.ii' +*»^y  )  =  o  ; 

maintenant  il  t^  facile  de  voir  que  toutes  les  différentielles  ^y^^y^  «  « 
^  ^  jusqu'à  d^'^^y  inclusivement,  ^évanouissent  en  même  tems  que  x^ 
puisqu'il  en  arrive  autant  aux  difitirentielles  de  o^^  lorsque  m<^n. 
Ces  dernières  sont  encore  nulles  quand  m>n  ;  mus  quand  m=^n  ^ 
on  a  ^.Ar"=:n.(/i— !).•.. •.!•</;*:*.  Il  suit  de  là  que 

dr^y 

Toutes  lés  différentielles  de  y  qui  suivent  sont  encore  nulles  jusqu'à 
i"+^^  et  d^^-^y  ,  qui  dépendent  des  précédentes  ,  et  pour  lesquelles 

ona  -^^^-;;;:^  +  (i/»  +  i 

^•"+5y  d*^y 
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En  continuant  ainsi ,  et  substituant  dans  la  série  du  n"",  cité  ^  les 
valeurs  obtenues ,  on  trouvera 


■^MMMHBV-  «ak**  *«Mik«M 


+ ^i d r; \ — ^^^ 


^8^  Tottt  C9  q»  a^  été  dit  dans  le  n\  595 ,.  sur  les  équations  du 
preiiier  ordre ,  peut  s'appliquer  à  celles  du  second ,  avec  cette  seule 
différence  que  le  second  terme  des  séries*  rapportées  dans  cet  article 
doit  être  r£gardé  coaune  arbitraire  ^  puisque  Tiquation  proposée 

ne  donne  que  h  ccreffidett  — j — •  et  ceux  qni  k  suivent.  Pour  àé^ 

•  •  ■ 

terminer  entièrement  Texpressioade^  ^  il  faut  donc  connoitre  ce  quç 
deviennent  cette  fonction  et  son.  premier  coefficient  dijBFérentiel , 
lorsque  x  reçoit  une  valeur  particulière  a  (*). 

639.  On  tire  de  ce  qui  précède  une  construction  générale  des 
équations  diâEérentielles  du  second  ordre  à  deux  variables ,  analogue 
à  celle  qu'on  a  vue  dans  le  n^.  5  96 ,  pour  les  équations  du  preiiiier« 

Une  équation  du  second  ordre  ne  déterminant  que  le  coefficient  -^  j 

on  ne  sauroit  prendre  moins  de  trois  termes  dans  la  série 

'  db  t       d%     t"^ 

y  =  *  +  T"  ^  +  -7-T +  ^^^• 

'  da  i         da,    v.x 

et  si  on  fait  *  =  F,  -7-  i=  TV  -rr-  =  ^\  <>n  a^ira 

da  ^  da"'  ' 

/'  *  ^  '    ' 

Y^ = F+  F/+  y —  5  équation  dbns  laquelle  r  représente  « , — ^r  ;  Tor- 

donnée  F,  sera  celle  de  la  première  parabole  osculatrice  de  la  courbe 
cherchée  (  n*",  258  );  les  quantités  z  et  F  seront  arbitraires  :  oh 
construira  donc  cette  parabole  MN  ,  Jig.  22  ,  de  manière  qu'elle  passe    Ï'IG.  aa. 
par  deux  points  donnés,  ou  bien  qu'en  passant  par  le  point  M^  dont 
l'abscisse  AP::^a  et  l'ordonnée  Pitf  =  r=^ ,  sa  tangente  à  ce  point  fasse         ' 


(*)  Ou  bien  encore  avoir  deux  val«urs  particulières  de  y,  correspondantes  à  deux 
valeurs  données  de  ;r;  mais  ce.  dernier  procédé  n'est  applicable  en  général  qu'à 
rmtégfale  seconde ,  exprimée  par  un  nombre  fini  de  termes.   . 
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avec  Taxe  J^5  un  angle  dont  la  tangente  trîgonométrique  sçît  donnée; 

Prenant  ensuite  un  second  point  F^  infiniment  proche  du  premier  et 

correspondant  à  Taliscisse  AF=::a^. ,  on  aura  pour  ce  4>ouit  P'M'z=zT^i 

dY 
T',=- — -  =  T^T'e  ;  substituant  ces  vakui;^  à  la  place  de  x ,  de  j^ 

dy  '  d^y 

€t  de  — r-  dans  la  proposée ,  on  en  tirera  celle  de  -r^  =  X"^  ; 

dx  dx* 


e 


9 


€t  faisant  «»—  «t  =  ^o  ^^  trouvera  Ta  =  r,  +  T',  /,  +  JT^, 

z 

pour  réquation  de  la  parabole  osculatrice  MîVy  consécutive  à  la 
^précédente.  L^assemblage  de  toutes  les  paraboles  construites  ûnsi 
formera  une  courbe  qui  différera  d'autant  moins  de  la  courbe  cherchée 
que  les  points  P,  P^  P\  etc.  seront  plus  rapprochés  les  uns  des 
autres.  Cette  construction  s'étendra  facilement  aux  équations  de  tous 
les  ordres  à  deux  variables ,  et  prouve  que  ces  équations ,  <}ui  sont 
toujours  possibles ,  représentent  une  infinîfé  dé  courbes  (*). 

^40.  Lorsqu'il  arrive  que  qudques-uns  des  coefficiens  différentiels 
deviennent  infinis  ^  les  séries  obtenues  par  la  méthode  du  n"*.  i  lo  ne 
jsignifieQt  plus  rien.  Celles  de  l'exemple  que  nous  avons  donné  et  dont 
les  diviseurs  de  chaque  terme  sont  de  ces  formes 
/«+ zi— I ,  i/î+  lî,  '''Ï+  i*'+  ï ,  ou  (/î  +  i)i-^i ,  (;2+ 1)/,  (/2  + 1)/+  i; 
i  désignant  un  nopibre  £ntier /tomberont  dans. le  cas  dont  il  s  agît,  si 
Ton.  a  (/2+i)£  =  i^  ou  (/2+i)i=:o,  ou  (n  +  x)i=:-*-i.  Il  faut 
néanmoins  distinguer  ces  diverses  circonstances  ;  car  la  première  ne 
.  rend  inutile  que  la  première  série ,  et  Ton  peut  employer  la  seconde 
série  comme  une  valeur  particulière  de  y  ;  dans  la  troisième  circons- 
tance^i  c'est  la  seconde  série  qui  devient  inutile  ^  tandis  que  la  première 

(*),  En  se  rappelant  ce  qu'exprime  </*y ,  lorsque,  d'après  Léibnhz,  on  considère 
les  courbes  comme  des  Polygones ,  on  peut  modifier  ,  ainsi  qu*il  suit ,  la  construction 
cl-dessust  i^ant  tiré  arbitrairement  le  premier  coté  MM'  (  fig,  69  du  premier  vol.  ) 
et  pris  FP^^z=iPP' ,  on  portera  sur  P'^M*^  une  grandeur  M'O  égale  à  la  première 
valeur  de  d^y^  et  Ai 'Af'^  sera  le  second  côté.  Pour  en  trouver  un  troisième^  on 
prendra  encore  P'P'"=PP';  on  portera  sur  P'^'M'"  une  grandeur  M'^'Q'  égale  à  la 
seconde  valeur  de  d^y  :  on  déterminera  ce  la  même  manière  les  autres  points. 

Dans  le  cas  du  second  ordre,  on  pourroit  substituer  aqx  paraboles  osculatrîces 
U$  cercles  osculateurs. 

subsiste  ; 
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fubsiste;  mais  dans  la  deuxième  circonstance ,  où  Ton  a  n-4-ir=ro^ 
les  deux  séries  sont  illusoires  «n  même  tems.  L*équation  proposée 

A  \  d,  Jt* 

qui  se  réduit  alors  à  ^j^  +  — :i-^ — ,  est  homogène  (  n%  624)  ; 

X 

si  on  y  fait  ^=jc",  elle  se  change  en 

et  donne  m^ — m+â=o;  tirant  de  celle-ci  les  deux  valeurs  de  /^^ 

on  trouve        y  —  Cx^       *        +C,:/       *        (  n^  618  ). 

Ayant  dans  chacune  des  hypothèses  de  («+  i)i=i,  («+ 1)^= — if 
une  série  qui  donne  une  valeur  particidière  de  j^  ^  si  on  représente 
cette  série  par  JH  ^  on  obtiendra  par  le  n**.  6 1 8  ^ 

pour  la  valeur  complète  de  y.  On  ne  pourroit  tirer  parti  de  ce  ré- 
sultat quen  développant  en  série  l'intégrale  quil  renferme^  c'est 
pourquoi  Euler  transforme  Téquation  proposée  en  y  introduisant  le 
logarithme  de  x ,  fonction  dont  les  coefficiens  diflFérentiels  deviennent 
îniiiiis  lorsque  x=  o.  11  fait  y  =/?+f  l:c ,  et  trouve  parla  substi^ 
tution  des  expressions  de  j^  et  de  d^y  l'équation  suivante  ^ 

xdxdq        qdx^  .  ^   ^  .  .    .v  f       ~ 

i/VH —  —  2 +  apx^'dx^^id^q  +  it  ^ar^^Jt!)  l  a:  =  o; 

x  x^ 

en  égalant  à  zéro  ce  qui  multiplie  1  ;r  ^  il  obtient  ces  deux  équations 

d^q'\'aqo(^dx^'=iO 

xdxdq  qdx*  .  ^  .    , 

x  x* 

La  première  étant  absolument  semblable  à  la  proposée ,  on  a ,-  ^ans 
celle  des  deux  séries  qui  subsiste,  une  valeur  particulière  de  q^  et 
mettant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation ,  on  en  tire /t,  au  moyen 
d'une  série  ;  et  il  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  peut  prendre 
p+q\Cxj  au  lieu  de  z^+^Iat,  pour  Texpresinon  de  > ,  ainsi 

qu'il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  calcul. 

ùydx^ 
Pour  appliquer  ces  formules,  prenons  l'équation  d^y+  ^^--pi=o  ; 

^f      ^r        «^ 

nous  aurons  n==  —  |,  n  +  i=:^.  Dans  ce,  cas  c'est  Ja  première 
Calcul  intégrais  Y  y 


J54  Ca.TCl,  ïiftàGitÀtiott  i>ÈS  iq,VÂrtàrrs 

$tAt  qui  d«viertt  inutile ,  è  cause  de  l*évaa0uissefDent  du  divisAtf 
a(/i-f  x) — I,  ou  i/{+3,  et  la  seconde  donné 

^=^,:r  — î — î^*  +  -- ï-jt«— 


je* 


1.3  I.2.3.4  i.2.3.4.3«5 

+ - — ^-*-'- î — ^-7-  :r'—  etc. 

i«2.3.4«3«4«5.6 

si  pàùt  aliréger  ôh  fôt 

3.  1 

f=^,jr  +  i>,jir^+C;jt«+2),:c'+^,*^+ etc. 

qu'on  suppose  en  même  tems 

^=±:^+ a  ;r* + jG  Jif + >  Jir*  4- J' jr*4. 1  jc*  +  ^ ** -f  etc. 
^9  « 9  /B 9  7^9  <''»  •  9  ^"^  ^*  ^tMt  des  eoefiiciens  ktdétcrfldàés ^  M 
qu'on  mette  ces  expressions  ^  ainsi  que  celles  de  dq  et  de  d^p ,  qui  en 
résultent ,  dans  l'ëquatioft  ^V  +  ^^9  ofi  aura 

r-jfltjc  ^+0.  Jc-^'+l^AT  ^+iJ^  +litJc^+é^A:+ etc. 

+  1^.     +3^,      +4C.  +  5A   +6^. +  etc.  ^  =  0; 

—  A,  —  È,  —  C,-^  D,  —  J?.  +etc. 
'+tf^  +tf«  +tfifl  +^>+  tfJ^  +  tft  +  etc. 
En  égalant  séparément  à  zéro  le  coefficient  dé  chaque  puissance  de  x  ; 

on  trouvera  «  = ^,         A=-  —  — ^ ;  il  restera  indéterminé , 

«  4A* 

—  .     4.^^.-.   jj?i^  ,'.4tf^g    ■    i^.^r^i 
^  1.3  **"  1.3  ™^  1.3  i*.^* 

4tf>        iiC*,  4tf>  li.téa^^. 


;^  = 


1.4         i«4  >»4  t.3»i*«4^ 

44 J'        i6J^,         *  4«<r  i6'%64tf^-<#, 


3.5  j.f  1*5  i.}.»44-î**î* 

^  4T6         4v.'6  """  4^6         i,5.at.4.j*5.4%d** 

etc. 

641»  Ôn^ut  donner  àTéquation  d^'^-Adtyàk^^xtoyxKfovtut 
plus  propre  au  développenlent  en  fcém  ^  en  y  fiitent  yisat^p^^qi 
€A^  déVkndra  alor^ 

'*♦  +  {ipdq-^qdp)dx+(p^+ax^)qdx*=o; 

eV  posant  />*4-<»àf*=  Oj  ôh  aura  />==;e*K -*-<f ,  ou  py=^hs^^  en 


J 


écrivant  f  pour  abréger  j  m  et  ^  au  lieu  de  -  ^  et  de«i^— ^ ;  il  résultera 


«+1  ' 

4le  là  y^a:4  f  y  et  la  ^nctfon  q  sera  donnée  par  f  équation 

Si  on  ^développe  cette  fonction ,  comme  on  a  £iit  peur  y  dans 
jk  o%  6yf  f  00  trouvera  ks  deux  séries 

ji    +B  x^'+C  x^^^+D  x^'^+E  x^''^^  etc. 

îIms  lesquelles  les  quantités  Att-Àj,  sont  arl>kra)res  et  dpot  la  smmm 
ibnnera  la  râleur .  complète  def.  Pour  déterminer  les  coeffciens 
'Af  B  f  etc.  ^«  ^  i?«  9  etc.  il  isera  ^n$  çoxm  4e  mettre  chacune  des 
séries  d-dessus  à  l4|>lace  de 4 ^  /dans  Téquatien  proposée,  lorsque 
leur  forme  serji  coimiie  ^  que  d'employer  la  méthode  4^  subsétur 
Jions  eucQcssiyes;  oaitt^i^ine»  wwi 


Z>  = 


jF  = 


(»jB+i)<;ifli+x)* 
—((5  «4-4)  Ci 

—  (7»i+6)I>* 


(4'»+3)(4'»+4) 


etc. 


(ijm4-i)('&/n<|-3) 

'     <3'«+3)(3'«+4) 

(4«+4)(4'»+5> 
etc. 


Ces  râleurs  jioias  ap{Kennent  ^ue  la  première  série  s'^airêtera  toute» 


les  fois  qu'on  aura  { i  i+ 1  ) tn4-  x i  =  o,  ou  m  =5 


XI 


%i+i 


9  i  étant 


un  nombre  entier  ^  et  qu'il  en  arrivera  autant  à  la  seconde ,  si 


^(ai— i)/»+ii=o,  ou  $im=i 


11 


2/— I 


-•  On  aura  dans  l'un  et 


loutre  cas  une  valeur  particulière  de  y ,  911  moyen  de  laquelle  il  sera 
facile  de  parvenir  à  une  valeur  complète.  Remettant  au  lieu  de  m  s9 

^leur  -,  on  verra  que  ces  deux  cas  sont  compris  dans  Ja  formule 


»  = 


4^ 


%i 


,  qijie  nwfi  .Wfm  Irpuvéf.pow  l'^uation^de  Ricc^iîî 

Yyx 


JJÔ  Cr,  UL  I?rTÉCRÂTIOIf  I>£S  ÉqvÀTloprs 

(  n".  550  )  ;  et  en  effet ,  si ,  dans  Téquation  proposée ,  l'on  suppose 

y=ztf^^^  elle    deviendra  </r  + /•^;r +  <j  arV;c  =  o  (  n%  616    )^ 

ou     irf^+ /V:r  =  ^*jtVjr,    puisque  i*=— ^^  réciproquement  on 

,  reviendra    de  cette  dernière  à  la  première  :   en  mettant  pour  t  sa 

dy  I      - 

valeur  ~—.   Il  y  a  donc  entre  Téquation  proposée  et  celle  de 
y4x 

Riccati ,  une  liaison  telle  que  Tintégration  de  Tune  conduit  à  celle  de 

Tautre..  •      - 

641.  Cherchons  maintenant  à  déterminer  la  fonction  ^  par  une  série 
descendante.  Pour  cela  substituons  Jx*-^  a.Ax*'-'^  et  «(* — i)Jx*''^^ 
au  lieu  àt  q^dq  et  d^'q  ;  Téquàtion  qui  doit  donner  cette  fonction  se 
changera  en  « (« —  i  )A .r*-*+  (  2  ^«e  -f  z« *)^jr*^"""-'= a ,  ^  ^ 
et  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x^i 
c'est-à-dire,  de  .t*"*^"^*  (  n^  m  ),  on  aura  iflc+iws=2o ,  6vt  w=— lo-, 
et  le  coefficient -rf  demeurera  arbitraire/En  continuant ,  pour  ttouvcir 
la  loi  que  suivent  les  exposans  de  a:  ,  on  s'ass.urera  que  q  peu$  être 
exprimé  par  une  série  de  la  forme 

^  jf* + 5  x^*— +  C  jc^*-*  4.  Z)  jt'*-' +  etc. 
pfenaiit  ensuite  les  expressions  de  ^^  et  de-^^^,  et  le$  substituant 
dans  réquation  d*^q  +  2  i  x'^d  qdx+mb  x'^'^'q  rfjc»=o ,  après  y  avoir 
mis  au  lieu  de  10^  saj  valeur  — ict,  on  trouvera,  par  la  détermination 
des  coefficiens , 

2(lct 1)^  4(2^ ï)b 

6(2* — l}^  8(2ct— i)'A     ^' 

La  série  qui  résulte  de  ces  valeurs  s*arr^tera ,  si  (  2  idbi)*  — /=o  ^ 

»  i    >  —  2  /  —  4  r 

c'est-à-dire ,  si  <*= — — -— ,  ou  m  :?= —        .^  et  «=2/72= 


2^  ±  l  "2i-±,  1  ^l=C  I 

comme  ci-dessus.  Elle  ne  donnera  qu'une  valeur  particulière  de  3, 
et  ne'  conduira  par  conséquent  qu'à  une  semblable  valeuj?  pour  y  ; 
maÎ5  comme  l'équation  proposée,  dy — Z>*:r*"'y4t*:b=  o  ,  resté  la 
même,  quel  que  soit  le  signe  que. l'on  donne  à  â,  il  s'ensuit- qu'on 
peut  supposer  successivement  i  positif  et  ^négatif,  dans  Texpressioa 
ic  y  y  ainsi  que  dans  celle  de  ; .  .Or  cette  dernièreét^t 
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et— • 


SI  on  désigne  >  par  ^  Z7  la  somme  des  termes  qui  contiennent  le» 
puissances  paires  de  i,  et  qui  sont  tous  positifs  ^  par  ^  A  A^  celle  des 
{e<mes  affectés  des  puissances  impaires 9  il  viendra  q  =^(  27+^  f")  ^ 
lorsqu'op  prendra^  pojitif  et  q^=Aj^V — ^ f' ) ,- k>rsqu*on  le  sup- 
posera négatif;  car  il  est  aisé  de-voir.  que  la  quantité  V  nt  doit  ren- 
fermer que  des  pu^sances  paires  de  b  et  ne  peut  changer  de  signé» 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  jk  =  «  ^  »  en  affectant  suc- 
ces6(Vemîçttt  £du  sigite  -h  f:t  dM  ^igtie — r  ^^  on  obtiendra  deux  in- 
tégralps-*partic\^bèces.  de  la  proposée  ^  dont  la  sômnxe  donnera  Tinté** 
grale  complète 

m+l^  «4-1  TO+f  m+h 

y=V{Ac  +J,c  ,     y^bViAc     .     -^.e  }; 

Lorsque  a  est  positif,  b  devenant  imaginaire.,  il  faut  transformer 
le  second  membre  de  Inéquation  ci-dessus  en  fonction  die  sinius  et  de 
cosinus,  par  le  moyen  des  formules  du  n**.  40  (  Int.  )  j  mettant 

donc  ^V — I ,  â  la  place  de  ^^  on  trouvera  pouf  ce  cas 

y=  ufCcos-^ +  C.sin  -^— —  )  +  iS  ^  C.cos  •^^^^~  -(T sin  l^ >  , 

*  —  -  • 

en  faisant  ^+L^,=  C,       (  A--A^  )  k— T  ==:  C^/ 

Pour  appliquer  ces  formules  >  choisissons  un  ^x^mple  dans  lequel 
la  série!  qui  exprime  if .  s'arrête  ;    cq  prenant  i=^^\  nous -aurons 

wr=^^==f  OU  f,:,  .w==--4.ou  --f,  n  =  —  ^o\x  _i^ 
Faisons  d^abord  usage  de,  la  {xremière  valeur  de  chacun  de^  ces  ex- 

-      '-  I  a 

|>osâns  y,  réquatîôn  proposée-  sera  </?y + ^  *    !  y  d  x^zsù  o  ,  et  nous 


y- 


3f8  Ch. III.  lirràGRATi^tr  dms  àKiuATi^trs 


«rouverons 
ce  qui  donnera 


5*1.  ^_?       5*3«« 


M 


7.7^' 


ly  WZSL  —i—    I      >     I  I       ■        I  JP     a 


Ott 


£^«^  ■'•  J        T 


7-7.«7* 


.  $'3»»   . 
7.7.7*»  ' 

5,|.« 


1^* 


7^7»7**. 
valeurs  qui!  firadra  substituer  dans  la  première  expression  dey ,  ci  « 

est  négatif,  parce  qu'alors  ^  est  réel,  et  dans  la  «econde,  si  «  est 

positif:  on  aura  pour  le  premier  cas 


M  pour  le  second 


4 
7 


•^t*         )  f 


En  employant  la  tfeHxième  valeur  des  eaepoaaos  j«  ^  j»  ctMi  ^  Mips 


auroos 


2*1 


3'» 


$-5 


r-**t 


Zr=,      AT' 4 


lli^ 


f'=-^*l 


—  ^ 

1 


et  de  là  9  on  conclura  y  comme  ci-dessus  ^  la  valeur  de  y; 

643.  Par  le  moyen  des  mêmes  formules  on  trouvera  rintëgraîe  de 
l'équation  de  "Riccf  ti  ^  dans  tous  les  cas  oii  elle  peut  s'obtenir ,  puisque 
Ton  passe  de  cette  équation ,  représentée  par  dt  +  i^dx:=z  h^^dx  , 

à  réquatîon  dTy  +  l^of'yix^^  o ,  erfûisant  t  =  —j-.  Sx  l'on  met 

dans  cette  expression  les  valeurs  générales  de^^etde  dy  ^  trouvées 
dans  le  n°.  précéd.  on  aura 

fôm<H  fawiif»  ia<MM.  -famt* 


i 


.  [fi^(-</« 


mtl-^  '''rh*  m>^\ 


A€ 


M-f>l 


)1 


^«»+«  ^;r«»4^  *i*«4^  ^»f  4* 

Qu<Hque  cette  «presçioo  |>arois$e  contenir  im^  constantes  acbi- 


tc^^e 


J 


=o 
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traîres,  die  n'en  renferme  qu'une  icn[dicitemeat;  car,  après  avoir 
eflfectué^la  difiëreiitiatîon  indiquée,  on  pourra  diviser  les  deux  termes 
de  la  fraction  résultante  par  j^  ,  et  il  ne  restera  plus  d'arbitraire  que 

A 

\à  seule  quantité  — '.  Si  **  étoit  négatif,  il  faudroit  se  servir  de  la  ^ 

yalcur  de  y  «xprimée  ta.  fonction  de  sinus  et  de  co^us. 
^    644.  Occupoo»-aoiis  enccMre  de  Téquation 

On  satisfait  à  cette  équation  en  supposant 

j^  =y^<+ 5  >+"+ Cj(r-+»"+ i5***^'+ etc. 
prenant  les  valeurs  de  dy  et  de  ^y ,  et  ordonnant ,  par  rapport  au» 
puissances  de  x- ,  le  résultat  de  la  substitution ,  on  trouvera 
«(«— i)I^tf  **+(«+»)(«4.«— i)5dA;*+"+(«+ zn)(«+ 1»— i)C'd'**^"+ etc. 

+  ^/**+  Bfx^Jr        '  f?/«5-*-+ etc. 

+  *^«V+'+  (*+'»)J5e**+!"+etc. 

+  Ag:^^-\-  5g'A:«+*"+ etc. 

le  coefficient  ^restera  arbitraire;  car  il  disparoît  de  l'équation  que 
fournit  le  premier  terme  et  qui  se  réduit  à  «(«— i)tf+fltc+/=o. 
Les  autres  coefficiens  sont  déterminés  par  les  équations 
[('*+n)(«+   »— i)tf+(«e+72)c+/]J?+[ct(*— i)*+de+g']^=0 

etc. 

L'exposant  * ,  donné  par  l'équation  *  (  «-i-i  )tf -|-  et  c+/=  o ,  ayant 
toujours  deux  valeurs,  excepté  lorsque  tf=o ,  on  obtiendra ,  comme 
dans  le  n*.  637,  deux  séries  différentes;  chacune  d'elles  contiendra 
une  constante  arbitraire^  et  leur  somme  sera  la  valeur  complète  dejK* 
11  est  facile  de  voir  que  ces  séries  s'arrêteront  si  Ton  a  --        .  ' 

(fit  +  îi2)(«  +  /n  —  1)*.+  (<t+  /«)c-4-^  =  o. 
La  série  qui  exprime>^  peut  être  prisé  descendante ,  et  en  supposant 
y  —^  ^ + i?:v*-^  +  Cr*-*« + Z)a^--^«  +  etc.  on  trouvera  par  la  même 
opération  que  ci-dessu$ ,«(^--1)*  +  *^  +  ^=0 , 

[(«— an)(*— 2/2— i)H  C«— ^^)e+^]C+ [(«~/ï)(a— /2— 1>+ («_^^^^^^ 
etc. 


N 
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et  on  aura  pour  ce  cas  les  mêmes  conclusions  que  pour  le  précéd^nt| 

Il  suit  des  ét[iiatîoni  *(«*  —  i)tf+«tc+  /==  o  ,   et  j 

(  a  +  i/î )  ( <*  +  i/i—Ti  ) *  +  (  flt  +  i«)  e.  +  g  =  o ,  que  les  premières. 
séries  s'arrêteront ,  et  que  l'équation  proposée  s'intégrera  complè- 
tement ,51 

/= — tt{A — I  )a — dtc,  g= — (a+//ï)(a+î/* — i)i  — (*.{.  ijije. 
Résolvant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à  «t ,  et  la  se- 
conde par  rapport  à  la  quantité  «t+Z/i,  considérée  comme  une 
inconnue  5  il  viendra 

xa  %b  ' 

expressions  dont  la  diflSérence  doit  être  divisible  par  n ,  puisque  i  dé- 
signe un  nombre  entier.  On  remarquera  que  pour  les  séries  descen- 
dantes, les  valeurs  de  a  sont  les  même^  que  celle  de  et+i/z  dans  Us 
séries  ascendantes ,  ce,  vice  versa.     - 

Lorsique  la  valeur  de  a  sera  imaginaire  et  de  la  forme  ^^yV — i  ; 

on  substituera  à  la  place  de  :c*+»»=jc^-H'»^''*^-» ,  ^expression 

j^;*+i»^cos^^l  jp±  V — I  sin>ljt:)  (  n%  i86  ),  et  les  imaginaires 
disparoîtront. 

Si  A  n'a  qu'unis  valeur ,  ou  si  ses  deux  valeurs  devienneat  égales , 
les  deux  séries  rentreront  l'une  dans  1  autre ,  et  ne  donneront  plus 
qu'une  valeur  particulière  de  y.  Quand  la  différence  des  jeux 
valeurs  de  a  sera  divisible  par  n ,  alors  une  des  racines  étant  a\ 
l'autre  prendra  la  forme  ft+in,  rendra  par  conséquent  nulle  la 
quantité  {«t'+i/i )(*+//? — i)a+{A'+in)c+/^  et  infini,  l'un  des 
coefticiens  de  la  série  relative  à  la  valeur  a  :  on  ne  pourra  donc 
employer  que  l'autre  série  ;  mais  un  artifice  analytique ,  senlblable 
à  celui  dont  on  s'est  servi  n^.  640 ,  pour  l'équation 
d^y+a  o^y  d  x'i^o ,  levé  ces  difficultés.  En  supposant  y:=^p + y  1  at  ,' 
r^quation  proposée  devient 

x\a  +  bx'')d^P'^%x{a-^,b^)ixdq^{a'\'bxr)qdx' 

+   x{c'\-ex^^dxdp'\-{c-\-e^^qdx^ 

On 


V 
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On  égalera  séparément  à  zéro  la  partie  multipliée  par  l:^^  et 
comme  elle  est  semblable  à  Téquation  proposée  »  on  prendra  pour  q 
la   série  dont  aucun  terme  ne  devicjnt  infini ,  et  on  aura  ainsi 

y  =^  jc*+ 5 ;c*+"+ C.r*+**4.  etc. 
il  restera  pour  déterminer  p  ^  l'équation 

J^xx{a'\'bxr)dxdq—'\a'\'bx*)qdx^  >  =  0. 

+  (c+  €xr)qdx^    ) 

On  représentera  p  par  la  série  -rf,A;*'+ i?,x»'-**+ (7,**'+**+ etc; 
dans  laquelle  il  faudra  déterminer  l'exposant  tt  du  premici'  terme , 
de  manière  qu'il  n  en  résulte  aucune  absurdité. 

Si  Ton  suppose  d'abord  «'=«,  et  que  l'on  substitue»  au  lieu 
de  f  9  ^1 9  Pf  dp  et  d^py  leur  valeur  dans  l'équation  rapportée  ci* 
dessus  9  le  premier  terme  du  résultat  sera 

et  en  l'égalant  à  zéro ,  on  trouvera  (i«— 1)4+^  =  0,  puisqu'on  2I 
d'ailleurs  *(*  —  i^h+ac  +/=o ;  l'hypothèse  actuelle  n'est  donc 

admissible  que  quand  «  = ,  et  ce  cas  a  lieu  lorsque  les  deux 

racines  de  l'équation  *(*  —  i)a  +  (tc  +  f=  o  sont  égales. 

Quand  l'équatipn  (i«t  —  i)tf+c=o  ne  peut  s'accorder  avec  la 
précédente  »  il  faut  prendre  «'  moindre  que  «  9  et  par  conséquent  de 
la  forme  a — in  y  i  étant  un  nombre  entier  ;  on  aura  donc 

p  =J^x^^''+B,x^-^'-'^'' +/,jc*+I,jc*^+  etc. 

mettant  cette  série ,  ainsi  que  celles  qui  expriment  dp  et  d^p  y  dhos 
l'équation  d'oh  dépend  p  y  il  viendra  pour  premier  terme 

[(*  —  '/»)(«  —  «'«  —  i)tf  +  (*  —  //ï)c  +  /];if—  •«, 
et    en  égalant  son   coefficient  à  zéro,    on   obtiendra  l'équation 

(flt— 'zn)  («  — i/z—  I  )  tf  +  (*  —  //»)<: +/=o, 
qui  doit  avoir  lieu  en  même  tems  que  «t(<t — i)a+AC+f=zoi 
or  c'est  ce  qui  ne  peut  arriver  à  moins  que  * — in  ne  soit  une 
des  racines  de  cette  dernière  y  racines  qui  ne  pourront  alors  différer 
entr'elles  que  d'une  quantité  divisible  par  n.  La  détermination  des 
coefficiens  ultérieitrs  p'entraîne  aucune  difficulté,  ainsi  qu'on  en 
jugera  par  l'exemple  suivant. 

Calcul  intégra/é  Z  z 
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64c.  Soit  réquation 

en  la  comparant  à  la  formule  générale ,  on  trouve  tf=i,  tf=—  5. , 
/=  j  ,  «  =  i,  d*oîi  il  suit  («(«— i) — çet+5=o,  et  a=:i ,  ^=5. 
La  dîfFérence  de  ces  deux  valeurs  étant  divisible  par  x^  on  aura 
it'=ct — i/2=  I  ;  on  posera  donc 

qz=zA  x^+B  x'JrC  x^J^D'x^'^  ^ic. 

p  =^J^x  ^+B,x^+C,x^+  D,x'  +  etc. 
substituant  ces  séries  et  leurs  différentielles  dans  les  équations 

x^{\  +  ix'')d^q+    x{^^  +  cx*)dqdx+(^  +  gx""  )  çdx^'z^O 
x^li  +  bx^)d''p+   x{—^  +  cx^)dpdx+('f+gx^)pdx^ 

'   l^r  (  I  +  b  x^)dqdx — (  I  4-  bx*)qdx*   >=o, 


on  trouvera  par  la  première 


.5.4^ 
—5.5^ 

;+  5^ 


a;5  +  7.65 
-5.75 

+  5  ^ 

+  5.4^* 
+  Ç  ^e 

+       ^g 
ce  qui  donne 

«iJÎ+(io*+5«+ g}A=o 
3 1 C  +  (41* + 7«+Ér)^=o 
6oZ>+(7r^+9e+^)C=o 
etc. 

et  ffov  la  seconde 


— 5.9C 

+7.65* 
+  7B* 


+    5^ 


*9+] 

ti.iôZ) 

^^^^^^  • 

5.iiZ> 

+ 

iî^ 

+ 

^.%Cb 

+ 

^Ce 

+ 

Cg 

x"+  etc. 


=  0 


ou 


1.6  5+(4.ç^4-5«+5)'^=o 
[4.8  C  +(6.j t4-7e+g)B==ai 
j6.ioZ?+(8.9*+9«+g)C=o 
etc. 


-5-^; 
+5^. 


v+i.^B, 
+     5^. 


4- 
.+ 


x'+4.>iC,  1*54.6.72?, 


*'+  etc. 


=  0 


\ 
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*      o-    C,  +  (i-3A+3e  +  g)5,+  4^  =  0 

a.dA  +  (4-5^+  S^  +  g)C, +  .8i5+(9^  +0^=0 
4.8£,  +  (é.7*  +  7e  +  ^)Z?,+  i2C+(i3*  +  0^=o> 
etc. 
On  voit  par  ces  équations  et  les  précédentes  que  les  coefficiens  A  ttC^ 
restent  indéterminés  ;  ayant  trouvé  les  Valeurs  des  autres  coefficiens , 
on  substituera  celles  de  p  et  de  q  dans  y^p-^-q  1  x. 

L'expression  de  y  devient  algébrique  dans  plusieurs  cas  : .  i  %  lorsque 
e+g=:o,  parce  qu'alors  ji,  reste  indéterminé,  et ^,=i:0  5  et  qu'il 
suit  de  là  ^=o ,  5=o ,  C=o ,  etc.  ou  ^=o  ;  on  a  seulement  y±i=/F.  <  ^ 
Les  coefficiens  de  la  série  qui  exprime  p  sont  donnés  par  les  équations 
•2.6Z).+4C.(5*  +  e)=o,  4-8£,  +  6A(7*  +  e)  =  o,etc; 
Cette  série  s'arrêtera  si  (  i  i+  5  )  *+c  =  o  :  les  constantes  arbitraires 
sont  ici  A^  et  C,. 

'2*.  La  supposition  de  !•  3  *+  3  «+g=^  donne  ^=0 ,  etc.  ^=0  ; 
et  l'expression  de  j^  est  encore  algébrique. 

Quand  on  a  4. 5^4- 5^+^=0,  il  en  résulte  -fl=o,  (7=o,etc; 
q^Ax^,  jS,  +  ^,(5^  +  0=o,  —^c(  14^+^0  +  4^  =  0 
2.6A+^(9*+0=^>  4-^^i  +  *A(^^*+0=o,  ^.ioF.  +  4E,(i3*+0=oetc; 

jK=^^l^+-^,^+^i*'+^«^*+A^'+-^.'^^+«tc. 
série  dans  laquelle  les  coefficiens  A  et  C,  sont  arbitraires  et  qui  s'arrêtera 
toutes  les  fois  que  (  2  i  +  5  )  A  +  #  =  o. 

Si  les  racines  de  l'équation  a  {a —  i)tf  +  <*c  +/=  o  étoient 
imaginaires,  il  faudroit  recourir  aux  sinus  et  cosinus  (  n''.  précéd.  )  ; 
on  pourroit  aussi  supposer  immédiatementy=/F  cos  X:  1  ^ + q'ûn  k\x^ 
et  ap^ès  la  substitution  des  valeurs  de  j^ ,  dy  et  d^y ,  dans  l'équation 
proposée ,  on  égàleroit  séparément  à  zéro  les  termes  multipliés  par 
cos  A:  1a:  et  par  sinA:l:ir.  Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  ce 
talcul ,  facile  à  effectuer ,  d'après  ce  qui  précède  \  et  dont  l'application 
ne  peut  être  que  tr^s-rare ,  parce  que  ta  méthode  exposée  ci-dessus^ 
n'a  guère  de  succès  que  sur  des  équations  semblables  à  celles  que  nous 
avons  prises  pour  exemple ,  ou  qu'on  peut  y  ramener  par  lès  trans- 
formations (  n^.  622  )  ;  elle  ne  donne  pour  les  autres  que  des  valeurs 
particulières  représentées  par  des  séries  peu  convergentes ,  et  dont  la 
loi  est  souvent  difficile  à  saisir.  On  pourroit  introduire  ici  les  fractions 

ZZ2 
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continues,  par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n%  598  ;  mais  le  défaut 
de  méthode  générale  pour  intégrer  les  équations  différentielles  fait 
que  Ton  n'a  considéré  que  celles  de  ces  équations  qui  se  présentent 
dans  les  recherches  Physico-Mathématiques  et  qui  sont  du  premier 
degré  ,  ou  qui  peuvent  s'y  réduire  :  de  là  naissent  les  méthodes  d'ap- 
proximation les  plus  usitées.  Nous  les  ferons  connoître  plus  bas ,  après 
avoir  parlé  des  équations  du  premier  degré  pour  un  orcke  quelconque, 

Dermtégratîon      ^A^*  ^  difficulté  d^intégre^  les  équations  difFéremielles  devient 
des  équations  dîf-  d'autant  plus  grande ,  que  ces  équations  sont  d'un  ordre  plus  élevé  ; 

férennelles  des  or-         ji^ji/. 

dres  sapérieors  au  ^u  delà  du  second  on  ne  réussit  que  sur  un  petit  nombre  de  classes 
second.  d'équations.  Nous  ne  nous  occuperons  point  ici  des  équations  com- 

prises dans  la  formule  ^  =  AT  ^  :i;",  dé)à  traitée  n%  487.  L^équa- 
tion  (Py:=:Yd^^  dans  laquelle  f' désigne  une  fonction  de  j*^,  ne 
^  peut  en  général  s'abaisser  qu'à  l'ordre  inférieur.  Pour  y  parvenir  on 
la  changera  par  les  formules  du  n"*.  77 ,  dans  une  autre  oh  la  d^fié- 
rentielle  dy  soit  prbe  pour  constante ,  et  on  fera  ensuite 

dx  =^p'dy ,  d^x  =  dpUy  y drx^^i'^'^p'dy. 

Soit   f  une  fonction   quelconque  ;   l'intégration  de  toutes  les 
équations  comprises  dans  la  série  suivante  . 

ne  dépendra  que  de  celle  des  fonctions  d'une  seule  variable.  Cela 

dy 
est  évident  pour  la  première  qui  donne  sur  le  champ  i/at  =  — ^  ; 

et  pour  traiter  les  autres ,  on  fera 

^y  ^y  ^y  _.       ^y  _,  ^^ 

dx     ^^         dx^        ^^         dx^  '  dx^      ^ 

elles  deviendront  par  ce  moyen  q—i{p )  ,  r=f  ( y  )  ,  s=i{r)  etc. 
inais  comme  on  aura  dpr=iqdx ^  dqz^zrdx ,  dr=^sdxy  etc» 
on  obtiendra  successivement 

dp        dp  j^_il^J±^        dx-———    etc 

q       f{p)  r     f(f)  s      i{r)      ^ 

d'oit  on  tirera 

r^p 


'Jrù-y    -fm-    -M-y"'- 
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ensuite  à  cause  à&y:=zfpdx  ,  y=:fdxfqdx  ,  y—fdxfdxfrdx ,  etc. 
il  viendra 

dy  dPy         fày\         d'y     •  i./^"^*J^ 

Les  équations -^==f(j.),  •— =f(^J,.,.^^:==f(^^^ 

s^ntégrent  aussi  ;  la  première  a  déjà  été  traitée  n"".  611.  En  con« 
servant  les  mêmes  dénominations  que  d^dessus ,  les  autres  deviennent 

multipliant  ensuite  les  deux  membres  de  la  première  par  pdx ,  ceux 
de  la  seconde  par  qdx  ^  ceux  de  la  troisième  par  rdx ,  et  observant 
que  pdx^=idy  y      qdx-s^dp  ^      rdxz=sLdqy     sdx-=^dr^  etc.  il  vient 

pdp  =  {{y)dy  ^       qdq:=ii{p)dpy       rdr^i{q)dq y  ttc. 
ce  qui  donne 

dy        dp        dû        df 

Mais  comme  ^x  =  -^=:  —  =  —  =  —  »  etc*  on  aura 

F         q         r  s 

dx=  ^         f  ^^=  ^         j  dx^  ^         ,  etc. 

^^f({y)dy  y^f{{p)dp      .  y^^fi{^q)dq 

/%       dy  n       dp  /%       dq 

jVxf{{y)dy  Jy%fKpldp  J^^%fKq)dq 

et  d'après  les  formules  employées  plus  haut 

y^  r       P'^P  y:^  (^         ^^  t        ^^^  çtC 

J^xff{p)dp  J^^fi{q)dqJVyfi{q)dq 

Il  est  facile  de  voir  que  les  mêmes  transformations  réduiront  à 
Tordre  n —  i ,  toute  équation  de  l'ordre  n  dans  laquelle  il  a'entrera 
que  les  différentielles  des  deux  variaUes^  avec  Tune  d'elles  seulement. 

647.  Les  équations  du  premier  degré  offrent  dans  toës  les  ordres 
des  propriétés  analogues  à  celles  que  nous  leur  avons  trouvées  pour 
les  deux  premiers  (  n^.  547  ,  61  ç  )  :  r.  l'intégration  de  Téquatioii 
dry        „   rf*-"V        _   d^\ 


'  I 


OU  <y+  PJ^'ydx  +  Qd'~''ydx*+ +  l/y  dx"=  Fdx'^ 

dans  laquelle  P,  Q,.*.w.£^  et  F  désignent  des  fonctions.de  x  ,  ' 
et  qui  ne  renferme  que  les  ]>remières  puissances  de  y  et.  de  ses 
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difFéreritielIes  ,  ne  dépend  que  de  celle  de  f équation 

i**.  Il  suffit  de  çonnoître  im  nombre  n  de  valeurs  particulières  de  ^  . 
poUr  oblénir^'ur  le  champ  iVxpression  générale  de  «ette  fonction ,  en 
sùrte  qweii  on  désigne  par  i, ,  ;j,^,  {3. .  ♦♦  •  •j(n^  ces  valeitrs,  on  attra 

^i  i  C'a  ,...'.••  Ci  ,  étant  ^dés  constantes  arbitraires. 

Celte  dernière  piropoSitîon  est  facile  à  prouver  ;  car  il  est  évident 
que  chacune-des'équatîons 

'  CX^fi,  +  Pct"r^^.dx-\^ Qd'^Xdx^ .....  +  Ui,dx^)  =  o- 
'C,{^.+Pd'''\Jx-\-  Qd'-^^dx^ •.  +  UiJx^)  =  o 

î    "  .  -  

Cn{d'in  +  P^'^\ndx+  Q^d^^^J  X^ +  U[Jx^  )  =0  ^ 

étant  identique ,  par  Thypothèsè ,  leur  somme  donnera  une  équation 
ideiltique  l  qui  sera  précisénient  celle  qu'on  obtiendroit  en  mettant 
dans  la  proposée  »  à  la  place  de  i  et  de  ses  différentielles  ^  les  valeurs 
qui  résultent  de  l'expression  générale  de  ç.          . 

|La  démonstration  de  la  première  proposition  n'offre  gùères  plus  4^ 
difficulté.  Supposons  que  la  valeur  de  y  soit  de  la  même  forme  que 
celle  de  ;j,  mais  que  les  quantités  C, ,  C,,  Cs,...  au  lieu  d'être 
constantes  comme  çi-dessus  ^  soient  des  fonctions  é^tx  y  et  pour  fixer 
les  idées  prenons  l'équation  proposée  du  troisième  ordre  seulement  ^ 
nous  aurons  y=:C^[,  +  C*a{a+ ^3^3 ,  expression  dans  laquelle  il  faudra 
déterminer  C^ ,  C^  et  C^^  de  manière-qu'elle  satis^sse  à 

^y-^P4^ydx^-(ldydx^^Vydx?:=:^Vdx^. 

Formons  successivement  les  valeurs  de  dy ,  d^y  et  dPy ,  en  traitant 
Ci  9  C, ,  C3 ,  comme  des  variables  j  nous  trouvewns  d'abord 
^    ^j^  =  C,rf^  +  C,^t,VC'3rfî3+^^C.+i:3rfC,+î3^(73; 
mais  comme  nous  avbn^  trois  quantités  à  déterminer ,   et  que  la 
question  proposée  ne  nous  offre  qu'une  condition  ^  nous  en  pouvons 
choisir  deux  autres  à  notre  gré  :  nous  ferons  en  conséquence 

ltd^x  +  {.J^a+ K?^  ^d=  O  >  ce  q^i  ^^^^  donnera     " 

dy=^C^d  x^  +  CJ  i^  +  C^d  ^3.  En  difFérentiant  cette  valeur  il  viendra 

ff'y  =  C,d%'\^CJ%'\^C^d'l^'\'di,dC,^diJC,+di^dC-,y     ^ 

posant  encore 

filxd  C,+d  i^d  C^  +  di^  £73=5: 0 ,' 


N 
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îi  restera  d!'y=C,d^i^'\'CJ^!^^+C^d\^^  d'où  nous  tirerons 

Par  la  substitution  des  valeurs  de  jk  »  ^y  ^  ^y  et  d^ ,  Téquation 
proposée  deviendra 

e,(iP^,^Pd^l,jx+Qd^,dx'+u^,dx') 
+  c,{d%+Pd%dx+qdiJx^+ùijx')  (  _^.  .3'' 

+  C,id'lz'^Pd^izdx+Qdi,>lx^+C/^:^x')   r-^^^y 

'+d^i,dc,+  d%da+d*i^dCi 

et  se  réduira  à  d^i,dC,  + d*i^dC^+ d\^dC^:=i  Fdx^y  puisque  les 
fonctions  {;, ,  ^,  et  {$  satisfont  à  Téquation 

d\  +  Pd\dx+Qdidx''+Uidx^=o. 
Nous  aurons  donc  entre  les  différentielles  dC^y  dC^  et  dC^  les 
trois  équations 

^ii^C.  +  diJC^+di^dCi- 

dont  nous  tireront  les  valeurs  de  chacune  de  ces  différentielles  ex- 
primées tnx  ^tdxy  lorsque  celles  de  î, ,  {a ,  O  »  ^^^-  seront  connues. 
On  en  déduira  par  Télimination  des  résultats  de  la  forme 

dC^=:X^dx  j   '  dC^z=zX^dx  y  dCi^=rX^dxi 

d'où  C,^fX,dx  +  c,,  C,=fXJxJrc,;  C^=fX^dxJ^c\; 
et  par  conséquent 

y=lUX,dx+c,)-\^llfXJx^rc:)^.li{fX^xJrC^) 
sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 

Si  l'on  ne  connoissoit  que  deux  valeurs  particulières  de  ^ ,  là 
proposée  ne  pourrott  s'intégrer  qu'avec  le  secours  d'une  équation  du 
second  ordre.  En  effet  y  on  auroit  alors 

:K=^iÎ.  +  Q, ,  dy=C,d[,  +  CJi^ ,  en  faisant  [,dC,  +  i^dC^—o  ; 
mais  comme  on  ne  pourroit  disposer  que  d'une  seule  des  quantités  C, 
et  C| ,  il  faudroit  employer  le  développement  complet  de  d^'y ,  qui 
sexoit  dy^Cd^l.-^r  CJ^^-^-d^.dC.'if'di^dC^y  ce  qui  donneroit 

^y~C,d?l.  +  C^K.+  %d%d  C,  +  zd'iJC+di.d^C,  ^d[J^C,  : 
substituant  dans  la  proposée  >  et  réduisant  de  la  même  manière  que 
ci-dessus  9  on  obtieiidroit 

diid^C,+di,d'C^+xd%dC,     + 1  d%d  Ç, 

;+  PAidc,dx+ Pd[,dc^dx 


h 


Vixh 


3.    - 
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équation  de  laquelle  on  chassera  dC^  et  ^C, ,  en  tirant  leurs  valeurs 
de  réquatîon  iidC,+i^dC^=o ,  et  de  sa  différentielle  ;  la  résultante 
ne  contenant  que  d^C,  y  d  C.  et  des  fonctions  <ie  ;i^ ,  se  ramènera  au 
premier  ordre  (  n*".  613  ). 

Enfin  lorsqu'on  n'aura  qu'une  seule  valeur  de  ^  ^  on  tombera  sur 
une  équation  auxiliairç  du  troisième  ordre  ^  réductible  au  second  ; 
c'est  ce  dont  il  est  facile  de  se  convaincre ,  en  mettant  dans  la  proposée 

C.h  y        C.di,  +  i,dC, ,        C,d^i.  +  ldl,dC,+i,d^C, 

CA.  +  3^îc^C,  +  3i/î,i^C.+î,^C.,aulleudejr,  4k  J'yttd'yi 
Téquation  produite   par   ces  substitutions    pourra  se   réduire  à 

+Pi,d'c,dx+ iPdi,dç,dx    \  =  rdx^. 

,    +Q:i,dc,dx-   ) 

Si  l'on  suppose  f^=o ,  Téquation  en  y  devient  la  même  que  celle 
qui  doit  donner  { ^  et  par  conséquent  les  calculs  précédens  feront  voir 
comment  avec  deux  «  ou  seulement  une  valeur  particulière  de  cette 
fonction ,  on  peut  parvenir  à  son  expression  générale.  La  méthode 
que  nous  avops  appliquée  à  l'équation  du  premier  degré  et  du  troi- 
sième ordre ,  convenant  aux  équations  du  même  degré  dans  tous  les 
ordres  1  U  doit  exister  pour  chacun  d'eux  des  propositions  analogues 
à  celles  que  nous  venons  de  prouver.  Nous  conclurons  donc  àe  ce 
qui  précède  ^  que  si  ton  a  un  nombre  n  de  valeurs  particulières  de  z^on 
en  déJuir4  j.mmidiaçerrpem  t expression  générale  de  cette  fonction  et  que  ton 
parviendra  à  la  mime  expression^  dans  le  cas  où  ton  ne  connoitroit  que  n —  i 
valeurs  particulières  ^  en  intégrant  une  équation  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre  :  cette  proposition  est  due  ^  Lagrange ,  ainsi  que  la  dé- 
monstration que  nous  venons  d'en  donner. 

648.  L'équation  ^;ç  +  Prf'--»î</A^+Qrf'"*;Jir•,..+^7(;^A:"=r  o 
ne  peut  s'intégrer  dans  tous  les  cas;  mais  on  y  satisfait  en  faisant  {=:e"^, 
lorsque  les  coefficîens  P ,  Q^^^.^U  sont  constans  ^  parce  que  dans 
cette  hypothèse  elle  devient  divisible  par  «'"V:ç%  après  la  substitution 
des  valeurs  de  ^ ,  ^^ ,  ^^^  ,...♦. i**:;; ,  qui  sont 

^""^      fT'rn  dx ,      e^^m^dx^^ e'^'m'^dx  ;  et  on  trouve  alors 

/»•*+ P;7z"-^' +  Q  ;»"-*••,,..  +  £/===  o. 
§i  on  désigne  par  m, ,  m^y.^...mnyU!sn  racines  de  cette  équation ,' 

on 
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m^x  m^x  mf%x 

on  aura  {j=^      ,      l=t'    \...i^:=c      ,     et  par  conséquent 

m^x          m^x          nifpc  m^^x 

[=C,c       +C.e       +C^c       +  C«^       . 

Telle  est  l'expression  générale  de  i^  lorsque  les  racines  m^^m^...  etc.'    ^ 
sont  toutes  inégales  et  réelles.  Quand  parmi  ces  racines   il   s'en 
trouve  d'imaginaires  ^   comme  elles  vont  toujours  par  paires  de  la 

forme  et +i3V—i  ,      «t — ^V — i,   on   pourra    faire    disparoître     _ 

les  V — I  ,  en  changeant  les  exponentielles  en  sinus  et  cosinus,  par 
les  formules  du  n"".  40  (  Introduction  )  ;  et  si  m^  et  m^  sont  deux  racines 


m,x        m^x 


imaginaires  de  la  même  paire , les  termes  C,e       4-C^      ^quelles 
fournissent  à  la  valeur  complète  de  {;,  deviendront 

r,e  +C,/  .  -e*f[(C.  +  C,)c0Si8;r+(C.~QV  — isin/S:.] 

=  e*'(,CsCOS  18  a:+ c.sinjS  a:  )=/?«*' sin(^^+f)  (  n'*.  617  )• 

Si  quelques-unes  des  racines  ni^^  m^^  etc.    deviennent  égales 

entr'elles ,  la  valeur  complète  de  {.perd  de  sa  généralité  9  parce  qu'alors 

plusieurs  des  constantes  C,  ^  C^^  C^  etc.  se  réduisent  à  une  seule , 

ainsi  qu'on  Ta  vu  pour  le  deuxième  ordre  (  n\  617  ).  Soit  d  abord 

Tn^x         tn^x 
m^r=^m^\  les  deux  termes  C^c      +  C/      n'en  donneront  qu'un  j 

m^x 
savoir  y  {Gi^C^^       ;  l'expression  de  ;[  ne  renfermera  plus  qu'un 

nombre  )z-^i  de  constantes  arbitraires  :  maissi  on  suppose  m^=:m^ + k^ 

on  trouvera 

m^^  m^x       m^x  kx 

m^x  1^^      j^»^«  m^x  i^j^t 

«      [^.+<^.Ci+— +  — -+etc.)]=c       (c,  +  c,x+c, +  etc.), 

m^x^ 

(  en  changeant  C,  +  C^  en  c, ,  et  C^k  en  <:J  =e      (c,  +  c^x) ,  en 
faisant  k=o. 

m^x         m^x 
Substituant   cette  quantité  à   la  place  de  C.^       +  Qe       ,  la 

valeur  de  {  reprendra  la  généralité  qu'eU«  doit  avoir  pour  être 

Calcul  intégral.  A  a  a 


n 


J70  Ch.IÎI,  iNTÉGMATIOfr  VES  édUJTIQSS 

l'intégrale  complète  de  réquation  proposée;  nous  aurons  donc 

Pour  arriver  au  cas  oîi  m^=m^dt:zm^ ,  nous  ferons  dans  le  résultat 
précédent  /wj=/w,+  k\  et  il  deviendra 

m^x  k'x 

l  =  c       (c,  +  ô,x+C^c     )  +  ctc. 

'En  développant  e*'*,  nous  trouverons 
l=c      {c,  +  Cj  +  (c,  +  C^k')x+  Cj +  Q +  etc.  )  +  etc^ 

changeant  les  constantes  ^,  +  Cj ,    fi  +  Cjit'  et  C,—  en  c, ,  c^  et  r,  > 
nous  aurons 

^  =  e      (<^,  +  <^â^+^îJ^^+^i hetc.)+ctc* 

3 

et  î=<      (ct  +  c^x+c^x*)+  etc.  lorsque  il'=o.  On  trouvera  de  fe 
même  manière  que  si  Ton  a  m^z=m^=m^:==m^ ,  Texpression  générale- 

de  i  sera  {  =  «       C  ^i  +  <^«^+ ^î** + <^4^^  )  +  etc.  et  ainsi  de  suite. 

649.  Considérons  maintenant  l'équation 

d"y  +  Pie"-ydx+  Qd'-ydx'^ +  Uydx''^  Fdx\  ' 

P  9  Q  ^. .  •  Z/9  désignant  des  coefiiciens constans  9  et  Q  une  fonctioa 
<le\r;  nous  aurons  , 

/W,^  XTP^^  'WjAT  'î^'i»'^ 

> 

formant  ensuite  les  différentielles  successives  de  ces  valeurs ,  nou» 
obtiendrons  pour  déterminer  ^C, ,  dC^^  dC^^  etc.  (  n%  $47  )  les^ 
équations 


m^x 

m^x 

€            dC, 

+' 

s 

t 

^C,= 

=0' 

i       m^dC, + < 

m^x 

+« 

;/2)JC 

777^  a  c7i  • 

^C„: 

»  •  •  •  • 

f7/,A: 

m^x 

•  •  4 

;7ïj:r 

OT,* 

■     J^^ 

•-««I 


<      w,"— </C.+«       Wa"-'«/C,+«      ffij"-VC}. . . +e       w."-VC,j=  ri«* 
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Pour  donner  un  exemple  de  ces  calculs,  nous  supposerons  que  la 
proposée  ne  soit  ^ue  du  troisième  ordre  ;  nous  aurons  ainsi 

Tfl^X  ffl^X  îtl\X 

m^x  m^x  m^x 

Jt       m^dC^+e       m^dC^  +  c       m^4C^=o 

fn^x  rû^x  m^x 

€       m\dC;+c       m\dC^+e       m\^dC^=Fdx^ 

-ilPoii  il  est  fecile  de  voir  que  dC^^  dC^y  dC^  seront  respectivement 
de  la  forme 

-rf.e  rdxi  A^t  Vdx ,  A^t  Vdx\ 

A^  yA^^A^  désignant  des  fonctions  de  m^ ,  m^  et  m^  ;  par  ces  valeurs  i 
les  équations  ci*dessus  deviendront 

m,A,+m^A^-\rm^A^=Oy 
m\A,  +  m\A^  +  m^^A^x=:ii 

il  ne  s'agira  plus  que  d'en  tirer  les  quantités  A^^  A^y  A^\  et  nous       ■ 

obtiendrons 

m^x  '— OT,^  ,m^x  — w.x  m^x  — /w^a: 

J^c       (c,  +  AJe  Fdx)  +  e       (c,+fi  Fdx)^c       {c^^fc  Fdxji 

il  suffît  de  calculer  l'un  des  çoefficiens  A^^  A^y  A^  ;  si  on  cherche   ^ 

la  valeur  du  premier  ^  on  trouvera 

I  .1  i! 


%t  on  en  conclura 

*  .      (  m^—^m^  )  (  /w, — rriy^  )    '  ^        (  ^^ — m^  (  mi^ — m^  )    * 

en  donnant  aux  constantes  arbitraires  le  dénominateur  de  la  fraction 
qu'elle^  accompagnent. 

Si  l'on  compare  cette  expression  avec  celle  qu'on  auroit  pour  Iç 

Aaa  z 
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second  ordre ,  on  reconnoîtra  sans  peine  la  loi  qui  les  lie ,  et  on  verrf 

I 

que  pour  Tordre  n      . 

,       «       (c„+/<  Vdx) 

On  peut  d'ailleurs  s'en  conraincre  immédiatemeiit  en  faisant  cooune 
ci- dessus 

— m^x  -^m^x  — m^x 

dC,=J,t  Vdx ,  dC,=J,€  Fdx,. . .  .dC^^^^e  Fdx; 

les  équations  qui  doivent  donner  d  C, ,  dC^ ,  etc.  prendront  la  forme 

^.+         ^,+         ^î .+        ^n=o 

• C^) 

voici  un  procédé  très-simple  pour  en  déduire  la.  valeur  de  J^. 

Soit  "  ^s  +  ZW^ +  ^;i  = -P' 

'''•''^î +'''a'''4«  •  •  •  +  etc.=+  Ç^ 


m^m^m^,  «  •  •  •  •  ^^^  =±17 , 

les  quantités  m^,  m^ /t?,^  seront  les  racines  de  réquation 

/"-*  +  P'/^-*+ QV-^  .••..  + 27'=o; 
si  Ton   multiplie  Tavant-dernière   des   équations  (J)  par  P\  la 
précédente  par  Q\  et  ainsi  de  suite  en  remontant ,  enfin  la  première 
par  U'^  et  que  Ton  ajoute  les  produits ,  il  viendra 

^X<^'+P'^r'+ Q'^t""' + t^O 

+  etc 

Il  est  évident  que  toutes  les  lignes  de  ce  résultat  sont  nulles ,  ex- 
cepté la  première  y  puisqu'elles  ne  sont  autre  chose  que  ce  que  devient 
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réquatibn  en  r,  quand  on  y  fait  successivement  t=im^ ,  =/», ,  etc- 
on  tirera  donc  de  là- 


OÙ  -^,= — — ^ ^, 

(  '",—^0  (  ni,—m^ (  m,—m^  ) 

en  décomposant  le  dénominateur  dans  ses  facteurs  simples.  On  par- 
viendroît  de  même  à  laValeur  de  J^ ,  en  se  servant  de  Téquation  dont 
les  racines  soÀt  /w, ,  m^^m^....mj^y^  ainsi  des  autres  ;  on'retom- 
bera  de^cette  i^anière  sur  l'expression  de  y  ^apportée  plus  haut. 

La  quantité  (/w, — m^){m^ — /«^ )....(/», — fw^)^ou  le  produit 
des  différences  qui  se  trouvent  entre  la  racine  777.  et  chacune  des 
autres  ,  est  évidemment  égale  au  dernier  terme  de  Péquation  qu'on 
obtiendroit  par  la  substitution  de  171,  + z^  à  la  pif. ce  de  /tz,  dans 

l'équation  ni^^FnT''  +  Q/w"— +  7/72+  U=o  ,  . 

et  ce  dernier  terme  étant  exprimé  par 

»m.»-»+(/2_l)P;77."-*+(«  — l)Q/72,*-' +  7=0, 

se  déduit  immédiatement  de  l'équation  m'*+P/72"""*+  etc.=o , 
en  la  différentiant  et  en  écrivant  dans  le  résultat  m^  au  lieu  de  m.  On 
aura  les  expressions  analogues  des  dénominateurs  de^«,  ^, ,  etc. 
tn  changeant  successivement  m^  en  m^  ,  enm^  ^  etc. 

^50.   Pour  terminer  ce  que   qous  avons  à  dire  sur  l'équation 

d:'yJ^Pd"'ydx+  Qd'-^ydx^ +  Uydxr=:Vdx^^ 

lorsque  les  coefficiens  P,  Q,*.«.2/sont  constans,  il  nous  reste 
à  considérer  le  cas  oh  quelques-unes  des  racines  de  l'équation 

m" + P /Tz"-*  +  Q /»""■* +  V=o 

sont  imaginaires-et  celui  où  elles  sont  égales  entr'elles.  Dans  le  premier 
on  traitera  séparément  chaque  couple  de  racines  imaginaires ,  comme 
on  l'a  fait  dans  le  n^.  6x3 ,  pour  l'équation  du  deuxième  ordre. 
Si,  par  exemple,  m^  et  m^  sont  imaginaires,  on  écrira  à  leur  place 

a+^K-r^i  et  tt — :)8K  — I  ;  les  deux premiers  termes  de  l'expression 
de  j^  se  changeront  en  * 

t  Je  Vdx     e  ft  Vdx 

^+5V/— I  A—BVZZi 


•  •  • 
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puisque   les  dénominateurs  (  /»,—  m^  ) (  m^r^  m^^S^ 

(  nu —  /«»)...  i  !►  (  rn^—  rn^  )  deviendront  respectivement  de  la  forme 

A-^BV — I ,  A — ^K  —  1  i  on  développera  »  on  réduira  au  même 
dénominateur ,  et  on  aura 

«^(  lA  cos^x+  zB  sin  iS  jr  )  (^fe^^'Fdx  cosjS  Ar'+  C,)] 


'+ 


t*''{iÀûnfiX'^iBcosfix)(/e''"rdx%infix+CJ) 


en  tijrant  immédiatement  des  intégrales  indiquées  les  coi^stantes  ar« 
bitraires  C,  et  ©,• 

Dans  le  cas  des  racines  ^ales,  on  réunira  en  un  seul  tous  ]tt 
termes  dont  le  dénominateur  s'évanouit  ;  la  fraction  que  Ton  ob- 
tiendra ainsi  prendra  la  forme  de  | ,  lorsqu'on  négligera  les  cons- 
tantes arbitraires ,  ou  qu'on  les  supposera- égales  entcelles  :  on  pourra  # 
donc  appliquer  à  ce  cas  la  règle  du  n^.  139  ^  ou  celle  du  n"*.  147  ^ 
^elon  qu'il  y  aura  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines,  égales^ 
S'il  n'y  a  que  deux  racines  égales ,  m^  et  m^ ,  par' exemple ,  on  écrira 
^omme  il  suit  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  dej^ 


m^x    — *OT,Jir 
fc  Vdx 


iR^x    ''•^fn^x 


I       7        e      fe  Vdx  e      fe  Fdx        V 

;;;, — m^  I  (  /w, — m^  )....(  m^^^m^  )        (  m^ — rri:^  )..•.(  m^ — m^)  f 

on  fera  .(/w, — m^)...(m, — /î?^)==-W.  et  m^r=m^  +  kion  développera 
dans  çeite  hypothèse  l'expression  ci-dessus:  on  aura 


m^x    •  m^x 


I 


/' 


.«.* 


e      —e      (i+A-+A*-^ — +etc.); 

f—m^x 


•m^x 


— m^x 
Vdx^ft  Fdx—kfc        '  Vxdx^^k*fe 

1 


Vx^dxf^  etc; 


(ot, — tn^)»..{m^—m^)         iW.        dm^ 


'M,  k  M, 

»  ■      ■         ■    -4*     ii_  ' 

I  dm^*' 


*mf 


l.X 


+  etc; 


Substituant  ces  valeurs ,  en  se  bornant  auK  termes  bîi  A:  ne  passe 
pas  la  première  puissance ,  on  trouvera ,  après  avoir  effacé  les 
(q,uàntités  qui  se  détriiisept ,  un  résultat  indépendant  de  k  (savoir  ^ 
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t\ke     fi  Fxdx-'ke       xfe  Vdx  M„   ^'T' 


fc  Vdx  5 


m^x         — m^x  *^m^x  j  J_ 

_t       {xft  Vdx-^ft  VxJ^x)       ^M^     m,x    —m,x 


M. 


Vdx. 


dm^ 


Telle  est  la  quantité  qu*il  faut  substituer  aux  deux  premiers  termes 
de  y  lorsque  m{s=.tn^ ,  en  observant  que  les  intégrales  indiquées 
compfennent  impliciteipent  les  constantes  arbitraires.. 

Lorsqu'on  aura  m^=3jn^=^m'i^ ,  on  mettra  les  trois  premiers  termes 
de  y  sous  la  forme 


(m,—m^)  {m,—m^)  Çm^—m^)(    (m,^m^). .  .(m,—m^  ) 


(rn,—m^)e 


m^x 


m^x    '^m^x 

fc  Vdx       (^m, — m^)t^  fc 

+ 


■zw^a: 


Vd 


X 


(  ni^^m^  ) . .  •  (  m^—m^  )        *       (  m^—m^  ) .  •  »  (  m^—m,,  ) 
On  fêta  (jn^^^m^ .  •  •  (/w, — /W;^)=iJf  ^  ,      m^  =/»,  +  A  ,      m^^=m^  +  A  ; 

I  -     .      .  1 


le  coefficient 


deviendra 


(  m^ — m^  )  (  OT, — m^  )  (  /w^ — m^  h^k — h  A* 

et  par  conséquent  il  faudra,  pour  obtenir  les  termes  îudépendans^ 
des  quantités  A  et  il,  pousser  le  développement  jusqu'aiix  termes* 
affectés  de  h^k  et  de  hk^  y  on  aura 


i. 


iw,  h 


d\ 


(  /», — OT^ . . .  (  /a, — OTji)       Af 


dm^     I 
I 


+ 


iW,     h* 


dm^    1,2 


+  etcr 


(ot^ — »îj . . .  (/n^ — /w„) 


M^       dm^     I         rf/72,*    1.1 


+  etc; 


m^x      m,x         ^^      ^a^.                    m^x      m,x         ;j^      ^.^ 
£      =e  .    (i  +  — +__  +  etc.)>  «      =î       (i+— + -  +  etc.) 


i.i 


i.i 


— m^x  .  — m^x  "^m^x'  i^^     — ^i^  "  . 

Je  Vdx=f€  Vdx^kfc  Vxdx+~fe  Vx*dx+^c. 


I     i 


m^m^x  -^m^x  — m^x  i»     - 

^  jt  Vdx=fi  Vdx^kfi  Vxdx^—fc 

2r 


'tn^x 


Vx^dx+  etc.' 


.-   • 
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et    oa   trouvera,   après   les  substitutions  et  les  réductions; 
t       {x^ft  Vdx — XX fc  Vxdx-^rft        '    Vx^dx^ 

^  JL       tà^x  — m^x  vt  ^ 

au  lieu  des  trois  premiers  termes  de  la  valeur  de  y. 

La  marche  de  ce  procédé  est  assez  claire  maintenant  pour  qu*on 
puisse  rétendre  à  un  nombre  quelconque  de  racines  égales  ;  d'ailleurs 
les  deux  résultats  que  nous  avons  obtenus  suivent  une  loi  facile 
.  à  saisir ,   et  peuvent  s'écrire  aiqsi  (  n%  487  ) , 

I  .  I 

m^x      '^^m^x  ^*T7r  m^x    -^m^x  Afx  ^i^    — /w,^ 

J-e      fffc  f'^l^' -^ -J-r'      ff'  fir«+_q.«      /*  Fdxl 

les  constantes  arbitraires  sont  implicitement  comprises  dans  les  ipté- 
grales  indiquées.  Lés  quantités  M^^  M^^  etc.  se  déduisent  immédiat 
tement  du  produit  (m, — m^)  (^m^-^m^  )• . . . ,.(/», — rn^^)  ,  dont  fa 

valeur  est  /2/«^"-*'  +  (;ï-^i)  Pm,'"'* ,  +  T  (n\  précéd.  )  et  si 

on  représente  cetfe  expression  par  Af, ,  on  aura 

K= —,        -Wj=-7 TT T-'  ^^^- 

651.  Parmi  les  équations  du  premier  degré  à  coefHciens  variables  ^ 
nous  ne  considérerons  que  la  suivante 
(a+bxyd'y+P{a+bxy'''d'^ydx+Q(a+ixy-*d'''ydx^. 
, , .+  Uydx''::=zFdx^y 

dans  laquelle  Py  Q , ,  Ç^sont  des  constantes  et  f^une  fonction 

quelconque   de  :r;  nous  ferons  a+ixz=zbt;  nous  représenterons 

par  JF  ce  que  devient  la  fonction  F ,  lorsqu'on  y  met  r au 

Jieu  de  X ,  par  P',  QV  •  • .  Ç"  les  quantités  Pi'^  Q}r\.  • . .  Vb"^^ 
et  nous  aurons 

fdry^r^-'drr^dî^r  Q^iTT^d^-yd^ ;  +  u'ydezzzb-^Wde^ 

équation 


\ 
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équation  qui  dépendra  de 

*"«/';j+/"/—^-'îA+  q^f-*dr*[de +  V\ie=^Q  (  n%  647  ); 

On  satisfait  à  cette  dernière  en  prenant  ^^f  ;  car  en  y  substituant 
au  lieu  de  î,  ^^^  ^{;. •■••*...'  </•;[,  les  expressions  /",  me^''^dt^ 

m(m — i)^^Vr, ..m(m — i ).•..(/»— /i+i  )^^^r, 

efle  deviendra  ' 

I«(ot— î  )....( /»  —  /!+ l)'  +  /^/»(«—  I  )..».(/7ï— «+z)  + 

•  .^^  • :  •  •  * .  •  •  •.*..•  .•+  5';w(w2—  I  )  +  r^  +i/=o. 

Cette  équation ,  qui  ne  s'élèvera  qu'au  degré  n^  servira  à  déterminer 
toutes. les  valeurs  de  m;  formant  ensuite  celles  de  {;»  on  en  déduira 
l'expression  générale  de  at  ,  comme  dans  le  n"".  649. , 

Legendre  a  fait  voir  que  Téquation 

peut  se  transformer  dans  une  autre  du  même  ordre  et  du  même  degré 

et  dont  les   coefficiens  sont  constans.  II  suffit  pour  cela  de  faire 

de  dr        df 

^^:=idu^  d'oh  il  résulte  --^  =  —7^ ,  et  d'exprimer  les  coefficiens 
/  de        edu 

d?  d^r  •  {pT 

différentiel^  j^ ,      -—^  $      -rj-  9  etc.  par  ceux  qiu  répondent  à 

rhypothèse  de  ^  i^  constant  ;  on  trouvera  par  les  formules  du  n"*.  77, 

d[  i       d:^  . 

de  ,        e  .    du 


d\    _    l  /  d\  d[  X 

de^         e*  \   du^         du  y 

de^  ^  V  du"  du'    ^    du  y 

d\    X  y'  d^i  6d^i        iid\        6^l\ 

etc. 

dr     '     d^i     ''  ■  "  ' 

les  nombres  qui  multiplient  — r^ ,    -7-7- ,  etc.  dans  ces  exprès* 

*     ,     .  du  du*  ---  * 

I        '  ,  *  •  • 

sions ,  sont  précisément  les   mêmes  que  ceux  qui  multiplient  les 
puissances  analogues  de   u  dans  le  développement  des  produits  ^ 

u^      u{ti — ^^î),      u{u — 1)(« — 1)9  etc. 
Calcul  intégral.  B  b  b 


/ 


\ 


\ 


578      Cfl.  m.  iNTéCRÀTîCN  DES  ÉQ^VATIONS 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquâlian  proposée  mise  Wus 
la  ferme 


,  • 1  •       - —  -  '    ' 


651.  Si  l'on  a  un  nombre  m  cFéquations  difFérentidl»  du  pteflKfer 
dep^ ,  renfermant  un  tio»J»».  !«+ 1  de  v&tiaWes  ;  une  ieuk  de  ces 
variables  ser«  iiidipeR<(an<e,«t  les  m  autres,  eo  seront  des.  fionctloos 
ImpUeites  (  «%^8  )..Xjuîwii«é«  dernières^  «t  leurs  eoèficpens  *£*• 
<^«iHÎeU>)  M  s'($levet«^nrV<»  Muddà^e  la  pnenière  puissance  dans 
les  équations  proposées  i  <îUiJ  seront  alors  :ilu  ^Rreflûq:  dép«»  00 
pourra ,  par  la  méthode  indiquée.  nV  7S  ,  parvenir  à  une  équation 
difiérentieUe  du  -premief  degré  «»tre  l'une  des  fonctions  'à  déterminer 
çt  1*  variable  que  Ton  regarde  comme  indépendante  j  «sais  on  peut 
quelquefois  éviter  les  calons  de  rélimination ,  en  intégrant  conjoin- 
tement Jes  équations  proposées  par  un  procédé  que  nous  feroos 

bientôt  connoîtrc;  ^ 

Considérons  d'abord  les  trois  équations  du  premier  degr^  et , du 

premier  ordre  ' 

du         dx      ^dy     ^ 
^,du     ^dx      ^dy     _^ 

dans  lesquelles  les  varioles  « ,  *  et  jk  sont  regardées  cotnme  de» 
fonctions  implicites  de  /,  et  les  coeffiâens  M^S^. . .  T,  Jlf,  JV',. . .  T", 
M'  N"  . . .  T'  ne  renferment  que  cette  dernière.  En  éliminant  de  ce» 
éqJations  les  variables  * ,  j' et  leurs  coefficieos  différentiels ,  oii  en 
déduiroit  entre  «  et  r,  une  équation  du  premier  degré,  ej  du  troisième 
ordre  ;  en  effet ,  si  on  différentie  chacune  de  ces  équânons  deux  fois 
en  regardant  toujours  dt  comme  constant,  on  <>b«ndM  six  «louvelte* 
équations  à  joindre  aux  précédentes ,  et  U  ne  faudra  éUminer  entre 
toutes  que  les  huifquantkés 

'dx     dy      d'x      £y^     .£x^.   £y_^. 
*»  ^'  Tt*   Tt*   ~dF*    de*     d^*    d^  :    . 
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il  restera  donc  une  équation  dans  laquelle  les  quantités^  u  ^    — — ., 

d'à         iPu  ^  "  , 

9  ne  monteront  qu^ati  premîeir  degré.  Il  est  facile  de 


voir  que  cette  écpiation  sera  de  la  forme 

du  tftt  ^u  ■    ■ 

.      ^  .    Jt   ^     d^  ^     de"  * 

€t  que  les  quantités  Ty.T\  T\  n'entreront  que  dans  T^'; il  suit 
de  là  que  ces  quantités  n'augmentent  pas  la  difficulté  de  l'intégration 
des  équations  proposées  ,  piôsque  Péquatîon  ci-dessus  ne  dépend  que 

de      '      ^-<C,+-Bi^+C^+P^r=o  (dT.  <4r)(*)-      • 

LorsquQpar  le  moyen  des  valeur»'  de  ^  ,t  on  aura  trouvé  l'expression 
générale  de  2^ ,  on  la  substituera  dansîes  valeurs  de  a:  et  dey  données 
par  rélimiaatipfiy  et  les  résnkats  seront  aussi  tes  expressions  générales 
des  fbncûons  ^tty,  et  i(  est  impottant  de  véiûarquef  qn^eUes  ren- 
fermeront chacMve  les  tijoîs  constantes  atixuaiires  qui  se  trouvent 
dans  celte  àtu. 


mi0mm^ 


{*)  SI  L*on  trouvoît  quelque  difficulté  à.  saisir  les  conséquences  déduites  du>  calcul    * 
indiqué  ici ,  et  que  )e  n'ai  point  développé  à  caute  de  sa  longueur ,  il  suffira 
d'achever  Télimination  de  x  entre  les  équations 

du  dx'    *  ... 

*    dt    ^  dt      • 

qui  ne  reaferment  que  trois  Inconnue» ,  et  qui  deonent  par  leur  diffiièiitiatioA 

En  écrivant  ainsi  ces  dernières 

du  dx        d^u        d*x 

on  parviendia  san»  pdae  à  l'équation  du  second  ordre  en  »  et  ^^  après  avoir 

dx       d^x 
chassé  X  »  — -  et  r^  9  de  ces  équations  et  des  proposées. 

Bbbi 


« 


/ 


38o  Ch.  III.  Intégration  i>ks  é(iua  tioks 

653.  Par  un  procédé  analogue  à  celui  du  &"".  647  ,  rintégration 

'des  trois  équations  proposées  se  ramène  immédiatement  à  celle  de 

ces  mêmes  équations  lorsque  T^  T\  T*  sont  zéro;  En  cflfet ,  d'après 

ce  qui  précède  la  valeur  de  ^ ,  qui  n'est  que  ce  que  devient  u  dans 

cette  hypothèse ,  est  de  la  forme  C,;f,  +  (7.{;.+(7,ç,  ;  pour  conserver 

l'analogie  nous  changerons  [^^  ^^\  K\j^^  ^u  ^%^  ^\  %  en  sorte  que 

ces  quantités  désigneront  des  valeurs  particulières  de  u  satisfaisant 

^ux  éqihitions 

du         dx        dv 

dt        dt        dt 

-^  dt         dt  dt  '  g 

T  ^.  ^'^^dt^  dt^  dt 
et  l'expression  complète  de  u  dans  ces  dernières  sera  C,u,  +  Cjii^ + ^)^r» 
mais  il  e$t  évident  que  a:  tty  doivent  être  de  la  même  forme  et  ne 
peuvent  contenir,  vivant  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  que  les  mêmes 
constantes  arbitraires:  nous  prendrons  donc  pour,  ces  variables  les 
expressions        C,*,- +  C^x^^Cpc^ ,  C^,  +  ^a^» +^î^î  f 

^\y^%yx>,^yxyy%^y^%  étant  des  valeurs  particulières  de  x  et  à^yl 
correspondantes  aux  valeurs  respectives  de  a.  On  s*assureroit  de  même 
que  d£is  le  n^.  647 ,  que  ces  expressions  satisfont  aux  équations  {A) , 
et  on  peut  les  étendre  aux  équations  proposées  en  y  regardant  les. 
quantités  C, ,  C*^ ,  C*^ ,  comme  variables.  On  trouvera  alors 
du^^C^du^'>rCJ;u^'\-C^duj^-\-u^dC^'\'UjLC^'\'UydCT^ 
dx^C.dx,  +  CJx^  +  Cydx^  +  x^d  C,  +  xJC^ + x^dC^ 
dy=C,dy,  +  CJy,+qdy^  ^yAC,  +yj  C,  +y^dC^  ; 
mettant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  u^àt  x  et  de  ^,  dans  les 
équations  proposées  „   et  supprimant  les  termes  huk  d'après  les 
équations  (A) ,  on  aura 


On  tirera  de  ces  équations  des  valeurs  de  iC^  ,^C. ,  dC^^  qui  seront 
de  la  forme  fl.ir,      ô^^/r,      ff^^r,  et  donneront 

Q=/9,^/+c.,         C,=/M^+r.,         C,=^/My+c,î 
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tt  ne  nOHS  reste  donc  plus  qu  à  nous  occuper  des  équations  (A). 
654.  Lorsque  les  coefficiens  M^N^  etc.  iM',  JV,  etc.  ili",JV",etc 
sont  constans ,  on  peut  supposer  dans  ces  équations 

u  —  i'^y        x=»tm*^        ^==j8é'»',  et  il  vient 

équations  qui  serviront  à  déterminer  tt^  fi  tt  m.  La  résultante  que 
Ton  en  déduira  ^  en  éliminant  a  et  jS ,  sera  du  troisième  degré 
par  rapport  k  m\  en  désignant  ses  racines  par  tn^^  ^a  »  ^)  >  on  aura 

m^t  mj  m^t  V  •      /  m,t  mj  >  m^t 

u,=:  c       ^  u^=  c       ,  u^=  et  i  u=C,  e       +C,  e       +C^  c 

fn^t  TtîjL.  ''^î'v"        /  ^^^  ^^  ^\^ 

y,=fic^y^=lic     \y^=(ic        }  \y=C,fic       +(7^e       +C^c 

Si  les  équations  {A)  étoient  de  la  forme 

.  ^      dt        d  t        du 

^       dt  dt         d  t/ 

on  feroit  comme  dans  le  n*.  6ji,   tf+^/=*i,et  ds^=sdu;  les 
équations  résuUantes  n  auroient  plus  que  des  coefficiens  constans. 

^extension  de  ce  qui  précède  à  un  nombre  quelconque  d'équation» 
du  premier  ord^e  et  du  premier  degré  ne  sauroit  présenter  dé  difficulté. 
On  voit  bien  que  quand  Téquation  en  m  aura  des  racines^  imagi- 
naires y  il  faudra  transformer  en  sîtxus  et  cosinus ,  Tes  termesdes  ex- 
pressions de  a:  et  de  y  qui  contiendront  ces  racines  y  et  sV  Ton  a  bieil 
compris  ce  qui  a  été  dit  à  cet  égard  pour  les  équations  du  premier 
degré  à  deux  variables ,  ainsi  que  le  procédé  relatif  au  c<B  ois  . 
réquation  en  m  a  des  racines  égales ,  on  ne  sera  etebarrassé  dan» 
aucune  des  circonstances  qui  pourront  se  présenter, . 


jFl    Ch.  IIL  INTEGRATION  DSS  ÈQ^UATIONa 

655.  Passons  niaintenant  aux  équations  desocdtes  supérieurs  A 
premier;  soient  les  équations  à  trois  variables 

dt         dt    .       di^  dt^ 

du         jdx  é^u  d^x 

Si  on  éliminoit  Tune  des  variables >  x^  par  exemple»  on  arriveroit  à 
une  équation  finale  »  en  m  ,  du  premier  degiré  et  du  quatrième  ordre  ; 
mais  en  faisant 

*=  Q*.  +  C.:r,  +  q ATj  +  C^a:^  , 

expressions  dans  lesquelles  »,  ^  «^  ^  u^^  u^^^  x, ,  x^^  ^)  9^4  9  <lé- 
signent  des  valeurs  particulières  de  «  et  de  x  ,  satisfeisant  aux 

équations 

mr        T^^^     ^^x     ^  d^u       ^-à^x 

dt         dt  dt  dC 

et  regardant  Co  d»  ^i>  Q*  comme  variables  ji  on.  aura  seulement 

</x  =  C,</x,  +  C,i*»+  C}</*,  +  C4</Ar4  , 

si  de  même,  que  dans  le  n*.  647 ,  on  suppose  que 

x,dC,+xJ  C,+x^d  G^+x^JC^^o  i 
il  viendra  ensuite 


d^u=    C,d^u,  +  C.i*«.  +  C,«^«,  +  C4«/'«4 
'+  du.dC, + duJC^ + du^dC^ + </«4rfC, 


; 


Ces  valeurs   étant  substituées  dans  les  équations  proposées,  les 
réduiront ,  en  vertu  des  équations  {B) ,  à 

{Rdu,-^Sdx,)dC,Jr(^Rdu^-k'Sdx^)dC^'k 
^lRdtt^-irSdx^)dC^-i^[Rdu^JrSdx^)dCf\—'^'^^- 

(  RId  «,  ^S'dx,  )dC,  +  {R'du^+S'dx^  )dC, 


+  (  R'du^+S'dx^  )dCi+i  R'du^+S'da^)d 


c}^r4^- 


\ 
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I 

avec   ces  deux  équations  et  les  précédentes  on  déterminera  dC, , 
dC^ ,  dC^  et  dC^ ,  en  fonction  de  la  variable  e  et  de  sa  différentielle. 

La  régularité  de  ce  procédé  ne  laisse  aucun  doute  sur  le  succès 
de  son  application  à  un  nombre  quelconque  d'équations  du  premier  , 
degré  et  d'un  ordre  quelconque;  il  suit  de  là  que  les  théorèmes , 
démontrés  n  "*.  647 ,  pour  les  équations  dîflPérentielles  du  premier 
degré  à  deux  variables  seulement ,  s'étendent  aussi  à  un  nombre  m 
îf  équations  du  premier  degré  ^  d'un  ordre  quelconque  n  et  contenant 
m+  i  variables. 

Lorsque  les  coefficiens  des  équations  (B)  sont  coastans  ou  de 
la  forme  '  ►         ' 

M,  N,  P(a+bx),     Q{a+ix),    R{a+bx)%     S{a+bxy 
^M.N'.PXa+bx),     Q'ia^tx),     RXa+bx)%     S'ia  +  bx)% 
on  obtient  de  même  que  dans  le  n"*.  65 1  les  valeurs  de  »  et  de  j^  qui 
satisfont  à  ces  éqnations. 

656.  D'Alembert  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  l'intégrattoQ 
immédiate  de^lusieurs  équations  différentielles ,  et  la  méthode  qu'il 
imagina  dans  cette  occasion  est  trop  ingénieuse  pour  la  passer  sou^ 
silence.  Soient  i%  les  équations 

(Mu+Nx)dt+Pdu+Qdx=Tdi\  ' 
lMu^N\x)dt+Fdu+Q;dxz=:rdÉ; 
si  on  multiplie  la  seconde  par  un  facteur  i ,  fonction  de  / ,  et  qu^on    ' 
rajoute  ensuite  à  la  première  ^  il  viendra 

[{M+M0)u:\^(N+m)xyt+(P+F6)du+(Q+  Q;9)dx=(T+  T'B)dt^ 
résultat  qui  rentreroit  dans  l'équation  dupreàaier  degré  et  du  premier 
ordre ,  à  deux  va^riables  seulement  »  si  l'on  avoit 

du  A i      dxz:=id\  UA yl 

puisqu'en  faisant  u  +  ■  ;r  =  ;[ ,  on  trouveroit 

{MA'M6)^dt+_{P+Fi)di={T+T'6)dt,. 
et  par  conséquent 

1  y  P4.p'i  ^   ^' 


3^4   Ch.  ni.  ÏNTÈCRATl'bN  D  £S'à  tl  l/AT  I  0  N  S 

Pour  que  la  condition  exigée  soit  remplie  ^  il  faut  que 

9  ^>     3.^.     HJfA     .=Q> 


P+F9  M+m   '  iW+iM'fl 

chassant  0  de  la  seconde  équation ,  on  en  déduira  une  relation  entre 

les  coefEcîens  itf ,  A^ ,  P ,  Q  5  M\  N\  P',  Q';  mais  lorsque  ces 

coefficiens  seront  constans»  elle  sera  satisfaite  immédiatement   en 

supposant  9  constant  ^  et  ce  facteur  sera  déterminé  parla  première 

iéquation  qui  ne  monte  qu'au  second  degré.  Si  on  désigne  par  .9^  et  9^; 

'  ,     :.  1        j   ^  11     j    M+M6 

les  deux  valeurs  de  9 ;  par  m^  et  m^ ,  celles  de  — ~ — 57T-; par  /»,, n^ , 

N+N^B  T+T9 

^^"^^  ^^    iti+3i^fl   ^  enfin  par  T,,  T,,  celles  de  ^^—^^  oa 

trouvera  ces  deux  équations  primitives 

u+n^x=e  (/e       T.rfr+C,) 

tt+f2,x=e  {fc       T^de+C,)i 

4  3 

desquelles  on  tirera  les  expressions  générales  de  u  et  de  x. 
%'.  Soient  les  équations 

(Mu  +  Nx+Py)dt^  (^du+  Rdx+.S  dy=Tde] 
lM'tt+N'x+Py)dt+  q'du+R'dx+S'dy  =  T'de 
(M"it'\-N"x+Py)dt^  q^'du-{-R"dx-^S"dy  =^T"dti 

on  multipliera  la  deuxième  par  9 ,  la  troisième  par  d'  ;  on  les  ajoutera 

ensuite  avec  la  première ,  ce  quf  donnera 

[  (-W  +  i»f'  ô  +  M"^')u  +  (  N-\-  N'd  +  ATfl'  )'*+  (  P +/>'« + P"B'  )y'\de 

pour  ramener  ce  résultat  à  la  forme  d'une  équation  du  premier  ' 
degré  çt  du  premier  ordre  à  deux  variables ,  on  fera 

R+R'é  +  R"d'  j         S-i-S'i+S"r    ^    __ 

*'r  "*"  iM+ia'fl  +  M"9'  "^     "^-3/ +  JW'fl + Al"?'"''  J  * 
d'oii  il  suif  '  ' 

R-irK^-\-K'V     N+N'i+N"6'      Sj^S'6+S"û'  _  P+P'B^P^Ù'  , 

Les 


I 


N 
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Les  deux  dernières  équations  auront  lieu  d'elles-mêmes  en  prenant  9 
et  9^  constans,  si  les  coefHciens  du  premier  membre  des  équations 
proposées  sont  constans  aussi  :  les  facteurs  0  et  V  seront  déterminés 
alors  par  les  deux  premières  équations.  Le  résultat  final  en  d  ou  en  9^"* 
ne  montera  qu'au  troisième  degré  ;  on  peut  le  .  simplifier ,  en  ob> 
servant  que  les  équations  proposées  ont  chacune  un  coefficient 
arbitraire  (  n*.  195  )  et  faisant  Q  +  Q9+Q''9'=i  »  puis  posant 
/{ 4- i?'$+ )?"«'=«,  -  ^+i"«+^'9'=j8,  on  trouvera  pour 
JK+jIf'O +«"«',  JV+JV'«+JV"9',  i>+P'»+/»"fl',  des  expressions 
de  la  forme  .^+^'*+^"|3,  5 + 5'« + i?"i3 ,  C+C«+C"j8, 
et  il  viendra ,  entre  «  et  jS ,  les  équations 


BArB'*JrB''fi 


p —  — 7~. — ^7    :    mZ  » 


.  - 

qui  conduiront  évidemment  à  une  équation  finale  du  troisième  degré. 
Considérant  donc  chacune  des  racines  de  cette  équation  en  particulier^ 
on  obtiendra  trois  équations  primitives  de  la  forme 


uj^n,x^p,yr=zc 


'tn^t 


m^t 


u+n,x+p^^e  ifc       T,dt+C,) 


'ffiyt      m^e 


657.  D*Aiembert  applique  aux  équations  du  premier  degré  d'un 
ordre  quelconque  ce  procédé ,  qu'on  étend  saiis^  peine  à  un  nombre 
quelconque  d'équations  du  «premier  degré  et  du  premier  ordre  >  et 


(^)  On  parviendra  directement  à  ce  résultat ,  en  transformant  pai  réliminatiofi 
les  équations  proposées  en  trois  autres ,  qui  contiennent  séparémoit  les  diiKrèn* 
tîeUes  0Uf  dx  et  iy^  et  qui  soient  par  conséquisnt  de  h  ferme 

4u+{Au  +  B  x-^-Cy^dirrzrdt    ~ 
dx  f  {A'  u  +  B'x  +  C'y  )  di=r'dÊ 
.       dy+lA''u  +  S''x  +  Cy)di=T'dti 
on  pourroit  changer  de  même  les  équations  du  n*.  précédent  en 

4u  +  (AttJ^Sx)dt!=:rdi 
dx+XA'u+B'xîdt^zr'dt  : 
dest  ainsi  que  d*Alembert  présente  ces  é<}uations* 

Calcul  intigraU  ^  _       C  c  c 


,* 
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pour  cela  il  ramène  les  premières  mxx  secondes.  Aérant  par  exemple 
deux  équations  <Ie  la  ferme 

i/r         dt  ai*  dr 

il  fait  du=:pdf^  dx=sfdt^  et  il  a  par  conséquent  entre  ks  cinq 
variables^,  ^9  ^ »  /^  et  f ,  les  quatre  équatioas  du  prtmkr.  ordre^ 

{Hu^Nx+Pf+Qf)dt+Ild/f+SJi=Tdt 
lMu+N'x+P'p+Q;q  )  i/z+A'^^+y^^  =2  rdi 

pdt du  =  0  fdi-^^dx=s:0^ 

qu'il  traite  alors  par  la  méthode  du  n*.  précédent* 

658.  Cet  artifice  d'anaîyse  s'applique  également  amc  équations 
du  premier  degré  de  tous  les  ordres ,  quel  que  fbit  leur  nombre  ;  ef 
ce  fut  par  son  moyen  que  d'Alcmbert  intégra  les  équations  Ai  premier 
degré  à  deux  variables  seulement.  En  effet ,  si  dans  Téquation  du 
trobième  ordre,  par  exemple  ,  1 

A+/'<y^^+  Q,dydx''+  Uydx^:=:Fdx\ 

on  fait  dy=pdx^  d^ys=:dpdx:=qdx\  elle  deviendra^ 

df+Pqdx+QpJx+l/ydx^FdXy 
et  on  pourra  traiter  ensemble  les  trois  équations 

(^Pq+QjP+Uy)dx+dq7=iydx 

gd  x^-^dp  =0 
pdx — dy  =  o^ 

qui  ne  sont  que  du  premier  ordre.  En  opérant ,  comme  dans  le 
n*.  656,  on  trouvera 

[{P+9)q^(Q^t')p+Uy]dx+di^Up-i'dy:=^Fdxi 
prenant  ensuite  j  —  (^p — 8'^  ==:;{,  et.  regardant  î  et  0'  comme  des 
fonctions  de  :i? ,  il  en  résultera 

;  dq'^6dp^i'dy  =  di  +  pd0+jrdû'i 

par  là  l'équation  ci«deftstis  prendra  ta  forme 
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et  si  on  la  compare  avec  Z^dx  +  d^^ssFdx,  dont  l'intégrale  est 
\j=ir^''*{J'tf'*'VdxAf  C) »  "»  observant  que  ^  =  f — ^p^Vy , 
on  aura 

P4.d=cZ,       Q+»'+4^  =  — Zff,       C^+j1L=— Z«':   - 

dx  dx 

après  avoir  éliminé  Z  de  ces  trois  équations  »  il  en  restera  deux  du 
premier  ordre  entre  4  et  %\  qui  conduiront  à  une  du  second  par 
rapport  à  I  ou  à  S'.  Lorsque  les  coefficiens  P  ^  Q^fX  V  seront 
constans ,  on  pourra  supposer  que  0  et  (Me  soient  aus^ ,  et  il 
viendra  seulement 

Cette^dendère  équation  en  fournira  trois  ^  parce  que  l'équation  finale 
en  0  s'élèvera  au  troisième  degré  ;  on  pourra  donc  déterminer  sépa* 
rémeot  ^^  p  et  y.  L'application  de  cette  méthode  à  toute  autre 
équation  du  premier  ordre,  ne  sauroit  avoir  aucune  difficulté ,  et  si 
Ton  rencoatroit  pour  9  des  racines  imaginaires  ou  des  racines  égales  ^ 
on  feroh  usage  des  procédés  du  n"".  650. 

659.  Oo  peut  encore  se  servir^  ainsi  qu'il  suit,  des  facteurs  pour 
intégrer  les  équations  du  premier  degté,  ScMent  les  équations  à  trots 
variables 

l'une  de  Tordre  n  et  l'autre  de  Tordre  191  ;  on  multipliera  la  première 
par  ^dx^  la  seconde  par  ^'dpe,  Ton  ajoutera  les  résultats  ^  et  il 
viendra 

Ccc  X 


■\ 
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^^^+^«£^-+'^ 


/  yJ 


+c^rl 


=  (^|+^'Ç')«/* (^: 

il^  faudra  déterminer  les  facteurs  ^  et  i'  par  la  condition  que  cette 

dernière  équation  soit  une  différentielle  complète.  On  trouvera  par 

les  formules  du  n'.  90,  en  observant- que ^x  est  coastant  ,  et  en 

écrivant        -r-^zr»         ,  ._>  ,  etc.        .  ^.  ,      ,  ,_,  ,  etc. 
à  la  place  de  j^, ,  y^_, ,  etc,  î,  <•  î,_,  ,  'etc.  les  deux  équations 


4t.^j4        (f-\^B 


«/*» 


^f*'- 


•  • 


^•V"!  *^~    ^Ç'^l 


<i*» 


>    J 


<ic— *. 


dxT 


doe 


dx 


'•|^...±|'£^' 


'=0 


4^:^ 


'^"'•Ç^'...d=e'£^. 


=0 


«r*' 


Lorsque  ces  conditions  seront  remplies  >  Tintégrale  de  Téquation  (A) 
sera  de  la  forme 


^  y       ^  y  d^y        ^^V     .  ^  'y 

tf  — ^+i8  — -...  +  0  -^+ V  — =^+4  — ^..♦.  +  « 


dr^\ 


dx' 


^o. 


Ppur  obtenir  les  valeurs  de  «,  i8 ,  etc.  tf » ,  i3, ,  etc.  on  différentîera 
et  on  comparerai  résultat  avec  l'équation  (>);  on  trouvera  ainsi 


etc.' 


etc. 
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Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  développer  les  expressions  de  « ,  jB ,  etc. 
*t  f  '^xy  ^c.  nous  nous  bornerons  à  faire  observer  que  les  équations 
qui  doivent  donner  les  facteurs  ^  et  |'  sont  indépendantes  des 
fonctions  V  et  V ,  et  que  si  Ton  peut  se  procurer  n+ ««valeurs  de  Ç , 
et  autant  de  |',  on  aura  un  pareil  nombre  d'équations  de  Tordre  7z-~i  , 
entre  les  fonctions  inconnues  y  ^  { ,  et  leurs  coefEcLens  différentiels  ; 
mais  si  «  >  /t ,  la  seule  différentiation  de  la  deuxième  équation  pro- 
posée y  poussée  jusqu'à  Tordre  /i— i ,  donnera  n^^m  équations  ^  eh  y 
comprenant  cette  équation  elle*mème  y  et  on  aura  par  conséquent  en 
tout  n-^-m-^rnr^m  ^  ou  a  a  équations;  si  on  en  éliminé  les  in«^i. 
inconnues  • 


^"> 


î* 


à\        i\ 


^\ 


i-i  > 


)a  résultante  sera  une  équation  primitive  entre  x^yt^n-^m  constantes, 
arbitraires.  Nous  laissons -au  lecteur  à  faire  l'application  de  cette 
méthode  à  un  plus  grand. nombre  d'équat\ons  du  premier  degré  :  lors^ 
qu'oki  s'en  sert  pour  Téquation  de  ce  degré  à  deux  variables  seule» 
ment  ^  elle  conduit  au  même  résultat  que  celle  dû  n"*.  647  ^  mais 
d'une  manière  moins  simple  ;  car  il  faut  multiplier  Téquation  d'oh 
dépend  le  facteur  | ,  le  seul  à  considérer  dans  ce  cas ,  par  un  nouveau 
facteur ,  et  Téquation  qui  doit  donner  ce  dernier  y  se  déduit  de  la 
proposée  en  7  faisant  V^=zt.  Les  calculs  à  effectuer  sont  semblables 
à  ceux  qui  précèdent  ;  les  formules  relatives  au  preqiier  facteur  £ 
s'obtiennent  en  supprimant  dans  celles  qui  ont  été  trouvées  plus 
haut  y  tout  ce  qui  a  rapport  à  la  variable  {  et  à  la  seconde  équatioo 
proposée. 

660^  Nous  croyons  devoir  rapporter  ici,  d'après  Euler,  la  so- 
lution d'un  problème  de  Géométrie ,  qui  conduit  à  des  équations  du 
premier  degré  de  tous  les  ordres.  Ce  problême  a  pour  objet  la  dé«, 
termination  des  courbes  qui  ont  des  développées  semblables  à  elles* 
On  a  déjà  vu  (  n"**  173  et  178  )  ,  que  la  cycloide  et  la  spirale  loga* 
rithmique  étoient  dans  ce  cas  ;  mais  la  question  ,  envisagée  sous  le 
point  de  vue  le  plus  général  >  est  résolue  par  une  infinité  de  courbes 

différentes. 
On  considère  y  dans  eette  recherche  y  une  courbe  comme  ayant  une 

infinité  de  développées^  à  commencer  par  celle  qui  la  produit  immédia*- 


I  • 
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tement ,  ^u\>n  nomme  la  première  développée  ;  Tient  après  la  déveJ 
loppée  de  celle-cî ,  qu'on  nomme  la  seconde  développée ,  et  ainsi  de 
'  ^'  suite,  la  courbe  AM^fig.  23 ,  a  pour  première  développée  la  courbe 
jtMt  ;  celle-ci  a  pour  développée  A'M"^  qui  est  par  conséquent  la  se- 
conde développée  de  A  M ,  etc.  H  est  à  propos  de  remarquer  que  les 
rayons  de  courbure  des  courbes  représentées  dans  la  figure  citée , 
croissent  tous  en  même  tems ,  et  qu'alors  toutes  les  développées 
engendrent  simultanément  leur  développante  de  la  même  manière  y 
c'est-à-dire ,  que  tandis  que  A'M^  se  développé  pour  produire  AM^ 
A^liÊf^'St  développe  aussi  pour  produire  j(M\  et  A^M**^  potir  pro-* 
duire  A' M".  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  les^^.  14  et  ly  ;  on  voit 
par  la  première ,  que  quand  A' M  se  développe  pour  engendrer  AM^ 
A" M'  s'eiiveloppe  pour  former  A'M\  puisqu'à  mesure  qu'on  avance 
de  A'  vers  -W,  le  rayon  de  courbure  MM^  se  raccourcît,  tandtf 
qite  MM  augmente.  La  figure  25  présente  le  même  renversement  ^ 
mais  pour  la  troisième  développée  ;  ainsi  tandis  que  A  M!  et  yi^M* 
se  développent ,  A''' M'-  s^envetoppe. 

Cel*  posé,  si  on  regarde  les  courbes  AM  et  AlM\  fig.  23  i 
comme  des  assemblages  d'arcs  de  cercles  5  décrits  sur  les  rayons  de 
courbi^es  consécutifs ,  les  secteurs  Mm' m ,  M!m^m\  M'm'^n/'^  etc, 
terminés  par  les  rayons  MU\  MM\  mm\  m'm\  MM^,  M"M\ 
îr!nî\  WL^ffl'^y  etc.  perpendiculaires  deux  à  deux  ,  seront  semblables 
et  donneront  Mm'Mm'iMWiQtc.  ::  MM:M'M':M''M'":etc.En  faisant 

;JWAf'=r,  iM'itf^=/,    ■     M'[M'''='^,    etc. 

Mm=ds,        M'm'  =  ds\       M'm''  =  d/\  etc. 

on  aura  aussi  M'm'^^dr^      Af'W^=//,  etc.  et  par  conséquent 

etc.  etc. 
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On  aura  Téquation  de  telle  développée  que  ron  voudra ,  par  le  moyen 
de  son  atctt  de  son  rayofrde  coarbrure ,  en  combinant  ensemble  les 
équations  qui  se  cortespondeot  dans  ces  deux  suites,  S^  quelqucs-uaes 
4es  dévelo^>ée8  de  la  courbe  proposée  dévoient  être  placées  ^  par 
rapport  à  elle ,  dan^  une  situation  inverse  des  autres  ^  il  faudroit 
xiooner  le  s^;Qe  -t^  aux.  rayons  de  courbure  cle  celle  qui  les  suit 
imtnédiateaient.  Dans  la  figure  314 ,  par  tx^m^U^  M!M'  décroît 
tandis  que  MM!  augmente  ;  on  a  donc 

ds 
Soit  pour  abréger — =ss^y,  et  prenons, eette  différentielle  pour 


V 


•  • 


constante  ;  nous  aurons 

,     dr  d^r  éPr  d^r 

r=:— -,       r==t-5~--,       r  ==c     ,  3  »       ^  ==tt -— — ,  etc. 
dv  dv^  '    dv^  '  d^f^ 

661.  Lorsque  la  courbe  AM  doit  être  semblable  à  Tune  de  ses  dé- 
veloppées et  placée  dans  le  m&mesend  qu'elle  ^il  fautant  tes  arcs  AU,^ 
comptés  depuis  le  premier  point  du  développement ,  soient  propor- 
tionnels à  ceux  qui  leur  correspondent  dans  la  développée ,  et  qu'il 
en  soit  de  mSmé  du  rayon  de  courbure.  S'il  s'agiSsoit  »  par  exemple  , 
de  la  seconde  développée,  on  auroit  pour  tous  ses  points, 
AM:A"M"v.MM'iM"M''\:i:a^  a  étant  une  constante;  oii 

tketoit  de  là  s"=^as^  /'=i;5jff  ^et  substitiiapi  dans  IVquatioa  /'=- 


d>^r 

d^r  d^r 

il  en  résulteroit  — a  r  =  o.  En  général ,  --j-;p-  *— nr  =î:  o  sera 

I,*équation  de  la  courbe  directement  semblable  à  sa  développée  de 
Tordre  0,  et  dans  son  intégrale  ,     ^ 

r=C,t      +C>       +  Q      (n^64{r),         ^ 

les  lettres  w, ,  m^ ,  Vn^. . .  ♦/w^,  désigneront  1er  racines  de  l'équation 
/»" — i=ô,  faciles  à  obtenir  par  les  formules  du  n**.  167.  Cette  intégrale 
n'of&e  qu'une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  r  et  la  fonction  v  ; 

et  puisque  — :  est  *  Impression  ^  de  Tare  qui  mesuie  l'angle  Mm' m 

sur  un  cercle  décrit  ^up  rayon  égal  à  l'unité  ^  il  s'ensuit  que  la 
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fonction  v=  / donne  Tangle  que  fait  le  rayon  de  cour- 

bure  MM\  avec,  celui  "qui  se  rapporte  au  premier  point  de' la 
courbe  cherchée ,  ou  ce  qui  est  la  même  chose ,  Tangle  que  font 
entr'elles  les  tangentes  menées  aux  deux  extrémités  de  Parc  AM^ 
Cette  manière  de  présenter  l'équation  d'une  courbe  ^  est  remarquable 
en  ce  qu'elle  n'employé  que  des  quantités  absolument  inhérentes  à  la 
courbe  proposée ,  et  qu'elle  ne  laisse  d'arbitraire  que  le  choix  du 
premier  point.  Pour  passer  des  coordonnées  r  et  v  aux  coordonnées 

rectangles  x  et  ^  ^  il  suffit  de  se  rappeler ,  que  si  l'on  fait  iy:=^pàx , 

1 

on  aura  ds=^dxy  i  +/%      r:r=  -^ j-^ ,  soit  qu'onregarde dx 

comme  constant  ou  comme  variable  (  a"*.  173  ) ,  et  par  conséquent 


ds dp 


r         I  +/»*  ' 
Substituant  au  lieu  de  r  et  de  v  leui$  valeurs ,  on  obtiendra 


dp  f%  if  /»  dp 

dp      r     "Vi+T"'        vï+F  ^ 


et  ^  à  cause  de  ^j^  :f=/»  ^  X  9 

Afi*  +^««  +^»*  J" 

En  intégrant  par  parties ,  d'après  la  secondç  formule  du  n*.  43 1 , 
on  trouyéra 


(n-/»*)*    ^^i+z"'    '»/i+/''         (i+^'r 

d'oii  il  suit 


/ 


r"= 7:— r» 


on 


% 


» 


; ,  ■ 
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oa  parviendra  d'une  mamère  semblable  à 

f       ^"^  fdp      t  («./>--i) 

— '. T^~ ,. 

Traitant  ainsi  tous  les  terme»  des  valeurs  de  dx  et  </jr,  et  comprenant 
dans  les  constantes  ari>itraires  les  diviseurs  i +/»*,,  i+m\>  etc. 
on  arrivera  alors  à      ' 


équations  dans  lesquelles  ^  et  ^  désignent  deux  nouvelles  constantes. 

/»  dp 

Si .  on  a  voit  C, , .  • . .  •  Q=o  ^  on  élimtneroit     '    ,.    ,  .    —^  y  en, 

divisant  la  seconde  équation  par  la  première^  ce  qui  donneroit 

^ 7-ss       "^  ,  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  cas  revient  à  celui 

des  courbes  qui  sont  directement  semblables  à  leur  première  dévelop- 
pée j  et  qu'alors  on  a  m — a=zo  ;  en  mettant  ensuite ,  dans  Téquation 
précédente,  ;i;  et  j^,  aulieu  de^+^ffet  de^^+^ff,  ce  qui  ne  change 
rien  à/>,  elle  devient  a{xdy'^ydx^z=:^xdx'^ ydy ^  éc^zlion 
différentielle  de  la  spirale  logarithmique  (  n%  605  ). 

Dans  le  cas  général ,  les  valeurs  de  :v4-^  et  de  ^  +  ^9  con« 
jtiehdront  des  imaginaires  qu'il  sera  facile  de  chasser ,  par  les  ex* 
pressions  des  exponentielles  en  sinus  et  cosinlis  l  en  observant  que 

r  ^P 

I----7— ;^===  arc  (tang  ===/>)  ==r,  et  que  par  conséquent 

ï  P  •' 

/>  =  tangV,  raCOSVy        -  ■  =  sm  y. 

^i+P^  Vi  +  p' 

On  déduit  immédiatement  de  là  des  valeurs  de  at  et  de  ^  en  r 
Calcul  intégral.  Pdd-         ' 
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et  en  j;  car  de  âs^dxVT^T^^  on  fire  d x  ^ss:  d $  cf^%v  ^ 
dy=Lpdx=ds  tang  v  cos v=sçi/i^in  v ,  et  x=fds^o%  v ,  y^fds  «in  v  : 
mettant  au  Heu  dç  ^i|  sa  irateur  r^/y ,  on  aura  encore 

X ^=  fr dv cosv  ^       y^=:^ffdv%mvj  • 
formules  génëralts  qui  serviront  à  transformer  les  coordonnées  5  et  y , 
ou  r  et  V ,  en  coordonnées  rectangles  jtf  et  ^.       . 

R 

Dans  toiut  ce  qui  précède ,  on  a  supposé  que  la  courbe  cherchée 
étoît  directement  semblable  à  la  développée  à  laquelle  on  la 
compfgroit  ;  mais  il  peut  arriver  qu*e]le  soit  placée  dans  une  situation 
inverse  :  telle  çst  U  cyclpide^  qui  est  engendrée  par  une  autre  cydoïde 
égale  9  mais  située  en  sens  contraire»  Ce  second  cas  est  compris 
implicitement  dans  le  premier.  X^orsque  la  première  développée 
est  en  sen$  ip verse  ^  la  seconde  développée  se  trouve  directement 
semblable  à  la  proposée  9  et  die  s'enveloppe  lorsque  la  première  se 
dével<vpe}  9ft  aura  <loiic  égard  à  cette  circoostaace,  en  prenant 

d^r  .  .  d^r     ' 

réquation  t^'^^ r-r»  ^w*  conduit  à  -7— -+tfr=o.  Sila  courbe 

^  tff*  d%^ 

cherchée  devoit  être  inversement  semblable  4  sa  troisième  dévelop- 
pée y  alors  elle  le  seroit  directement  à  sa  sixième  ^  avec  cette  restriction 
que  celleci  s'envelopperoit  pendant  que  l'autre  se  développeroit  ;  on 

prendroit  donc  dans  ce  cas  — — +tf  r=o.  En  général  »  pour  avoir 

la  courbe  inversement  semblable  à  sa  développée  de  l'ordre  n  ^  il 

fimdra  pf endre  Téquatioo  -^ + ^z*  »  0. 

Usage  des écnia-  d^x.  La  méthode  4^  substltutlcMts  successireS)  combinée  avec 
Spremie^degri;  l'«»tégratioa  des  équation$  du  premier  d^ré ,  donne  le  procédé  le  plus 
pour  intégrer  par  cotDtoode  et  k  pltis  utijf  pour  intégrer  par  approximation  les  équa- 
approximation.     ^.^^  différentielles.  Prenons  d'abord,  un  exemple;  soit  l'équation 

— ^  +j^  -j-  fliy*»^^  y  dans  laquelle  «  désigne  une^  quantité  très-petite  ; 
dx^ 

d^y  '       ^ 

lorsqu'on  néglige  cette  quantité ,  la  proposée  se  réduit  à  -^--  +j^=* , 

d^y 
et  si  on  compare  cette  dernière  à  Féquatîon  —4"  +  ^yrr^  »  traitée 
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n*.  613  y  on  frottverii  que  sOa  intégrale  est^  a  ^+i^cos;r+f  sinx; 
R^présmtofis  par  T  cette  pretûère  râleur  é%y^  et  faisons  ^=Jr+  et/; 
ea  substituant  dans  la  proposée ,  nous  trouverons 

•  résultat  qui  se  réduit  à  -;^+/=— Jf^%  to  négligeant  les  ternies 

multipliés   par  «•   et  «^,  et  en  observant  que  -^ \'Y=:t.  Or 

F*=**+i*(/>C0S^+j'sînjr7+(;'C0SA:+îsînx)* 

et  {p  cos  AT + j[  sîn  a;  )*=/\îos  x^  + 1/>  y  co$  ir  sifi  >x:  +  ^  sin  Jt^ae 

^/^•(cosa«+i)+/>îSÎn2*+i^y^(f— cosi*)  ( /nr.  n**.4i,43); 

metfartt  la  vakur  de  T*  dans  féquatioii  précédente ,  elle  deviendra 
^J^'       r         (^•+î(/+î*)+i*/^co$â;+i(/^*-^*>cosixil^ 
dx^     "^  \  +i*^smji;+  .j:^f  si|ix«(r 

comparant  cette  dernière  1  Téquatiôn  —~+à^=i?,nous  trouverons 

1  Cm  X 

X  +i*îsinjr+        •     /'fsuixjrl 

Prenons  pour  plus  de  généralité  i{7=:^+^caSi}A^4'>B^sini0jir9  ft 
développons  Tint^rale  de  Téquation 


dx' 


+  fl*/ =î^ + JB  cos  jS:  Jt:  +.JÎ'sîn  i»  x. 


En  substituant  à  la  place  dé  R  sa  valeur ,  et  en  changeant  y  en  y^ 
p  en  y  et  f  en  q'y  dans  Téquation 

i  AtiAxfRdxC^iéx'-^tà&AxrRdxsiïiax 

yz=pcosax+q$max+^     ■  ■  ■  ,         '^ 


a 
obtenue  n%  613 ,  nous  auronsy=âï^costf^+/^ntfjr+<-^-^^ 

a* 
H X^^^^/^*^CPS^'^^<>^/'^-^vCOSiit;i7A/jir$in^4irMSi»:K') 

+  —  (  siiî  *  xjd  JET  cos  tf  X  sin^  )9  :«r  —  COS  il  xfd  xsîntfji:sîn/3*^); 

les  deux  dernières  lignes  de  ce  résultat  s'intégrent  par  les  formules 
du  n%  44a  ^  M  obeervant  que 

Ddd  2 
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sin  tf  *  cos  |8  X  =  îSin(ii  +  i3)x  +  Tsio(« — ^)* 
cos  tf  :«:  sin  j8  *  —  isin  («  +  (8)*— isià(tf— ^  )  a: 
sinfl*sinj8*=— icos(tf  +  )8)«+ico$(ii— ^)*, 

et  il  vient  y=/»'co$tfA;+f'sni4  *+— 

:  .expr^on  ëifuivàlente  à  - 

y=/cos««+j'siiM*+— -) — ; — — ,co$y8.r+— — — .sinje*. 


Lorsqu^on  a  i8  ==  4 ,  les  deux  derniers  termes  de  cette  valeur  de-» 
viennent  in£nis  ;  il  faut  recourir  immédiatement  à  f  intégrale  générale 
et  la  développer  dans,  cette  hypothèse  :  on  trouve 

y^=p  cos  ax+ûsin  ax-\ \ xsinax"^  —  x  cos  a  xv 

On  parviendroit  au  même  résultat  en  mettant  Teipression  obtemte 
.ptécédemment  sous  la  fcH'me^ 

...                 ,.             j4     B(coslix — cosax)     B^sinfix — sînax')      » 
r  =ycos  a  x+ f  sin  a  x-^ — -+  — ^ ^^ ^  H ^ ^ . 

B 
ce  (jui  revient  à  changer  les  constantes  ^  et  à  prendre  ^-^ 


^     B' 

^^  9^' %   '  >  >  ^*^  ^^^  ^^P'  ^^  ^^  /  •  ^*  supposition  de  i?=tf  rend 

<ï  — ^  ...» 

alors  les^  deux  derniers  termes  ^  y  et  Tapplication  de  la  méthode  du 
ti"*.  139  donne  leur  vraie  valeur. 

Quaiid  la  valeur  de  Q  sera  de  îa  forme 
'-^ + -5  ces  iJ  :i:  +  -B'sin  i3  a: + Ccos  7  Ar4-  Cisin^^r ,  îl  sa  fEra ,  pour  avoir 
égard  aux  nouveaux  termes  Ccosyx ,  C^sin  yx^  d*a)outer  au  résultat 

trçuvé  ci-dessus,  la  quantité  — ^ T^osyx+--^ j-sînyx^  et 

ainsi  de  suite  >  pour  tel  nombre  de  termes  que  Toa  voudra» 


n 
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'  Cela  posé ,  reprenons  Téquàtion       '      . 


{ 


nous  aurons  4=1  :  A— —^ — ^;  les  deux  termes  xhpzoîx 

2 

et  xhq%\tix  donneront;  à  cause  de  iô=i^  bpx%\tkX'r^hqxç.o%x\ 
faisant  ensuite  ^=-x ,  on  trouvera ,  pour  les  termes  7(/?* — y*)co$i:«r 


et  pqixTiXX y 


-i- — î-  cos  2  :c 2.  sin  2  Xi  Enfin  ott-suppnmera 


les  constantes  arbitraires /  et  /,  parce  que  la  première ,  valeur  dey, 
,  ou  I^,  en  contient  déjà  un  nombre  suffisant ,  et  il  viendra    - 

li«4-n*-L^»  •      ,  ^        a» — tf"  pu, 

y_ L£LJ-2 *A:(/?sinx — ycosy)+'    ^   cos2.y-h  -^simxi 

on  aura  donc  pour  la  seconde  valeur  approchée 

y 


.=i_îli£±£l±d  +  (^+,*y;.)C0**+  ikjl^lcosx:. 


+  (  f — *  i/>  je  )  sin  *  + 


«/^^ 


shi  2  jr« 


Si  l'on  ne  trouvoit  pas  cette  expression  suffisamment  ex^te,  on 
feroit  y  •=Y' -^^ ^y" y  Y'  étant  la  valeur  de  y^,  obtenue  plus  haut  ; 

et  on  ^ubstitueroit  dans  Téquation  -7^+>''+F*+2*jry'+flt'y*=:o, 


dx' 


d*oîi  dépend  y,  lorsqu'on 'ne  néglige  aucua  terme;  il  yîendroît 
d'Y'  /d^y'  \  »'  ^  ' 

+2*^ry+*V*V 


^V 


i:ésultat  qui  se  réduit  à  'T~-ry'*-\'iYY'z==o .  en  effaçant  les  termes 

d'Y'    ^ 

-^-7- + Jf^' + 1^%  qui  se. détruisent  cntr  eux,  et  en  négligeant  ceux  qui 

restent  affectés  de  «,  après  qu'on  à  divisé  par  cette  quantité. 
Cette  dernière  équation  s'intégreroit  comme  l'équation  approchée 
en  y ,  et  la  valeur  qu'on  eiv  tire^roit  pour  y 'y  donneroit  les  termes 
qui  doivent  être  multipliés  par  a*  dans  l'expfeffion  de  jy. 

663.  La  marche  deja  méthode  que  nous  venons  d'employer  est 
assez  évidente  pour  qu'on  puisse  en  continuer  l'application  aussi  loia 


N 
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que  l'exigera  le  degré  de  précision  auquel  on  veut  atteindre  ;  mais 
elle  peut  être  simplifiée  en  remontant  à  la  forme  qu  elle  donne  à  la 
valeur  de  y.  Il  est  aisé  de  voir  en  effet  qu'elle  revient  à  supposer 

après  les  substitutions  qui  résultent  de  cette  hypothèse ,  l'équation 
proposée ,  ordonnée  par  rapport  à  « ,  deviendra 

et  en  égalant  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  paissance 
de  «  y  ou  aura  les  équations 


d'Y' 


+r  =    h 


■i-r'=--r* 


etc. 
La  première  donnera  la  valeur  de  JT^  qu'on  substituera  dans  la  seconde 
pour  obtenir  celle  de  Y\  et  ainsi  de  suite.  L'intégration  de  toutes  ces 
équations  s'effectuera  comme  celle  de 

— :^  +y=^ ^Bcos fix  +  È'siafix  (  n%  précéd.  ) , 
dx^ 

et  en  se  bornant  aux  termes  multipliés  par  «',  on  trouvera  de  même 

que  ci-dessus 
jr  z^lf  +  pcosx  +  qsinx 

r=— Ki^+?*+î')+*f*co**+i(>*-^')Co«a«  ' 

'^bpxsinx'^       y/^fsinxx  . 


V 
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et  par  coosé(]aent 

^=*— «  (i —**)(»>•+/»•+?•  ) 

+  [  f  —  «*/»*+  iT  *V  *  (  18  *•+  î^*+  ff*)—  7*V**]sin  * 

+  7»  *V  (/»•— 3  î*  )  cos  î  *  +  4ï «V  (  3 /**--?' )  «»n 3  ^. 
Cette  méthode  s'appliquera  avec  succès  aux  équations  de  la  forme 

-^■\:a*y=^R-\-<*.S^  K^  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et 


dx' 

entières,  l'une  de  x ,  fautre  de  x  et  de ^ ,  et  «  désignant  toujours  une 
quantité  très-petite.  En  faisant  dans  une  semblaUe  équation 
jf=y+aY'+i,*y"-\-etc.  et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  quan- 
tités 4)ui  multiplient  chaque  puissance  de  «  j  on  en  tirera  des  équations 

.de  la  forme  -r—  +  «T  =  R 

d-x* 

dx* 
d^Y" 


Jf.a*r'=S" 


dx^ 
etc. 
dans  lesquelles  5'  ne  dépendra  que  de  a?  et  de  7  y  S^  de  x  et  de  F^, 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  évident  que  k  méthode  qui  nous  occupe  s'étend  en  général 
aux  équations  du  premier  degré  de  la  forme 

4^  ^  • hy  étant  des  coefficiens  constans ,  et  que  les  dpénttionf 

à  faire  dans  tous  les  cas  seront  absolument  semblables  à  celles  de 
Texemple  précédent. 

e 

/ 

664.  Il  arrive  souvent  que  la  série  F+rty+«*y+etc.  ne  se 
présente  pas  sous,  la  forme  la  plus  rommode  pour  rapprozimation  ; 
la  série  qUi  exprime  la  valeur  de  y  dans  l'exemple  du  n^'.jprécédent  y 
et  qui  revient  à 
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j4+(B  +Cx+Dx^)cosx+(E  +Fx)cosix+Gcos^x 
+  {B'+Cx+D'x^)sinx+(E'+F'x)simx+Gi'cos^Xj 
ne  peut  donner  un  résultat  approché  que  tant  que'  la  valeur  de  x  est 
très-petite,  tandis  que  si  Ton  avolt 

jK=-^c  +  ^iCOS/8;c+C,  C0S7^+ etc. 
+B\sin  fi  X  -J^  C\siny  x+  etc. 
et  que  les  coefficiens  ^, ,  B,^  B^^....B\j  B\^  ttc.  formassent 
une  suite  convergente  j  l'expression  de  y  seroit  elle-même  toujours 
convergente,  pqisque  les  fonctions  cosi8Ar,cos9.jc,etc.  siniSjr,  sin>^,  etc. 
ne  peuvent  jamais  surpasser  Tunité.  Il  est  donc  bien  important  de 
chercher  à  ramener  l'une  de  ces  formes  à  l'autre ,  et  il  est  naturel  de 
penser  qu'on  doit  y  réussir  au  moins  toutes  les  fois  que  l'équation 
proposée  ne  contient  pas  la  variable  x  elle-même,  mais  seulement 
des  sinus  et  des  cosinus  de  cette  quantité  et  denses  multiples. 
Supposons  qu'une  telle  équation  ait  dojiné 

j.=P+ P'a: + P'V  +  P'V + etc. 
P,   P\  P? etc.  ne  contenant  que  des  exponentielles,  des' sinus 
€t  des  cosinus  des  multiples  de  ;r ,  et  enfin  les  constantes  arbitraires  p 
£t  q  y  etc.  introduites  par  Tjntégration  ;  nous  aurons 

d^P        dP'  '  ^d^P'        dF' 

etc. 
valeurs  qui,  conjointement  avec  celle  de  j^ j;  doivent  satisfaire  à 

l'équation  proposée  ;  mais  comme  cette  équation  ne  contient  pas  x , 

il  faut  que  tous  les  termes  affectés  des  puissances  de  x  se  détruisent 

entr'eux  :  u  suit  donc  de  là  que  les  termes  qui  en  sont  indépendans 

satisfont  aussi  séparément  à  la  même  équation ,  en  sorte  qu'oii  la 

rend  identique  lorsqu'on  y  fait  seulement 

Ces  valeurs  ne  Raccordent  pas  entr'elles  ;  car  la  deuxième  n'est  pas  la 
différentielle  de  la  première ,  ni  la  troisième  celle  de  la  seconde ,  et 
ainsi  de  suite;  mais  on  fait  cesser  la  contradiction,  en  regardant  les 
constantes  arbitraires  comme  variables ,  et  en  les  déterminant  de 

manière 


\ 
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0ianière  à  rétablir  la  subordisaiion  exigée.  £a  différeatiant  les  ex- 
pr^esrions  àt  y  tt  A&  ~,  sous  ce  pomt  de  vue  ^  il  vient 

dP  dP  dP 

dy=— — dx-\ — ; — dpJf. — -r^dq 
dx  dp  dq 

jdy     .d*P'  d^P  ^         d^P  ^        dP'  dP'  ,        dP'' 

.etc* 
et  en  égalant  ces  résultats  aux  valeurs  rapportées  ci-dessus ,  on 
«btient  les  équations  de  condition 

dP  dP 

— — dp-\ — ; — dq=Fdx 
dp  dq 

,d*P        dP'y;,       .d^P       dF^,       ,dP'        ^,<, 

etc;         . 

^n  serriront  à  èétertmiïer p  et  y,  puisque  leitr  nombre  sera  ^al 
i  l'exposant  dç  Tordre  de  Téquation  proposéist  ;  et  n'étant  elles-mêmes 
que  du  premier  ordre,  leur  intégration  n'introduira  qu'autant  de 
ncuvetles'  constantes  qull  en  fan^t  pour  que  Texpression  de  y  soit 
complète.  La  vatiable  x  pourra  teparoîfre  dans  les  expressions  des 
quantités/  »  f  ^  ete.  et  cela  arrivera  nécessairement  lorsque  l'intégrale 
de  l'équation  proposée  devra  la  contenir  elle*même.  Il  est  à  propos 
de  remarquer  que,  suivant  ce  procédé,  il  ne  faut  considérer  dans 
la  série  qui  exprime  y ,  que  les  termes  qui  sont  afl^ctés  des  puis- 
sances de  x^  d'un  exposant  égal  à  celui  de  Tordre  de  l'équation 
proposée.  Si  cettt  série  étoit 

U  secoit  nécessaire  de  la  transformer  dans  une  autre  ^  parce  que  la 
constante  arbitraire  /  dîsparoîtroit  de  Téquation  proposée  en  même 
tems  que  jt  ^  et  la  méthode  ne  denneroit  pîus  aucun  résultat.     ^ 

Reimiotis  maiiHenant  à  l'exemple  du  n^..  66t ,  et  pour  ne  pas 
trop  compliquer  le  calcul,  ne  poussons  l'approximation  que  Jusqu'aux 
termes  affecté»  de  la  première  puissance  de  a  ;  nous  aurons  / 

yz=zB,^iA(lb^+p^  +  q^^  +  (p^aBqx)c0$x+^ôL(p*^q^)C0Six 

+  (f — (liBpx)smX'^  japqsinix. 
Calcul  intégral.  Eee 


y 
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En  donnant   à  celte  expression  la  forme  P  +  P'^  +  P^'jc*-|- etc; 
nous  trouverons 

P=^+/^cos  Jf+ysin^ — al 2 '/^   cosi:c — ^-^  sin  xx\ 

P'z=et(bqcosx  —  A;;sini;),        P''=o  ;  ♦ 

au  moyen  de  ces  valeurs  les  équations  (^J)  deviendrpnt 

dpCOSX  +  dqsinx — ti{pdp  +  qdq :: ^COSIA: —  sini^v) 

=iùLdx{bqÇOSx  —  bpsinx)^ 

m 

rpdp'-^qdq  ,  pdû4'ûdp  ^ 

—  dp  Sltï  X+dq  COS  X — 1  CL  l sm  2  X — ■— 2 — r-^  COS  IX 

'\'A{bdq  COS  X  —  bdpÛCix) 
:=r:'^  ad  x{^bq  Sinx  •\'bp  COS  x). 

Si  dans  ces  équations  Ton  ne  tenoit  compte  que  des  termes  indé- 
pendans  de  a  ,  elles  donneroient  seulement  \ 

dp  COS  X  '\'  dqS\nx=zQ^        —  dpsinx  J^dq  COS  x=iO^ 

-équations  qui  ne  s'accordent  entr'elles  que  quand  on  suppose  4p==o  9 


dp      dq 

dqT=oi  il  suit  de  là  que  -j-^t^,  sont  au  moins  des  quantités 

dx     .  dx 

fort  petites  ou  de  Tordre  de  « ,  et  qu'il  faut  par  conséquent  regarder 
comme  multipliés  par  «*,  les  termes  où  les  différentielles  d^  et  dq  sont 
déjà  multipliées  par  «t»  Cette  considération  réduit  les  deux  équations 
précédentes  à     . 

dpCQSx  +  ^q^itïx  =::  abdx(qCO$x ''^psinx) 
dpsiiix — dqcosx  =:zAbdx  (^qsinx  +/'COSap), 
et  elles  se  changent  alors  en 

dp  :=:Abqdx  ^  dq  =i'^etbp dx  ^ 

en  éliminant  successivement  les  variables  p  et  q  dans  le  second 
membre.  Ces  dernières  équations  sUntégrent  facilement  par  la  mé- 
thode de  d'Alembert  (n"*.  656  )  ;  on  y  satisfait  d'ailleurs  en  prenant 
/>  =  <"*%     q=^tr',  et  il  vient,  suivant  le  procédé  du  h\  654, 

m=<tbA ,  mA;= — nb ,  d'où  Ton  tire  iw=db:<«^K -^i ,  ^=r±:r -^  i , 
et  par  conséquent 

p^Ct        +c'e         ,     q=\Cc       — c'tf      •  Jy—i; 

on  transformera  ces 'valeurs  en 

;»  =  csin(**Af  +  c'),        f  =  i;cos(«*Jr  +  i;')(n^  617); 


I 
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on  les  substituera  cnsuitç  dans  P  ,  en  observant  que  /F*+f*=c*, 
et  en  réduisant  les  produits  de  sinus-et  de  cosinus  en  sinus  et  cosinus 
d'a>cs  multiples  ;  on  aura  enfin 

>^  =  *  — j*(2**  +  e*)+        tfSÎn[(i  +  et^)A:  +  c']    > 

— j*^cos2[(i+**)jc  +  c']j  y 

Cette  seconde  expression  de  j^  a  sur  la  première  l'avantage  de 
donner  toujours  une  approximation  sûre  ,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  Ji;  ^  c'est-à-dire ,  quel  que,  soit  le  nombre  de  circonférences  dont 
cet  arc  puisse  être  composé.  Les  nouvelles  constantes  c  et  c\  se  dé- 
terminent par  les  valeurs  que  Ton  assigne  aux  constantes  primitives  p 
et  ^ ,  lorsque  :r= Dit 

665.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  qu'une  seule  équation; 
inais  op  en  rencontre  souvent  un  plus  grand  nombre  ^^  de  la  forme 


>4k 


d^y 

dt         -  • 


di 


i-  +  «*,î=iî.+«t^, 


%j 


dans  lesquelles  R^  R.y  R^j  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières^ 
de  sinus  et  de  cosinus  de  l'arc  r ,  et  ^ ,  *^i'  >  .*^>  »  renferment ,  avec  ces, 
sinus  et  ces  cosinus,  les  variables^ ^^^  et  £  mêlées  entr'elles.  Dans 
ce  cas  on  peut  encore  faire 

.  Ar  =  ^  +  «JS:'+et*Jr''+ctc. 

{  ==  Z-+ *  Z'+ **Z''+ etc. 
et  désignant  pas  * 

<tS'+ct'S''+  etc.      €tS\  +  cL^S'\^  etc.      tLS'^+<t^S'\+  etc. 
ce  que  deviennent  respectivement  a  5 ,  aS^^  <tS^y  par  cette  sup*- 
position ,  on  trouvera  9  en  opérant  comme  dans  le  n'.  663  ,  que  les 
quantités  X^  K  et  Z ,  X\  Y'  et  Z',  sont  données  par  les  équations 

d^X  ^  d^Y  d^Z 

d^X'  d^Y'  d^'Z' 

£--+a*r=r,    .^+a-.r=y.,  .^+..,z:=y., 


(îtc. 


Eee  % 


V 
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L«r«  ir  ^urrà  qavlqaefbis  entrer  *dMS  ks  expressions  d«  X^i 

t 

F'^  Z',  etc.  çt  pour  le  faire  disfparoitre  »  it  fett<ira  recourir  au 
procédé  du  n''.  précéd.  Pour  ne  donner  qu^un  exemple  très-simple  4e 
ce  cas  9  iiou$  prendroas  les  équations 

.^  =  (i+***)Ci       5^  — —  (^+»**>j'^ 

qui  4  quoiqu'elles  ^contiennent  l'arc  x  ^  n'en  ont  pas  moins  des  inté- 
grâtes indépendantes  de  cet  arc*  En  efiet,  il  ne  faut  pas  toujours 
conclure  de  ce  qu'il  entre  deiftarcs  dans  les  équations  proposées 
qu'il  doit  $^n  trouver  dans  leurs  intégrales  ;  car  on  peut  éliminer 
1^  variable  x  entre  chacune  de  ces  équations,  et  sa  difFérentielle  ^ 
c!t  parvenir  ainsi  à  deux  nouvelles  équations  dans  lesquelles  il  n'y 
aura  point  d'arcs.  C'est  aux  intégrales  approchées  de  celle-ci  qu'il 
faudroit  appliquer  le  procé<té  eu  n\  ptécéd.  pour  faille  disparortre  les 
arcs  dé  cercles  ;  mais  on  parvient  au  même  but  en  intégrant  immé- 
diatement les  proposes,  après  y  aroir  iatf^uk  une  constante  arbitraire 
par  la  substitution  de  x+h^  au  lieu  de  i:  ^  qui  les  change  ea 

dy  dr 

dx  \  4x 

lorsqu'on  fait  pour  abréger  -i  -f  2« A  =  zrr. 

Si  On  remf)lacey  et  [ ,  par  les  séries  JT+^F'  +  etc. ,  Z+aZ^^ çtc^ 
on  obtiendra  les  équatiotis 

dF  '      dZ  .^ 


dx  dx 

■  ' 

dx  '  dx 

etc. 
dont  tes  intégrales  seront 
F=/>  cos  m X  +  f  sinm JT^  Z  =  qcosmx-^pMi  mx 

r'=;ç*(j?cosaîJf — f^vMtix^y        Z'm— **(/^cosi»x+j«iûi»flf)^ 

etc* 
ix  doîmerpnt  par  eîfnséquent 

y:=zp  cos  mx^fSinm  x-f  a  ac*(  q  cos  m  x  — p  sin  m  Jc  )  +  ^^C,. 
(f  ±=  f  r es  m^**"— /^  îin  »t  ^-*«  ^*  (/?  «COS  fflj  Jt  4- j  sin  »î  ^  J  +  etc. 

On  fera  varier  les  trois  constantes  p^  q  fct  A^  pour  chasser  l'arc  j 
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de  ces  eitpiiessians  ;  mafe  îl  faut  se  rappeler  q^e  Vune  d'elles  doit 
être  traitée  comme  provenant  d'une  équation  du  second  ordre  j 
en  vertu  de  rintroduction  de  la  constante  arbitraire  h.  Considérons 
ainsi  TescpresstQn  de  jr  ;  en  la  comparant  à  y^^P-^-P'x^P^x^^ttc. 
nous  trouverons 

P^rzpQosmx-^^mmxl  P'aeO  ^  P^^^s=iu,{fCOSmx^^p$\nmx)  ^ 
et  à  cause  de  la  variabilité  de  A,  les  deux  ^uatioos  de  condition  du' 
n*.  précéd.  deviendront 

dP  dP  dP 


dp  dq  dh 

m 

,J^P       dP'      ,       ,d*P        dP'      ,        ,à'P        dP'        .       .dP'  „^ 

nous  aurons  donc ,  en  observant  que        dmz=L  xctdh 

dpçosm  X  -^  d q  s\n  m X  +  icta:^A(f  cos/72;c— /^sip/ruf  )  =  o#».(i  y 

mdqcosmx-^mdpsinmx — xetmxdk{p cos m x+ q sinm x)    i 

^XA  dh{qçosmx^-^psinmx)   f 
a «^;i:(^cos;»x—/^sin/n :!:).•••.  •  ^v • ••  «.(i) 

Comparant  ensuite  l'expression  de  {avec la  série  P+P'x+P^x^y  etc.; 
on  aura 

P=  qcosmx — psin^x,   P'==o,  P''=i — eL(^pcosmx+qsitïmx^  i  - 
et  la  première  équation  de  condition ,  la  seule  qu'il  faille  eâiployer  ^ 
puisqu!on  ne  regarde  {  que  comme  l'intégrale    d'une  équation  du 
premier  ordre ,  deviendra 

dq COS mx  -'^  dpsinmx  —  la xdh  (p cos mx+qsin mx )=:o  •  •  •  (  3  )  . 
Cette  équation  réduira  Téquation  (  i  )  à 

xadhÇjj  cosmx  — psïnmx)  =  xadx  (qcôsmx  ^^pslnmx)  ^ 
ou  à  ^A  =  i/^  ,  d'où  on  tire  h^=x+Hy  H  étant  une  des  nouvelles' 
constantes  arbitraires  :  formant  de  plus  avec  l'équation  (3)  et  l'équa* 
tion\(i)  les  équations 

(i)  cosmx —  (3  )  sin/wx  =  Oj^      (i)  sin/wx  +  (3)co$OT;r  =  o, 
et 9  mettant  dx  au  lieu  de  dh^  on  trouvera 

dp  +  Xetqxdx  z=  o  ^  dq -^^eipxd  X  =  O. 

En  po^nt  xxdx  =  dt^  on  aura  ^  parle  n®.  654 

ps£Cos(ctx^  +  ^i)  >  j  =csin  (fltx*  +  c^). 


4o6    Ca.lll.  Intégration  DjËS  éq^uÀTiONs 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  celles  de  j^  et  de  ^ ,  réduites  aujf 

termes indépendans des  arcs  de  cercle^  donnera 
y=cCOs(AX^  +  i;,)cos(Ar+  2«Hic+  icea:')  +  csin  («at*  +  c,)sin(a:+  xaHx-^  xttx^) 
^x=:;sln  (ctx*^+  f  ,)cos(;r 4-  ^<*Hx  +  Xax"")  — i:c.os(*a:^  +  c,)$in(x+ xttHx-^-  iitjt*)  , 

ou  J'  =         c  cos  (  a:  4-  1  fit  Hx  +  «tor*  —  ^,  )  , 

rpsult^ts  qui  jcpntîennent  line  cônstafnte  arbitraire  surabondante ,  sa«> 
voir  H 9  mais  si  on  les  met,  ainsi  que  leurs  difFérentielI^,  dans  Tune  des 
équations  proposées ,  on  trouvera 

I  + 1  tt  ^+  i*ji:=:i  +  i*^,  d'où  îl  suit  jy  =  o ,  et  on  aura  enfin 
j^  =  cos(:r  +  flt^c*  —  cj  ,       ;f  =  --csin(:r  -^  ax^  —  c,  ). 

Il  est  très-remarquable  gque  ces  dernières  intégrales. rentrent  dans 
les  intégrales  exactes  des  équations  proposées ,  qu'il  est  facile  d'ob- 
tenir, en  faisant  (1+1*^:)^^:  =  ^/;  et  cela  arrive  parce  qi»e  la 
ii^éthode  d'approximation  poussé^  plus  loin,  ne  donnant  que  des 
termes  affectés  de  x^  et  des  puissances  supérieures,  n'apporterqit 
aucun  changement  aux  expressions  de  P  et  de  P',  qui  seules  con- 
courent â  former  ■  les  valeurs^de  ^  et  de  ç. 

^66.  On  voit  par  pet  exemple  et  par  celui  du  n**  664,  que  la  dis* 
parition  de  l'arc  x  a  introduit  sous  les  sinus  et  les  cosinus  des  ex- 
pressions  de  j^,  et  de  y  et  de  [^  un  nouvel  arc  multiple  du  premier, 
savoir  ftbx  dans  un  c?s  et  (  i  +  ax'Jx  dans  l'autre.  Ceci  prouve  que 
les  intégrales  approchées ,  obtenues  d'abord ,. ne  différent  de  celles  qui 
sont  débarrassées  de  l'arc  de  cercle  que  parce  qu'eues  contiennent 
l'expression  en  série  des  sinus  et  dçs  cosinus  d'un  certain  arc,  et  que 
le  procédé  du  n*".  664  remplace  ces  sér;çs  parles  fonctions  dont  el|e$ 
sont  les  développemens.  En  effet  lorsqu'on  substitue  aux  sinus  et  aux 
cosinus  qvii  entrent  dqns  les  équations  proposées  ,. leurs  valeurs  expo- 
nentielles, et  que  l'on  pousse  l'approximation  assez  loin,  il  est  pos- 
^  sible  de  groupper  les  termes  déduits  immédiatement  des  substitutions 
successives ,  de  manière  à  former  des  séries  dont  la  marche  régulière, 
fait  reconnoître  sur  le  chanip  les  fonctipps  qui  les  ont  engendrées  ; 
c'est  ce  qu'a  montré  M.  Trembley  dans  les  NlémQÎi-es  4e  iMcadémie 
de  Berlin  (voj.  de  1786  —  175^7);  c^^is  par  des  calculs  beaucoup 
trop  longs  pour  trouver  plaCe  ici, 

P  y  a^iroit  encore  beaucoup  de  choses  à  dire  sur  les  méthodes  d'apv 


*> 
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proximation  quVn  a  présentées  sous  un  assez  grand  nombre  de  points 
de  vue ,  qui  peuvent  tous  néanmoins  se  rapporter  wx  principes 
posés  ci -dessus;  nous  ne  saurions  entrer  dans  €e.s  détails  ^  pour  les- 
quekil  faut  consulteçles  exccUens  Mémoires  d'Astronomie- physique 
de  Lagrange  et  de  Laplace.  Nous  n'avons  eu  pour  but  en  trai- 
tant ce  sujet  que  de  rattacher  à  Tensemble  des  méthodes  du  Calcul  inté- 
gral ,  plusieurs  procédés'qui  jusqu'à  présent  n'avoient  été  exposés 
qu'isolément  (*). 


■ï-^ 


(*)  La  Variation  des  constantes  arbitraires,  employée  comme  dans  ie^nos647,  65  f; 
'  conduit  aussi  a  une  méthode  d'approximation»  Si  y  désigne  l'intégrale  complète  de 


réquation 


d'^y  '  .  dy 

— —! — |*C/=o  ^  U.  étant  une  fonction  de  « ,  j^ ,  -r— 
•  dx^  d  X, 


^n-xy 


»•  ' 


eUe 


contiendra  n  constantes  arbitraires  rt ,  Ca  , . . . .  o» ,  et  si  on  fait  varier  col  constantes 
pour  que  la  valeur  de>'  puisse  convenir  à  réquatiott----^4"i7:ï=«r,  dans  laquelle 


V  représente  une  fonction  de  x ,  y , 


7Z' 


û" — "y  dy 

; . . .  r — ^ ,  on  aura  au  lieu  de dx  • 


dx 


l'expression 


ax  dcx  dca  dcn 


\    ày 


qui  se  réduira  à  -y-  seulement ,  si  l'on  pose 

,d  X  ... 

dCx  dc^     _  dCn 

On  trouvera  encore  r-^ ,  pour  le  second  coefficient  diflercntlel ,  si  l'on  fait 


;(,). 


dy 

dxdc\ 


d*' 


JA. 


^'•+^ife''''"-+5^/'-=*'-W' 


et  eh  continuant  ainsi  jusqu'à '——•  inclusivement ,  onaura/z— i,  équations  dotit 
la  dernière  sera         ■'      /-  <^^i+  -r 7— ^^9...+-: ^^Cn=o  .„(n'^i)  : 

dx^-^dCa  dx'^-^dc»  dx^^-^dCn    . 


puis  au  lieu  de  ~  dx^  il  viendra 

-   dx^ 

-/dx+  ^    .  \    dc,+ 


dx'^^dcû 


dx^-^dcn 


dy         d'*~^^y 
Les  valeurs  de  y ,  -p- , .  • .  - — ^  ,  étant  demeurées  les  mêmes  que  si  c^ ,  c^'Z . .  .f>^, 

n'eussent , pas  varié,  les  quantités  £/et  f^  n'éprouveront  aucun  dangemsnt  par  la 
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Réflexions  gêné-      ^67.  Il  y  a  dans  tous  les  ordres  des  ^uations  âiâerentietles  sus- 
fions  ^diflêr^ntieUcs  ccptibles  dc  solotions  particulières  comme  éan&  le  premier;  et.par  les 
et  sur  les'transcen-  mêmes  raisons  (n\  577).  Soit  i/=s:o,  Tiatégrale  complète  de  l'équa- 
tion du  second  ordre  ^=  o  ;  la  fonction  i/^contiendra  deux  cons* 
tantes  arbitraires  c^  et  c^  ;  et  si  o»  les  élimine  entre  les  trois  équations 
^  i7==  o ,  dU=zo^  d^U=-  o ,  on  retombera  sur  l'èquaidon  ^=  o. 
Supposons  maintenant  que  Ton  regarde  ces  quantités  cm^me  va* 
riables  ;  Téquation  dU  =  o  prendra  la  forme 


dU 

dx 


dx  + 


dU 
dx 


dy  + 


dU 
de. 


dU 


àc,   +  ^-r—de^  =  ^  , 


de 


dV  du  .      dU  dV 

et  se  réduira  à  — — dx  H — - —  ^y  =  o ,  si   —^ —  dc^  -| — • — dc^r=i  0; 

dx  dy  ^  dc^  dc^ 

Différentions  de  nouveau  pour  obtenir  J'V ,  mais  eii  regardant  c^  et  c^ 
comme  viariables,  prenons  d^ailleurs  dx  constant ,  et  faisons  pour 

dU  dU  ^  .      . 

abréger  --; —  dx  H — : — dy  =  Ir^  il  viendra 


dx  *     dy 

dv  .      dir  ..      du' 


dx 


dx  +  -^ — dy  + 
dy 


d' 


dU'  dXf 

d^y  +  — — dc,+  "^dc^:=^0: 


dc. 


dc. 


¥■  ■■  ■    W 


W    it 


substitution  de  ces  valeurs;  et  en  mettant  aussi  celle  de --~-^x,   dans  réquation 


dx'* 


r-3.^  1/z=:aV  multipliée  par  dx ,  on  obtiendra 


dx'* 


Jny  d'*y  d'*y 

dxf^-^dCt  dx'^-^Jcf,    •  '  dx'^-^dcn  ^    ' 


en  observant  que  la  quantité '^-^Jx-|-^</jr  «est  «nulle  par  Thypothèse.  Lorsque  les 

équations  (1)»  (0«****(^)  >  qui  ^e  sont  que  du  premier  ordre,  et  ne  renferment 
i^npiicitement  que  les  variables  Xy  c^^  Ca»»*^*^»»  pourront  s'intégrer^  on  par* 
viendra  à  l'expression  rigoureuse  et  complète  de  y;  et  su  09  en  tire  les  valeurs 
de  dcj  ydc^y  ...  ^dcn  »  les  résultats  ,  qui  seront  de  U  forme 

de{=zti,AVdXf       dc^'=itLA^VdXy..,.dCfi=AAnVdXf 
At ,  A%^.**An  contenant  C| ,  c^ . .  •  r,.  et  x  »  font  voir  que  quand  «  sera  une  quantité 

très-petite ,.  les  coemciens  dinérentiels  ^ 


d.Sç^    dx 


, .  .^.^    seront  eux-mêmes  très* 
dx  ' 


petits ,  en  sorte  qu'on  pourra ,  pour  une  première  approximation ,  regarder  Cx 
Ci^%*'*.Cff,  comme constans  dans  le  second  membre,  et  poursuivre  leur  recherche 
par  le  moyen  des  substitutions  successives ,  ou  par  tout  autre  procédé  approximatif. 

Ton 
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Ton  réduira  cette  équation  à  ses  trois  premiers  termes  ^  que  nous  re« 

présenterons  par  lr\  enposatit— ; — dc,+  -r — rfc.=  o.  Ainsi  pour 

toutes  les  valeurs  de  c,  et  de  c^  qui  résultent  des  équations 
di;    ,         dû   ,      .  ^£/'    ,      .    à^'  j 

les  équations  27=:o,  £7^=0^  V"  -=.0^  qui  sont  les  mêmes  que 
27  =  09  </i7=o,  </*27=o,  prises  dans  l'hypothèse  de  c,  et  c^ 
constants^ auront  lieu  et  satisferont  encore  à  l'équation  V^=  o,  indépen- 
dante par  sa  nature  des  valeurs  que  peuvent  prendre  c,  et  c^  (  note  de  la 

page  39 ç  9  premier  vol.).  Cela  posé  si  on  élimine  c, ,  c,  et  -j^  entre 

les  quatre  équations 

dU     dU   dc^  dU'      dXr   de,  ,.; 

f  =0,  £/'=<,,  -+_.-=o,  _+_.-  =  o...(A) 

on  obtiendra  un  résultat  du  premier  ordre  qui  satisfera  aussi  à  Téqua-  . 
tion  V=LOy  parce  qu'il  donnera  par  la  dlfférentiatîon  une  nou- 
velle équation  indépendante  de  c,  et  de  c,  «  et  ayant  nécessairement- 
lieu  en  même  tems  que  celle  qui  dérive  de  t^  =  o ,  i/'  =  o ,  V'  =  o. 
Cette  équation  du  premier  ordre  ^  ainsi  que  son  intégrale  qui  ne  ren- 
ferme qu'une  seule  constante  arbitraire  ^  seront  donc  deS  solutions 
particulières  de  f^=  o.  Il  pourroit  arriver  que  la  combinaison  des 
quantités  c,  et  c.  fût  telle  dans  £7=  o,  que  leur  élimination  des 
équations  (A)  conduisit  à  un  résultat  délivré  des  différentielles  dx  et 
dy^  et  offrant  par  conséquent  une  solution  particulière  de  la  pro- 
posée,  exprimée  par  une  équation  primitive  dépourvue  de  cous- 
tantes  arbitraires.  ' 

Pour  généraliser  ces  considérations  nous  supposerons  que  27  =  o  ; 
renferme  n  constantes  arbitraires  <;. ,  c^^.^.c^^  et  nous  représente- 
rons par  ^'27  la  partie  de  la  différentielle  de  V  que  Ton  obtient  en 
^  faisant  varier  ces  quantités ,  en  sorte  que  la  différentielle  complète 
de  27  sera  dV  ^  d^V^  expression  dans  laquelle 

'  An  -"^^  j    j^^^  j 

du  =z^—^4x  4-  ^^.—^dy^ 
dx  dy 

JiT7      '  ^^       .  ^^  dV       ^ 

dc^  dc^  dc^ 

Cakul  intégral.  F  f  f 
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Il  suit  de  cette  notation  et  du  n**.  17 ,  que 

d'dU=dd'U,    d'd^U  =  d'dfl/, d'd^'U^zd^d'U. 

Ceci  étant  bien  conçu ,  il  est  facile  de  voir  que  si  réquation  F'=  a 
est  celle  qui  résulte  de  Télîmination  des  n  constantes  ^, ,  c. ,  . .  • .  ^„ , 
cotre  Î7  =  o  et  ses  /ï  différentielles  successives  dU  =  o.,  ^•I/=o.,. . . 
«  •  .^"£7  =  o  y  elle  sera  encore  satisfaite  par  les  mêmes  équations^  en 
supposant  c,fC,,..c^f  variables ,  pourvu  que  lV>n  ait  les  suivantes  : 

</'Z7=o,    dd'C/  =  Q,    d*d!U  —  o, dr-'<^U=o 

qui  reviennent  à 

d;u  =  Cy    d!dV  =  o,    d'd^Vz=o,- d'ifU  =  o', 

et  en  vertu  desquelles  les  diffîreotielles  complètes 

de       U,  dU ,  ^"V^ 

exprimées  par 

'  dVJcd'V^     d^VJrd'dV,      d!'U -ir  d'(t-'U  ^ 

se  réduisent  à 

dU  ^  d^Uy  .....      d'V. 

Il  est  évident  qqe  les  équations 

d!U  =  Oy      dd'U  =  Of        . . , . .  <i»-'<f «7  =  o , 
seront  de  la  forme 

P.i/c.  +        P,dc, +        P^dc^  =  o  , 

dP,dc,+      dP.dc. +     dP^dc^  =  o, 


f 


•Pi  >  P%y  •'••  Pny  désignant  des  fonctions  primitives ,  et  que  par 
conséquent  on  peut  éliminer  entre  ces  équations  qui  sont  au  nombre 
de  Tx ,  et  les  n  autres  équations 

Z7  =  o ,     ^  Z7  =  o , d''"^  Z7  =  o , 

i*^*        dC\  '  dCj^ 

les  in  —  I  inconnues  ^,  •  c^....  c^ ,  -- — ,  --— .-7—. 

dc^     dc^  ac^ 

L'équation  finale  que  Ton  obtiendra  et  qui  satisfera  à  la  proposée 
y^=zOy  ne  pourra  s'élever  au-delà  de  Tordre  n  —  i  par  rapport  aux 
variables  x  tty  ;  son  intégrale  nç  renfermera  donc  au  plus ,  que  n  —  i , 
constantes  arbitraires  :  d'oîi  il  suit  que  La  solution  particulière  la  plus 
étendue  que  puisse  avoir  une  équation  différentielle  de  tordre  n  ne  sauroit 
être  exprimée  par  une  équation  primitive  contenant  plus  de  n— -i  constantes 
arbitraires» 


/ 
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668,  Nous  allons^  d'après  le  Gendre,  déduire  de  cette  remarque  la 
méthode  qui  sert  à  tirer  immédiatement  des  équations  différentielles 
leurs  solutions  particulières.  Soit  Tune  valeur  quelconque  Aty^  satis- 
faisant à  la  proposée  F±:^py  et  renfermant  un  nombre  de  constantes 
égal  OD  moindre  que  celui  que  comporte  Tordre  de  cette  équation.  Si 
Ton  imagine  que  ces  constantes  viennent  à  varier  ^  Y  deviendra 

dY  dY 

r+  — — de,  +  — — dc^  +  etc.  ou  Y  -^  d'Y.  et  dY^  O'Y,  etc. 

dC^  dC^  '  .^  r 

se  changeront  respectivement  en  i/T  +  d'dY^^  d^Y  +  dU^Y^  etc. 
La  substitution  d^  q»  valeurs  dans  l'équation  V=.o  s'effectuera  en 
la  difierentiant  par  rapport  à>^  dy^  dy^. .  .d^y^zvtc  la  caractérisj 
tique  d\  et  en  écrivant  Tau  lieu.de  j^:  on  trouvera  ainsi  F+d'f^=  o, 
et  par  conséquent  d'f^=:  o ,  équatiçn  de  la  forme 

jny  d^^'Y  dY 

Md!-^  +  Nd'^rr—T +Rd'——+Sd!Y^.o, 

ou  r  •. 

drd'Y  ^  d^-'d'Y  d'Y  , 

Jtf— 4.JV— — -— j^Rd^—^^Sd'Y.^o,     (0 

dx""     ^         dx^-'       •  dx  '  '     ^V 

en  intervertissant  Tordre  des  caractéristiques  ^.et  d\  Il  est  im^ 

portant  de  remarquer  que  d'Y  n'entre  point  dans  les  coefficiens 

M  y  N, vî  et  T,  parce  qu'il  s'ensuit  que  Téqàatîon(i)  qst  du 

premier  degré  par  rapport  à  cette  quantité.  .  ^ 

dY  dY 

Chacun  des  termes  de  l'expression /F  =  -- — dc^  +--_-^r.+  etc. 

dc^'  dc^ 

satisfait  en  particulier  à  Téquation  (i)  quelque  valeur  qu'on  donne 

^  ^i  >  ^«9  etc.  après  la  différentiation.  Lorsque  ces  quantités  ont  reçu 

une  détermination  spéciale ,  Téquation  (i)  n&.ienfermej  plui^que  la 

variable  :r^  et  la  fonction  d'Y ^  cfônt  les  valeurs  particulières  âont  ce 

dY    dY  ,      .    = 

que  deviennent  -; — ,  -r — ^  etc.  dans  l'hypothèse  établie.  Présentons 

dc^     dc^ 

maintenant  ces  considérations  dans  un  ordre  inverse,  et  supposons  que 
n'ayant  qu'une  valeur  particulière  de  Y^  dans  laquelle  toutes  les  cons- 
tantes soient  déterminées  ^  on  veuille  obtenir  ^T  par  l'intégration  de 
l'équation  (i)  ;  il  est  évident  que  si  l'expression  générale  de  Y  qui  est 
inconnue ,  est  l'intégrale  complète ,  celle  de  d'Y  devra  renfermer  un 
nombre /z  de  constantes  arbitrages- :'yéifovation  (x)  sera  donc  essentiell&t 

Fffx 
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ment  de  Tordre  n  dans  ce  cas  ;  et  ne  pourra  manquer  par  conséquent  dur 

terme  M  — -^ .  Maïs  si  Texpression  de  Y  n'est  qu^lne  solution  pani- 

'  culière ,  itY  ne  contenant  plus  n  constantes  arbitraires  ^  il  faudra  que 
réquation  (i)  se  réduise  à  Tordre  n  —  i  ^  ou  à  tout  autre  ordre  infé^ 
rieur ,  selon'  le  nombre  de  constantes  qui  entrent  dans  la  valeur  la  ptus 

générale  de  Vile  terme  M -—^  et  quelques-uns  des  suivansman^ 

dx 

queront  donc  alors  ^  ce  qui  suppose  qu'on  aura  M=o^  N=o^  êtc; 

Puisque  c'est  dans  la  propriété  de  rendre  nuU  ces  coefficiens ,  que 
consiste  te  caractère  des  solutions  particulières ,  it  s'ensuit  que  Von 
découvrira  ces  solutions  y  en  cherchant  parmi  Us  facteurs  du  coefficient  M- 
ceux  qui  étant  égalés  a  i^ro^  donnent  um  équation  qui  s* accorde  avec  Ix 
proposée  V  =  o. 

669.  Ce  qui  précède  suppose  que  Téquation  (i)  soit  préparée  de 
manière  qu'aucun  de  ses  coefEciens  ne  puisse  devenir  infini  y  par  TefFet 
de  quelque  relation  particulière  entre  les  variables  x  et  y.  Si  l'on 
prend  Téquation  f'  =  o ,  du  premier  ordre  ,  Téquation  ( i)  deviendra 

dd'y 

m  ^^--^  4.  Nd!y  =  o  ;  on  reconnoitra  sans  peine  que  le  cofficient  M 

dx 

e^  ici  le  même  que  dans  le  n^  580 ,  et  on  verra  que  la  règle  énoncée 
ci-dessus  s'accorde  avec  celle  du  n"".  cité. 

Passons  aux  éq^iiations  du  second  ordre  ^  et  pr^enons  pour  exemple 
Téquatioa 

^         dx    ^  %dx'^        \dx         dx*  J  dx^  ^     ' 

Téquation  (  1  )  sera  pour  ce  cas 

xdd'y      x^â^d'y  /dy        xi^y\/dJfy    _   xd^JyK  d^y    d^jy        ^ 

"^^"77"^   ^dx^    '^\lx        dx^Kdx      ,       dx^    )     ^   dx''    dx'  '" 

d^d'y 

et  le  coefficient  de  -r-^  étant  "égalé  à  zéro  donnera 

X  ^        \dx      "dx"-  )        dx* 

Cour  reconooître  si  cette  éciu«il^on»s!aç<0r4€  ^vec  la  proposée  »  il  fiwt 


• 
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substituer  dans  la  dernière  ^  la  valeur  de  --—  tirée  de  la  première  ;  on 

J*y 

équation  qui,  étant  dj£Férentiée ^  s'accorde  avec  la  valeur  de  —^ 

a  X 

trouvée  précédemment ,  et  est  par  conséquent  une  solution  particu- 

lière  de  la  proposée»  En  la  résolvant  par  rapport  ^  j^  f  elle  peut  st 
mettre  sous  la  forme 

4^y  +  txdx  +  x^àx 


et  donne  par  son  intégration 

équation  qui  satisfait  aussî^  à  la  proposée  et  ne  renferme  qu'une 
constante  arbitraire» 

La  proposée  {A)  est  le.  résultat  de  Télimipation  de  r,  et  c.  entre 
réquation  primitive  j^sc  îC.^c^+c^ji:  +  cf  +  cl  et  ses  différentielles» 
première  et  seconde  ;  en  appliquant  à  cette  intégrale  le  procédé  da 
n^  667  y  on  aura 

on  tire  de  la*  dernière  de  ces  équations ,  — ^  =  —  jt  ;  après  la  sub- 

.stitution  de  cette  valeur  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  r,  et  c^  entre 
ces  trois  équations 
€^x*  +  ic.:r+icî  +  %cl—ly  —  0^       {c^x+C^'jdx  -^  dy  ^  o; 

—  ^*+ 4(^— ^»*)  =  o, 
et  on  retrouvera  ainsi  l'équation  (S  )v 

L'équation  {B  )  est  susceptible  elle*même  (Tune  solution  particu^ 
lière  exprimée  par  une  équation  primitive.  En  efiet  si  on  égale  à  léf^O' 
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dd!y 

le  coefficient  de     ,      dans 

dx  _ 

dy  dd*  y        /  i     ^         \dd'y 


dx      d  X 


*i\,'f^')^—'yi'^'')  =  o. 


dy 

on  trouvera  ~-  =  —  |^  jc^  —  i  :i: ,  et  substituant  dans  (5  ) ,  on  obtîe  n 

dx  ^ 

dra  j^  =  —  \x*  —  -^  x^.  Il  né  faut  pas  se  hâter  de  conclure  que  cette 

solution  particulière  convient  à  Téquation  proposée  {A  )  y*  que  les 

dy       d^y 
valeurs  de  y,  —  et  -r-^  déduites  de  l'intégrale  complète  de  Téqua-- 

dx       dx* 

tion  {B  ) ,  rendent  identique  ;  car  ces  valeurs  exigent  ou  que  la  quanr 

dy  d^y 

tîté  C soit  constante  ou  que  les  deux  équations  -^  =  o ,  ~^^=z  o, 

dC  dxdC 

ayent  lieu  en  même  tems  ;  mais  la  solution  particulière  de  (B)  ne  sup« 


"   \ 


dy 

pose  que  l'existence  de  l'équation  -^  =  o  ^  qui  n'enttaîne  pas  néces« 

dC 

d^'y 

sairement  celle  de  ■     ;^  =  o.  Aussi  trouve-t-on  que  dans  l'exemple 

dxdC  ^ 

qui  nous  occupe  l'équation  >^  =  —  ^at*  —  -^o^  nç  satisfait  point 

à  l'équation  (^). 

Considérons  encore  l'équation 

en  formant  l'équation  (i)  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  --y-f-  i 

,  dx* 

on  trouvera 

Cette  équation  se  décompose  en  trois  facteurs  dont  le  second 
xy-^i  =0  est  le  seul  qui  s'accorde  avec  la  proposée ,  et  donne  par 
conséquent  une  solution  particulière  ^  qui  se  trouve  exprimée  comme 
on  voit  p^r  une  équation  primitive  sans  constantes  arbitraires  ;  le 

tems  que  celui  qui  est  multiplié  par  ----7* ,  et  c'est  ce  qui  arrive  en 

dx . 
eflfet  lorsque  Ton  su]^ose  xy  =1^  ti 
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L'équation  proposée  résulte  de  l'élimination  de  c^  dans  Téquation 

dy^  dy 

et  en  faisant  varier  c,  dans  cette  intégrale  ^  on  trouvera  la  solution 
particulière  que  nous  venons  d'obtenir. 

670.  La  méthode  du  n''.  668  réussit  également  lorsqu'on  a  m 
équations  différentielles  entre  /w  +  i  variables.  Pour  donner  un 
exemple  de  ce  cas ,  prenons  les  équations 

^  {y^''^xmx')dy — m^d['\'  xmydx  =  o 

:(^dy^+ydidy+  imd^dx  =  0 
les  intégrales  complètes  de  ces  équations  ne  pouvant  renfermer  que 
deux  constantes  arbitraires ,  leurs  solutions  particulières  n'en  sau-> 
roient  contenir  qu'une  f  au  plus.  En  imaginant  donc  que  les  fonc- 
tions j^  et  ^  deviennent  y+d'y,  î+^'c>  par  Teffet  d'une  variation 
quelconque  des  constantes  arbitraires ,  et  différentiant  sous  ce  point 
de  vue  les  équations  proposées ,  en  y  regardant  par  conséquent  x 
comme  constant ,  on  obtiendra  des  résultats  de  la  forme 

Mddy+Ndd'i+Pd'y+Qd'i  =  o  \  f  . 

Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  un  facteur  0 ,  et  l'ajou- 
tant à  la  première ,  pour  les  intégrer  toutes  deux  en  même  tems , 
on  trouve 

Si  les  termes  dd'y  et  rf/:5;restoient  dans  cette  équation,  les  valeurs 
de  d'y  et  d\ ,  que  Ton  en  déduiroit ,  contiendroient  deux  constantes 
arbitraires;  mais  si  ces  termes  disparoissent  ^  00  aura  seulement 

l'équation  (P+^'fl)^!r+(  Q+ Q'9)A=^>  ^^^  donnera  entre  d'y 
et  d\  une  relation ,  au  moyen  de  laquelle  on  chassera  l'une  de  ces 
quantités  des  équation  (2)  ,  et  on  obtiendra  l'autre  par  une  équation 
du  premier  ordre.  Pour  que  dd'y  et  dd\  disparoissent ,  il  faut  qu'on 
ait  Af+eiM'=6,  A^+9A^'=o,  d'où  l'on  tire  MN'-^MN^o^  en 
éliminant  9  ;  telle  est  l'équation  qui  doit  avoir  Heu  avec  les  pro- 
posées pour  qu'elles  soient  susceptibles  de  solutions  particulières. 
Dans  l'exemple  proposé  on  trouve 

M'=iidy+ydi^  N'==y  dy+imdx^ 
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et  réquation  de  condition    MN' — iW'A^  =  o,  devient 

(y —  imx)(ydy+im  dx)  +  m\  i  ^  dy+yd^)  =  O. 

Eliminant  entre  cette  équation  et  les  deux  proposées ,  les  coefficiens 

dy      d  T 
différentiels  -^ ,    7^ ,  on  obtiendra  l'équation  primitive  j^;{; — ;c*=  o; 

dx      dx 

X^  tX'  X* 

de  laquelle  il  résulte  r  =  — ,      ^r=  —  dx rdyi  et  mettant 

KS  valeurs  dans  les  proposées ,  on  tirera  également  de  Tune  et  de 
l'autre ,  ( y*—  mx)dy+imydx=o^  équation  qui  s'intégre  après 

avoir  été  multipliée  par  y  \  et  donne  j  m  jir+j^*=C|/y:  les  pro- 
posées ont  donc  pour  solution  particulière  le  système  des  deux: 
équations  j^^— .jc»=o,         ifnx+y^=  C\/y. 

On  peut  parvenir  à  ce  résultat  et  ^n  même  tems  aux  intégrales 

complètes  de  la  proposée  par  la  seule  élimination  de  i ,  entr'elles  ;  car 

en  faisant  pour  abréger  dy  ^=  pdx  ^    dp  ■=iqdxj  on  trouvera  que 

réquatîon  finale  en  y  peut  s'écrire  ainsi 

{p^  —  mq){py^  —  mpx-\-\my)  =0, 

le  second  facteur  py^-^mx  +  i  /hj^  =  o  ,  qui  n*est  autre  chose  que 

(^y^T'mx^dy-\'X  mykx  =  o ,  donne ,  par  sa  combinaison  avec  les 

proposées^  l'équation^^ — x^z=^  o>  et  conduit  ainsi  à  la  solution  parti- 

culière.  En  intégrant  le  premier  facteur /^^-^  mq  =  o  par  la  méthode 

du  n**.  609 ,  on  obtiendra  Téquation  primitive  {y'\'C^^=^imÇc^ — x)  j 

substituant  dans  la  proposée  les  valeurs  de  y  et  de  dy  tirées  de  cette 

dr 
iéquation  /et  chassant  — ^  des  résultantes ,  il  viendra 

dx 

Lé  système  composé  dé  cette  équation  et  de  la  précédente ,  ofire 
fint^rale  complète  des  proposées.  Il  en  existe  un  plus  simple  a^f? 
quel  on  parvient  ainsi  qu'il  suit  :  si  on  chasse  ^  des  équations 

OA  aura 

»ï*Ç+ (i/»<;,-Ttfî)(^+ tOsep ,,,..  ^a) 


4*0^  Oft  tirera  ;y  +  »  f ,  ;?= 


itnc^ — «f 


U 
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La  première  des  équations  ci-dessus  ^tant  développée  peut  se  mettre 
sous  la  forme   yiy-^-xcA  —  (xm c^ — c\  )  + 1 m^  =  o ,   et  devient 

m\y  +  {xmc^  —  c\  )*—  xmx{  imc^  —  c\  )  =  O •(^) 

lorsqu'on  y  substitue  la  valeur  de  ^  +  ^-c,.  Changeant  ensuite  de 

constantes  arbitraires  et  écrivant  c,  et  c.  au  lieu  de et  ile 

m 

. — ii ' ^ ,  les  équations  (a  )  et  (*)  se  réduiront  à  \ 

m 

^l  +  ^ly  +  <?«  s=  o  ,  [y  -^ic.x  +  c]  —q.' 

On  déduira  facilement  de  ces  intégrales  la  solution  particulière  que 

nous  avons  obtenue  plus  loin  ;  la  seconde  étant  différentiée  par 

rapport  à  c^  donne  c,  =  :r ,  et  devient  par  cette  valeur  ly  — •  ar*  =c  o  : 

le  reste  de  Topération  s'exécute  comme  ci-dessus« 

67 1  •  Ceux  qui  auront  bien  entendu  les  considérations  dont  nous 

avons  fait  usage  dans  le  n*.C5So,  pour  déduire  immédiatement. det 

équatîoi^s  différentielles  du  premi(!r  ordre  à  deux  variables,  Içurs 

solutions  particulières ,  pourront  les  appliquer ,  ainsi  que  l'a  fait 

Lagrange ,  aux  équations  des  ordres  supérieurs ,  et  trouveront  que 

i*  V         O        (a  X        o 
pour  l'ordre  n  il  faut  faire  successivement  Vr^  =  -  et  — ; —  =  -. 

doe";       o         dy        o 

Cette  règle  rentre  dans  celle  du  n''.66S  ;  car  il  est  évident  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (i)  ^^^  7  changeant  la  caractéristique 
it  en  d^  exprinie  la  partie  de  la  différentielle  complète  de  f^  =r  o , 
due  à  la  variation]  de  y  et  de  ses  coefficiens  différentiels  :  cette  dernière 
sera  donc 

d'tW  d^v  J^w 

etseréduira1k^--r-^ R^  +  Sdy  ^  Tdx  =  Oi 

dx^  *  dx  ^  .      ^ 

et  comme  elle  donne  en  général 

,^/     ~jv£^  ^R^L^iL^r 

d^'y      ^*"  dx^     dx  ..    ,s    . 

7^7  «= j^f— ,    il  s  ensuit 

que  la  supposition  de  Af  =  o  rend  — -^  =  - . 

Jusqu'ici  nous  avons-considéré^;  comme  fonction  de  ^;  mais  les 
Calcul  intégral^  p  8  8 


9 
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solutions  particulières  de  la  forme  x=^c(mst.  ne  sont  point  comprises 
sous  ce  point  de  vue.  Pour  obtenir  ce^  dernières ,  il  faudra  trans- 
former l'équation  proposée  dans  une  autre  oii  dy  soit  constante  ;  on 
trouvera  par  rapport  à  la  variable  x^  une  éqiuition  analogue  à  Péqua.- 
tion  (i)  ^  et  on  en  tirera  les  mêmes  conséquences  que  de  celle-là. 
. ..  En  rapprochant  du  proche' e>(poséaii  cbmmenoemientdu  nV667v 
ce  qui  a  été  dit  dans  le  n^.  loo  ^  on  en  conclura  comme  4ans  le  n"";  6p& 
que  les  solutions  particulière^  des  (é^JpatioAS  différentielles  appartiens 

•  *    • 

nçnt  à  la  courbe  touchée  j>ar  toutes  cel^s^quç  représentent  les  diffé* 
rens  cas  de  l'intégrale  complète  ^  et  que  les  contîiçts  sont  de  Tordre  d^ 
réquation  diiFérentielle  ;  on  pourra,  donc  par  cç  qui  précède  trouver 
la  courbe  touchée  5  lorsqu'on  a^ra  }'équatiQn  primitive  Pu  réquation 
différentielle  des  courbes  touchantes.  La  question  inversie  ^  celle  de 
trouver  les  courbes  touchantes  par  le  moyen  de  la  cpurbe  touchée  / 
se  résout  par  la  théorie  des  osculatioos  (  n"".  159  )  ;  ç^t  J^  sst  aisé  de 
voir  que  la  recherche  des  tangenteis  et  des  cercles  osculateurs  n'en  est 
qu  un  cas  particulier.  1 

671.  Il  y  a  dans  chaque  ordre'une  classe  d'équations  différentielles 
qui  jouissent  jpomme  celles  du  premier  alin^  du  n"".  578  ^  de  la 
propriété  de  s'intégrer  très-faciiedient  après  avoir  été  différentiées. 
En  effet ,  si  Téquation  .  ^ 

^M^JLj^N^^ 4.iîJ^+5'^+rix=o, 

d3(^  ^      </a:"-'  .  dx""  dx  \ 

différentielle  complète  de  la  proposée  ^=0,  se  réduit  d'elle-même 

au  seul  terme  M    ,      =0 .  il  en  résultera  ou  Af=o ,  ou  -^-j-— =0 : 

le  premier  facteur  ^  qui  ne  sauF<xt.  être  d'un .  ordre  plus  élevé  que 

l'ordre  n^  étant  combiné  avec  f^=a,  servira  à  éliminer  -j— j-  de 

cette  équation  9  et  conduira  par  conséquent  à  une  solution  particu- 
lière  de  l'ordre  «  —  i .        . 

.   L'équation  — -^=t=o,  s'intègre  sur  le  champ  et  donnç 

d  x^ 

mais  cette  expression  de  ^  contenant  »4-|,  iconstantes  arbitraires  , 


\ 
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en  renferme  une  de  plus  qu'il  n*en  doit  entrer  dans  l'intégrale  con^- 
plète  de  la  proposée  ^==0  :  si  donc  on  substitue  dans  cette  dernière 
les  valeurs  de  y  et  de  ses  diflérentielles ,  il  testera  une  équation 

entre  C)^, ,  C„ C, ,  seulement^  et  du  moyen  de  laquelle  on 

déterminera  celle  de  ces  «quantités  qui  se  trouve  surabondante. 

Posons  pour  fixer  les  idées  que  la  proposée  soit  du  second  ordre; 

on,  aura  -^  =  0,     y=C^^C,x^  ^C,x% 

d'oil  on  tiïera  dy^z^C^-^-C^x^dx ^  d^y^ Ç^dx^.  Par  le  moyen 
de  ces  valeurs  on  peut  déterminer  la  forme  même  de  Féquation  à 
laquelle  elles  doivent  satisfaire  ;^ar  Féquatiotï  finale  entre  C.^  Q  et  C\ 
donnera  nécessairement  C)=f(C|^  C,),  f  désignant  une  fonction 


connue  ^  et  comme  on  a 


dx*  ^  ^     dx         '  dx  dx' 

dy      X*   d^y 


Ç^=y^C,x—  1  C.**=JK— ^  ^  + 


telle  est  la  forme  que  doit  avoir  Téquation  différentielle  proposée  j 
et  son  intégrale  sera     j^=f  (C, ,  C.)  +  C^x+:^C,x^.. 

Il  est  visible  que  l'équation 

dy     x^d^y        ^dy  d^y  s.^       ^y* 

^         dx^'Ld:^       \dx  dx-  )         dx^  T    • 

dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n"*.  669 ,  se  trouve  cqmprise 
dans  la  précédente ,  et  que 

^\dx-  '  dx         dx-)~\dx         dlFJ'^'d^-^' 
En  la  ctifférentiant  elle  donàe 

V     V  '  «/«•  dx        X  J  dx*  * 

le  facteur  a(**+j)  -^— i^Ç!  — fl,  égalé  à  zéro,  fourmt 

o>Xr  dx  1, 

précisément  l'équation  qui ,  dans  le  n*.  até ,  nous  a  conduits  à  la  so» 
ItttioA  particulière  de  la  proposée  ;  et  l'expression  générale  de  Tin* 

Ggg  X 
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tégrale  complète  résultante  du  facteur  -j^   égalé  à  zéro  ,  devient 

pour  ce  cas  y=z C\'^C\+  C^x+^C,x^. 

673.  Il  est  facile  de  reconnoître,  a  priori  y  \n.  cause,  de  .1^  simpli^ 
fication  opérée  par  la  différenûatîon  dans  la  classe  'd'équations  que 
nous  venons  de  traiten   Lorsqu  après  avoir  differentlé  trois  fois 
Téquatipn  j^=C,  +  C^x+  j  C,jc*,  on  en  chasse  les  constantes  C,,  C,^  C., 
le  résultat  qu'on  obtient  doit  convenir  également  à  toutes  les  équa- 
tions qu'on  formeroit ,  soit  en  donnant  des  valeurs  particulières  à  ces- 
quantités  y  soit  en  établissant  entr'elles  des  relations  quelconques  yû 
s'accordera  donc  avec  l'équation  différentielle  déduite  de  . 
y  =  f(C^^  C,)+C^x+iC,x^  par   l'élimination  de  C,  et  de  C,,; 
et  sera  par  conséquent  un  des  facteurs  de  la  différentielle  de  cette, 
équation  :  on  le  distinguera  de  ceux  qui  donnent  des  solutions  par-^ 
ticulières  en  ce  qu'il  est  le  seul  qui  s'élève  au  troisième  ordre  ^  tandis- 
que  les  autres  ne  passent  pas  le  second»  Le  même  raisQnnement 
peut  s'appliquer  à  une  équation  algébrique  quelconque ,  et  on  eiv 
conclura  que  l'équation  différentielle  déduite  de 

j."*  +  (^+i?^)j.'"-'+(C7+Z).tr+£;c')>r'"-»+ctc.==a 
par  Télimination  des  constantes  A^  B ^  C\  etc;  supposées  indépen* 
-  danfes  les  unes  Ats  autres ,  doit  s'accorder  avec  toutes  celles  des 
ordres  inférieurs  ^  qiti  résulteroicnt  des  diverses  équations  primitives 
que  l'on  formeroit  en  établissant  des  relations  entre  ces  tnêmes^ 
constantes.  Mais  comme  aucune  d'elles  ne  passe  le  premier  degré 
dans  l'équation  ci*dessus ,  le  résultat  de  leur  élimination  ne  mon- 
tera pas  au  delà  de  ce .  degré  par  rapport  au  coefficient  différentiel 
de  l'ordre  le  plus  élevé  ;  car  l'équation  différentielle  de  Tordre  infé- 
rieur ,  réduite  à  ne  contenir  qu'une  seule  constante  K  y  sera  nér 
ces^airement  de  la  forme  P  +  JCQ=:a,  et  donnera 
PdQ—QdP  =  o. 

Il  suit  de  là  que  les  équations  du  n^.  précédent^  ne  sont  pas  les^ 
seules  que  la  différentiation  rende  plus  fadles  à  intégrer ,  et  qu'en 
général  il  peut  être  utile  de  traiter  de  même  les  équations  dans 
lesquelles  les  coefBciens  différentiels  passent  le  premier  degré ,  puis- 
qu'en  différentiant  ces  équations  un  nombre  de  fois  suffisant  pour 
en  chasser  toutes  les  constantes  qu'elles  pourroient  encore  contenir  ^ 
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et  parvenir  à  un  résultat  du  premier  degré  par  rapport  au  eoefE* 
cient  différentiel  de  Tordre  le  plus  élevé ,  on  doit  retomber  sur 
l'une  àes  différentielles  de  l'équation  primitive  à  constantes  indé* 
pendantes  ^  dont  leur  intégrale  n'est  qu'un  cas  particulier*  Quand  on 
pourra  remonter  ensuite  à  cette  équation  primitive,  on  obtiendra 
l'intégrale  de  ^équation  différentielle  proposée,  en  réduisant  îe 
nombre  de  constantes  arbitraires  à  celui  qu'exige  Tordre  dont  est 
celle-ci.  Si  m  désigne  cet  ordre ,  et  qtieJ'oh  soit  descendu  par  la 
différentiation  jusqu'à  Tordre  m-^-n^  ce  qui  aura  introduit  m+n^ 
constantes  arbitraires  y  on  déterminera  les  /z  surabondantes ,  en  subs- 
tituant dans  l'équation  proposée  et  dans  sts  différentielles^prises  jttsqu'à 

«Tordre  m+n — i  inclusivement  ^  les  valeurs  dejr,  de  —^  etc.vdé- 
dnites  de  Téquatxon  primitive  obtenue. 
674.  Edaircissons  ceci  par  quelques  exemptes:  soit  Téquatio» 

en  la  dlfférentîant  on  obtient 

et  si  on  élimine  S ,  on  trouvera  un  résultat  divisible  par  Jl  ~ — pr 

jet"  X      ■' 

et  réductible  â  xydy'\'dyÇxdy-^ydx)^=Qy  OU  à -<^*j^— <(y^</-=oy 

y  y. 

dy  X 

dont  Tintégrale  première  est  ~—  ±=  C,  - ,  et  l'intégrale  seconde 

y*=zC^x^'\*C^.  Pour  déterminer  la  constante  surabondante ,  on  subs-» 

tituera  dans  la  proposée  les  valeurs  de  >"  et  dy  données  par  cette 

intégrale,  et  on  aura  C,^=C'^(  C.^+ 1  )  ;  tiraàt  de  cette  dernière 

Ç  B 
équation  la  valeur  de  C^;  on  trouvera      y^—C^x*=±t''—^ :^ 

L'équation  différentielle  dont  nous  venons  d'obtenir  l'intégrale  ^t 
celle  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  degré  comprises^ 
.  dans  l'équation  A*cV*+an*j.'^+a*iY^=a*^^%. 

ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  en  appliquant  à  ces  surfaces  les  formules^ 
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du  n%  3  3 1 ,  et  en  faisant  dans  le  résultat 


«•(*•—£•) 


=^, 


=  B. 


I 

Monge  a  donnée  dans  ses  leçons  à  l'Ecole  Polytechnique ^  et 
dans  le  deuxième  cahier  du  Journal  de  cette  Ecole,  deè  remarques 
très-élégantes  sur  la  construction  de  ces  lignes  de  courbure  et  sur  leur 
usage  dans  V appareil  des  voûtes  elliptiques. 

675.  Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'éliminer  toutes  les  constantes 
que  contient  Téquatiôn  difierentielle  proposée  ;  il  suffit  de  parvenir  à 
réquation  qu'on  auroit  obtenue  eh  éliminant  comme  des  quantités 
indépendantes  ^  tous  les  coefficiens  dans  lesquels  entroient  les  cons* 
tantes  qui  ont  disparu  dans  la  formation  de  la  proposée.  -U  suffiroit , 
par  exemple ,  de  différentier  une  seule  fob  l'équation 


dx 


dx 


et  d'en  éliminer  b.  Pour  effectuer  ce  calcul  avec  faciUté  on  résoudra 
la  proposée  par  rapport  à  la  quantité  ^*+^*+^9  regardée  comme 
une  inconnue,  et  en  {aîs^nv4y=^pdxy  on  trouvera 

Vi+p- 
La  différentiation  seule  fera  disparoître  ^,  et  en  divisant  par  x+py^ 

a  dp 


on  aura 


■j^dx=:Q, 

f 

Ration  dont  l'int^rale  première  est 


ap 


•V 


^ -.(^-C.)=  o ,  et 

qui  a  par  conséquent  pour  int^ale  seconde  (x-^-C^y+Qy — C^*±=^a\ 
On  trouve  entre  les  constantes  C,  et  C^  la  relation  C*,  +  (^^^=a^ — b*. 

Monge,  à  qui  l'on  doit  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer» 
pense  qu^elle  est  une  des  plus  propres  à  conduire  à  l'intégrale  des 
équations  différentielles  qui  dérivent  d'une  équation  primitive  algé- 
brique. Il  desireroit  que  l'on  construisit  des  tables  qui  montrassent 
sous  une  formç  réduite ,  le  résultat  d'élimti^tion  des  coefficiens  qui 
entrent  dans  les  équations  à  deux  variables ,  du  premier-,  du  second  » 
du  troisième ,  du  quatrième,  etc,  ordrçs.  Ces  tables  feroient  dispa- 
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roître  U  difficulté  (Tintégrër  la  dernière  équation  différentielle ,  diffi* 
'  culte  qui  peut  être  assez  grande  ;  car  il  est  facile  de  voir  que  mettre  9 
comme  le  proposé  Monge  dans  son  mémoire ,  cette  équation  sous  la 
forme  PdQ^ — QdPz^o ,  est  une  opération  aussi  difficile  que  celle  de 
trouver  le  factejir.  Mais  avant  de  comparer  Téquation  proposée  aux 
formules  de  la  taUe  ,  il  faudroit  la  débarrasser  des  facteurs  ration- 
nels  qu'ellç  pomrrojt  contenir  et  dont  l'orjdrë  serçit  inférieur  au  sien« 

L'idée  de  côastruire^des  tables,  qui  contiennent  les  équations  diffë« 
/«ntielles  qui  répondent  aux  diverses  classes  d€  formes  que  peuvent 
^  prendre  les  équations  primitives^  s^est  déjà  présentée  à  plusieurs 
Oéomètrçs ,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  »  n"".  566  ;  mais  mal- 
lieureusement  le  nombre  de  formes  qu'il  est  possible  d'exprimer, 
soit  a^ébriquement ,  soit  avec  les  transcendantes  connues ,  étant 
très-limité  et  presqu'infiniment  petit  par  rapport  à  celui  des  équations 
différentielles  >  il  arrive  dans  le  Calcul  intégral  ,^  ainsi  que  dans  toutes 
les  méthodes  inversés ,  que  les  cafr  les  plus  rares  sont  ceux  où  Von 
parvient  à  un  résultat  assignable  sous  une  forme  finie  :  l'intégration 
,  doit  donc  conduire  le  plus  souvept  à  des  fonctions  transcendante» 
très-différentes  entr'elles,  de  même  que  l'extraction  des  racines-^ 
par  exemple ,  donne  lieu  à  des  irrationnelles  qui  ne  peuvent  se  con« 
yertir  les  unes  dans  les  autres.  Ces  considérations  me  portent  à  crcMre 
que  ce  qui  peut  le  plus  contribuer  aux  progrès  du  ^Calcul  intégral  ^ 
'c'est  la  classification  exacte  des  divers  genres  de  transcendantes  absolu** 
ment  irréductibles ,  et  par  là  essentiellement  distincts ,  et  la  recherche 
des  propriétés  particulières  à  chacun  de  ces  genres.  Le  Calcul  in-* 
tégral  offre  lui-même  des  moyens  pour  parvenir  à  ce  but ,  et  je  vais: 
montrer  qu'on  en  peut  déduire  la  nature  et  les  propriétés  des  fonctions 
logarithmiques ,  exponentielles  et  circulaires  ^  indépendamment  de 
tout  ce  qu'on  sait  d'ailleurs  sur  ces  fonctions. 

676.  Uéquation  j^</Ar  +  x</^  =  o  est  iptégrabîe,  comme  on  sait, 
et:  donne  sur  le  champ  :try=ât;  mais  si  on  en  sépare  les  variables  , 

dx       dy 

elle  deviendra 1-  — ^^=:o.  Supposons ,  pour  un  moment ,  que  Ton 

ignore  que  l'intégrale  de  —  est  1  jc,  et  ' représentons-ia  par  f  (  x) , 
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notation   absolument  indéterminée  ,   en    sorte    qu^on  ait 


/^-<').  Pf- 


dx       dy 

n  résultera  de  Tequation 1-  -^  =  0,  que  f  (^)  +  f(j')  ==  jj  ; 

et  que  par  conséquent  la  (omme  def(r)etdef{y)^  est  constante 
lorsque  le  produit  des  variables  x  et  j^  est  constant»  Pour  établir  i 
s'il  est  possible  9  une  relation  entre  les  deux  constantes  ce  et  f^^ 
donnons  une  valeur  déterminée  à  Tune  des  variables*  On  voit  il'abord 
que  la  '  supposition  de  Jt  ou  ^e  y  nuls^  donnerott  «t = ^  et  n'ap* 
prendroit  rien;  mais  en  faisant  j^=x  >  nous  aurons  x=Ay  et  par. 
conséquent  f(et)  +  f(i)=;:i8/f(«)  et  f(i)  désignant  ce  que  de«* 
viennent  f(x)  et  f(^),  lorsqu^on  substitue  «  et  i  a«  lieu  de.  jr 
et  de  j^  ;  cettp  valeur  changera  l'équation  f  (  ^  )  +  f  (^^  )  =/*  en 
f  (A:)  +  f(y)  =  f(i3)+f(i).  Il  n'est  pas, difficile  de  reconnoîtré 
que  cette  équation  renferme  la  propriété  fondamentale  des  loga- 
-  rithmes  ;  car  lorsqu'on  les  déduit  de  la  comparaison  d'une  pro<- 
gression  géométrique  ,  commençant  par  l'unité  »  avec  une  progression 
arithmétique  qui  pe  commence  pas  par  zéro  ^  il  faut  toujours  retran- 
cher de  la  somme  des  logarithnites  àt^  facteurs  >  celui  de  l'unité ,  égal 
^u  pren^ier  t^me  de  la  progression  arithmétique ,  pour  avoir  le  I(^a« 
lithme  du  produit.  Pour  rendre  l'usage  des  logarithmes  plus  corn* 
inode^  f:^vi  prend  le  premier  terme  de  la  progression  arithmétique  égal  à 
%ixo  y  ce  qui  revient  à  supposer  f  (  i  )=o  :  le  Calcul  intégral  fait  voir 
gussique  l'oi^peut  se  permettre  çette^implification  ;  car  si  on  fait 

'du  ,  . 

en  wiit  ^  00  aurai 


/-^-/i 


^^^ 


f(ji;)s=l/-. 1 <7— etc.  +  C0/U/» 

et  dans  le  cas  de  uao ,  lorsqu'on  néglige  la  constante  arbitrûi^e^  cette 
série  s'anéantit.  D'après  ces  remarques,  on  aura  donc  les  deux 

équations  xy^=r^^        f^('^)  +  f(>') '^f^C*)» 

desquelles  op  tirera  toute  la  théorie  connue  des  logarithmes  \  et 

Von  Si^t  quç  cellç  dps  expon^fielles  s'en  déduit  immédiatement*. 

^77. 
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677.  Considérons  maintenant  Téquation 

dx  dy 


nous  en  tirerons  


dy   ^       y^4  +  By+Cy 

^  VAJrBxJfCx*  I 

et  {AJrBx^Çx')dy^={A-^By-irCy*)dx*, 

Diffi^rentiam  cette  équation ,  pour  chercher  par  le  procédé  du  ti',6j'^  ; 
si  elle  n'aiiroit  pas  une  intéjgrale  algébrique  ^  nous  trouverons ,  en 
divisant  par  dy  ^ 

xd'y(ji+Bx+Cx^)  +  dydx(B+iCx)^dx^(B+iCy)j 

DifFérentiant  de  nouveau  et  réduisant ,  il  viendra 

^J^y{J+Bx+Cx*)  +  ldydx{B+^Cx)=^o; 
faisons  pour  abréger  dy:=:pdx^  dyz^qdx""^  et  nous  changerons 
cette  équation  en      %dq{J+Bx+Cx'')  +  '^qdx(B+xCx)  =  o, 

„   ,  ^.,    .  ^dq         7(B+lCx)dx 

d  OU  nous  déduirons =-  +  —^ — -s ^ —  =  o  • 

q  ji+Bx+Cx^  * 

et        q*(J+Bx+Cx^y  =  it\  en  intégrant.  Substituons  la  valeur 

que  donne  cette  équation  pour  q ,  dans  l'équation  du  second  ordre 

transforçiée  en  2q(A+  Bx-^ Cx^)  +piB + iCx)7=B +xOy^,et nous 

(B+iCy)\/'j+Bx+  Cx*— 2ct 
aurons  p  =  — — '— —  ; 

{B'^iCx)Vji  +  Bx+Cx^ 

enfin  mettant  cette  valeur  de  p  ^  dans  Téquation  proposée ,  nous 
obtiendrons 

{B+iCy)V^ji+Bx+Cx*  +  {B  +  iCx){^^+By+Cy^=icL  (i); 
Si  de  plus  nous  désignons  par  f{x)  l'intégrale  de  la  fonction 

dx 

...      ;  il  résultera  de  l'équation  proposée 

y^+Bx^Cx^ 

fix)  +  {(y)^l^ ....•.•.. V :.(i). 

On  parvient  à  l'équation  (i)  d'une  manière  très-simple ,  en  intégrant 
par  parties  chacun  des  termes  de  la  proposée  mise  sous  la  forme 

dx \^4+  By+Çy^+dy  \^ji+ B x-i^Cx*  =  o  ,  ce  qui  donne 
Calcul  intig  rai.  Hhh 
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«» 


J  xV A 


on  multipliera  ensuite  l'équation  proposée  partir,  par  ^  £t  parW 
succeffivement ,  et  on  en  -  tirera 

Ç      xdy        _     r      xdx        _     v_  riCxJf{B)dx     B   r       dx 

^^y'^+By+Cy*        J  Va+Bx+Cx-  ^^^Va  +  Bx+Cx'     ^^J  \^A  +  Bx-i- 


=-^y^  +  Bx+Cx'+^^f- 


dx 


^^J  y^A  +  Bx+Cx*^ 
ydy  t    riCy+^B)dy       B    /»  </y 


J  Va^Bx^Cx'       j  VA+By+Cy\  ^J  V'A  +  By-^-  Cy'     ^^JVÂ^ 


+  3y-{-  Cy' 


y*        jrv</*  r         xydy 

Va  +  Bx^  Cx'       j  Va  +  By\-  Cy'^ 


» 


enfin  on  substituera  ces  valeurs  dans  llntégraté  ci-dessus ,  on  efiàcera 
les  termes  qui  se  détruisent  entr'eux ,  soit  explicitement ,  s;oit  en 
yertu  de  Téquation-  proposée;^  et  le  résultat  sera  Inéquation  (  i  )*• 
Les  équations  (i)  et  (z)  renferment  le  caractère  essentiel  de  la  fonc- 
tion f  9  et  pour  Ia^  prendre  dans  un  cas  très-simple  ^  supposons  qu'oa 
ait  -r^  =  I ,     J5f  =  o  ,     C= — I ,  c'est-à-dire,  que  la  proposée  soit 

—  -4-  =q;    les  équations  (i)  et  (z)  deviencfa'ont 

Pour   connoître  la  relation  des  constantes ,  faisons  y  =  o  ;  nou9 
tirerons  de  (i)  ,  x—ftrytt  de  (i)  ,  f(a)  =  i8— 'f  (o).  Si  on  dé^ 

veloppe    /-  =  o  en  série,   on   verra   qu'elle   $*évanouit 

J  V  I  — ^« 

lorsque  j^^o,  quand  on  supprime  la  constante  arbitraire:  on 
pourra  donc  prendre f(o)  =o,  ce  qui  donnera  i8  =  f(flt),   et  par 

conséquent      y  V  \ — x^+xV"  i  — ^*=«  ,       fC^}+Hy  )  =  ^  (*)• 
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<Si  l'on  fait  £{x)rxzx\  {{y)  =y,  on  pourra  concevoir  que 
x:=:^i'  {x')  j  J'  =  f  '  (y  )  *  en  désignant  par  f  •  une  nouvelle 
fonction  >  inverse  de  la  première  ;  il  s'en  suivra  que.f  («)  =  *'+j^^ 
€t  que  <t  =  f'(^'+y):  on  aura  donc 

résultat  qui  est  évidemment  la  traduction  de  Téquation 

siny cos  x^ + sin  x  'cos j^'^  sin  (  x'  +y  )  , 
C[ui  peut  servir  de  base  à  toute  la  théorie  des  fonctions  circulaires; 

Uanalo^e  que  nous  avons  fait  remarquer  dans  le  n"".  496 ,  entre 
les  secteurs  hyperboliques^  et  les  arcs  de  cercle,  se  manifeste  encore  ici  ; 
car  si  l'on  prend  -^=1,  5  =  o,    C=£i,    on  aura  l'équation. 

■     ■  ■    ^ — J^      =Oy  de  laquelle  on  tirera ,  comme  ci- dessus , 

Vi  +  x^    v^i  +  y 

en  sorte  qu'il  n^  aura  de  différence  entre  les  deux  cas  que  relative* 
ment  aux  circonstances  de  la  réalité  des  fonctions, 

678.  Passons  à  l'équation 

dx  dy 


V  A-\'Bx^Cx^^Dx^.JtEx^  y^ji+By+Cy^+Dy^  +  Ey^ 
qui  contient  une  transcendante  d^un  genre  plus  élevé  que  les  précé* 
dentés.  Nous^n'essayerons  pas  d'appliquer  à  cette  équation  la  méthode 
du  n*.  673  9  car  elle  pourroit  mener  beaucoup  trop  loin;  mais  nou$ 
ferons  usage  d'un  procédé  dû  à  Lagrange ,  simplifié  par  Euler ,  et  au 
moyen  duquel  on  parvient  à  trouver  une  nouvelle  équation  du  pre* 
mier  ordre ,  qui,  par  sa  combinaison  avec  la  proposée^  conduit  à 
l'int^ale^herchée^  G)ncevons  que  xtty  soient  deux  fonctions  d'tme 

dx 

même  variable  indépendante  /«il  viendra  ---  =^-r-*  9  <l'oii  il  suit 

dy       dy^ 

•     dt 

Hhh  1 
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En  faisant  disparoître  les  radicaux  et  en  différentiant  ensuite  chacune 
de  ces  équations ,  nous  trouverons  . 

Vr  =  ^  +  ^  ^J^  +  3  ^-y' +  4^y  ; 

y  a  t 

prenant  la  somme  de  celles-ci ,  nous  aurons  l'équation 
que  nous  changerons  en 

at 

en  faisant  x  •\-yz=zp  et  a:  —  yz=iq^  transformation  de  laquelle  il 
résulte 

Si  Ton  substitue  .dans  la  dernière  de  ces  équations  les  valeurs  de  dx^ 
et  de  dy"",  puis  celles  de  x  et  de  j  en  /?  et  j ,  on  aura 

^1   =    Bq+CpqJr-,D{^p^q-\^q')+^^E{p'q+pq')i 

d  p  d  q  ^^  P  • 

Retranchant  cette  valeur  de     .      ,  de  celle  de  --p^,  multipUée  par  f , 

dt  dt 

d^p        dpdq  ,  ^   •        ^      \ 

ontrouvera  q~ ^^  =  î-D^'+^/^r? 

cette  équation  devient  intégrable  lorsqu'on  la  multiplie  par  —rr  i 

et  donne  — ^  =^*»+Z>/^  +  Ep\    ou    -/  =  y/ct*+2?/i+£/% 

(j^dt^  dt 

'  dp       dx        dy 

Maintenant ,  il  suit  de  l'équation  proposée  que  —  =  —  +  "^  = 

mettant  cette  valeur ,  ainsi  que  celles  de/»  et  de  q  dans  l'équation  pré- 
cédente ,  elle  dçnnera  ,  pour  l'iàtégrale  demandée , 

V'ji+Bx+Cx'+Dx'-^Ex*  —  y^^+By+Cy^  +  ny+Ey* 
=  i^—y)  ^■*^+  D(x  +j)  +E{x+yy (t) 
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Cette  équatic>g  n'est  pas  la  seule  intégrale  .que  Ton  puisse  obtenir 

du 

pour  réquation.  proposée.  En  mettant  la  valeur  de  —  trouvée  d- 

Clt 
dp  dû, 

dessus  ,  dans  celle  de^^-'j-^^ ,  on  parvîendroît  à  Téqùation 

d  t 


iiiii,!  I     '  ■  -  g»        ^1 I     iH 


^'.  ,  Va^  +  bp  +  Ep* 


3 


dû 

dans  laquelle  on  swbstitueroit  au  lieu  des  quantités' />  >  ?  et  —ï', 
leurs  valeurs,        x  +  y  y        x-^y  ,  \t  ^    ^    _.  -. 

•    y^ A  +5:r+  Cx^+  Dx^+Ex^+S/j-^  By  +  Çy^'  +  Dy^  +  Ey^  : 
'On   pourroit  ensuite  combiner  de  diverses  manières  cette  nouvelle 
intégrale  avec  la  précédente. 

679.  L'équation  *(i)  devient  illusoire  lorsque  la  quantité 

.   A  •\-  Bx+   Cx^+  Dx^-i-  E  x^  est  un  quarré.  Soit  en  effet 
j4  +  Bx  +  Ca:*+  Dx^+  Ex^  z=:  {a  +  àx+  cxy  ,    ^ 
^+  B  y  +  Cy^+  Dy'  +  Ey^  =  la  +  by+  cy-)\ 

il  en  résultera  ' 

A=a\      B  =  2aB,      C=iac  +  h%      D=^xbc^      E  =  c^^ 

et  réquation  (i)  se  changera  en 

b  +  c{x+y)=  V tL^'  +  ^bcix+y)  +c\x+yy  ^ 
élevant  au  quarré  les  deux  membres  de  cette  dernière ,  on  ne  trouvera 
que  /^'=ot^  ce  qui  ne  peut  rien  apprendre,  La  méthode  du  n*",  139 
conduira  à  la  véritable  intégrale  dans  ce  cas,  en  faisant 

y  A-JrBxJfCx^+Dx'^-ifEx^  =V{aJrbx-iccx''y+k  y 

^^A+By+Cy^'+Dy  +  Ey*  =  V^(a+by  +  cyy+k.  ■  '  - 
Si  on  développe  le  second  membre  de  ces  équations  suivant  les  puis- 
sances de  A ,  en  "s'airêtant  au  deuxième  terme  j  on  trouvera 


V^(a+hx+cx''y+kz=\a+Bx  +  cV^)  + 
}/(a+l>y-\-cy^y'+k  =  (a+by  +  cy^)  + 


k 


k 

7(â+Jy+7yj*    ■ 
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substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i)  ,  en  observant  que  D  et  £ 
restent  les  mêmes  dans  l'hypothèse  actuelle  que  dans  la  précédente  »  On 
aura ,  après  avoir  réduit  au  même  dénominateur  les  termes  multi- 
pliés par  i  ,  et  divisé  les  deux  membres  par  x  — .jr , 

^^'^''.:^^^      %ia+ix+cx')(a+by+ca-)  ^       ^   ^^^    ^   -rjj . 

On  élèvera  au  quarré ,  en  n^ligeant  la  seconde  puissance  de  k  ;  après 
U  réducûon  ,  U  r«$t«ra   . 

{a+kx+cx*){a-{-iy+cy) 
et  si  l'on  prend  i«  -^  «*  =  Jt  /»',  ce  qui  revient  à  un  cbangement  da 
constante  arbitraire ,  on  obtiendra 

aXa  +  Bx  +  ex*)(a  +  iy  +  cy)  =  [^  +  c(* +  ^)3* '• 

fell<6  est  fint^rale  de  l'équation 

a  +  Bx  +  cx^  a+By  +  fy 

dans  laquelle  se  change  la  proposée  lorsque  les  quantités  spumises  au*^ 
radicaux  sont  des  quarrés  parfaits. 

680.  Les  calculs  nécessaires  pour  foire  dîsparoître  les  radicaux  de 
réquation  (i)  et  parvenir  ainsi  à  une  intégrale  rationnelle  de  la  pro- 
posée ,  sont  assez  longs  ;  et  il  feut  avoir  soin  de  débarrasser  le  résultat 
qu'on  obtient  des  facteurs  qui  lui  sont  étrangers.  Mais  le  moyen  sui- 
vant ,  dont  s'est  servi  Lagrange ,  conduit  immédiatement  à  J'équatioa 
finale  la  plus  simple,  U  est  fondé  sur  ce  que 

^/x-h  V^  —  ■   ^^   /-  i    or  dans  l'eiemple  actuel 

y   2%.  '         r    **  •• 

et  par  conséquent 
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En  combinant  cette  valeur  de  v/ÎP+ v^'avcc  celle  de  v/jf^j/T* 
on  trouve 

Si  maînten^àt  on  fait  disparaître  le  dénotnmateur  à\x  second  metfibre , 
que  Ton  élevé  chaque  membre  au  quarré ,  que  Ton  mette  au  lieu  de 
X  la  quantité  qu'il  représente  j  enfin  que  l'on  ordonna  le  résultat  p^ 
rapport  aux  puissances  At  x  -{-  y  tt  Ae  xy  ^  on  aura 

+  2(CZ?  — 15£  —  Det»)  {x  +y)xy + (ZJ*—  4£«>  tr"  S 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  équation  est  en  même  tems  Tin- 
tégrale  de  la  proposée  et  de 

dx  dy  

Va + Bx-^  Cx*+Dx^+ £x*        V  A-JfBy-^Cy^-^Dy^-^Ey^ 

^  et  qu'on  peut  la  mettre  sçus  la  forme 

A'-\-B\x+y)^C(x'+y'')JfD'xy-'fE'lx^y)xyJ(rF'xY  =t=  o; 

c'est  ainsi  qu'elle  s*ést  présentée  d'abord  à  Euler,  qui  la  trouva-  par 
hasard ,  en  cherchant  s'il  étoit  possible  de  déterminer  les  coefficiens* 
.  jf^  B\  etc.  de  manière  qu'elle  satisfît  à  l'équation  difféi'cntielle  pîrb- 
posée.  Pour  remplir  cet  objet ,  il  fout  la  diffîrentier  >.  ce  qui  donne 

[5'+  iCx+  D'y  +  EX^^y+y)  +  ^F'xy^\âx  l   ^ 
•    -^{B'-^-  xCy  +  D'x-\-  E'{xxy+  x^)  +  ^FxylJyl    ~ 

puis  la-  résoudre  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  ; 
^  on  trouve .  alors 

et  comme  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  précisément 
les  coefficiens  ùq  dx  ti  dy  dans  l'équatioa  différentielle  rapportée 


6) 
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plus  haut,  il  viendra 

dy  \^(B'+D'x+E'x-)^4{A'+B'x+  Cx^XC+E'x+rx' 

On  ramènera  les  radicaux  de  ce  résultat  à  la  formé 

V^A+Bx+Cx\+Dx^  +  Ex^^       V^  A+By*+Cy^+Dy^  +  Ey*i 
et  par  conséquent  l'équation  ci-dessus  à  celles  que  nous  avons  in-; 
tarées ,  en  faisant 

B  =ï=i5'/y— 4(^'£'+ J5'0 

D—%DË^  4  (  Wr^rCE') 

E^  £'•    —  4C'/"- 
C^s  équations  n'étant  qu'au  nombre  de  5, un  des  6  coefficiens  A'^B\  C^ 
jy^  E\  F' y  restera  indéterminé  et  tiendra  lieu  de  constante  arbitraire, 

68  it   Lorsqu'on  fait  £==0  et  i)=?.o,  on   retombe  sur 
dx  dy 

H — =  o ,  dont  nous  nous  sommes 


occupés  dans  le  n^  677 1  l'équation  (i)  devient  dans  ce  cas 

et  donne  une  intégrale  plus  simple ^e  l'équation  (i)  du  n%  cité; 
intégrale  que  l'on  déduiroit  aussi  de  l'application  immédiate  du 
procédé  de  Lagrange  à  l'équation  proposée  dans  ce  n"".;  mais  qui 
est  sujette  à  l'inconvénient  qu'on  a  fait  remarquer  dans  le  n"*.  6179; 
Quant  à  l'intégrale  rationnelle ,  elle  seroit  seulement  de  la  forme 

A'^B\x+y)  +  C{x^^y')+D'xy  ==  o , 
^nsi  qu'on  peut  s'en  convaincre ,  soit  en  faisant  évanouir  les  r^^ 
dicaux  y  comme  ci-dessus ,  soit  par  la  difSérentiation, 

6S1.  Si  nous  désignons  par  f  (  x  )  et  par  f{y  )  ,  les  intégrales 

C ifi_ .  r iy . 

J  V^ A'\>Bx+Cx''{r£>x^  +  Ex^     J  ^A  +  By+Cy^+Dy'  +  Ey^ 
pous  aurons  pour  déterminer  les  propriétés  de  cette  espèce  de  foncr 
lions  transcendantes  »  Us  deux  écjnations  ; 


VlFFÂRENTiELLES  A  DEUX-  t^ARiABLES*         4)  ) 

Va-\-Bx + Cx* + Dsc* +Ex^  —  ^'Â+ÏÏfÀi^CyTDyTËy^  = 
ix^y)V  a*+D{x'{-y)+E{x^-  yy     .'..(i) 

On  se  convaincra  par  le  développement  en  série ,  que  î{y^  devient 
njille  lorsque  j^  =?  o  ;  et  en  représentant  par  a  la  valeur  que  reçoit  x 
dans  la  même  circonstance ^  on  aura  /S  =  f  (^)  ,  puis  faisant  x=-a^ 
tty  =  o ,  dans  l'équation  (i)  ^  on  la  changera  en  cette  autre  : 

i^ji+Ba+Ca^+Da^+Ea^  —  \/li'=  V^ct*^  Da^ £a* 
<dont  on  tirera  la  valeur  de  a.  C'est  ainsi  qu*on  peut  assigner  dans  le  cas 
actuel  la  relation  que  doivent  avoir  les  constantes  ttttfi,  et  en  vertu 
de  laquelle  Téquation  (i)  fera  connoitre  celle  qulexiste  entre  l^s  trois 
quantités  ^ ,  j' et  * ,  lorsque  f  (^)+  f^j')  =  ^ (^).  Nous  ne  suivrons 
p;is  plus  loin  les  conséquences  des  équations  (i)  et  (i) /parce  que  nous 
parviendrons  à  des  résultats  plus  simples  en  donnant  une  autre  forme 
aux  fonctions  transcendantes  qui  entrent  dans  Téquation  proposée. 

^83.  Nous  avons  montré  dans  le  n"*.  j  i  z  que  lej' transcendantes  de 

la  forme   /  pouvoicnt  toujours  se  ra- 

•/  Vj4+Bx  +  Cx'+Dx^+£x^ 
mener  à  d'autres  comprises  dans  l'expression 
^  +  jBsin^*  dp  V 


/ 


fïihtjss  y  et  nous  nous  occuperons  de  Téquatlon 


;  nous  considérerons  donc  ces  der- 


a  A  d'L 

—  +  — =====  =  o; 


On  pourroit  introduire  dans  Téquation  (i)  du  n*.  précédent,  les  va- 
riables sin  f  et  sin  4  ;  mais  il  sera  plus  simple  dlntégter  immédiate- 
ment la  proposée.  Pour  cela  on  fera 

iî  =  /i-e^sinç*  ,  ^  =  —  /i— e-sin4S 

et  on  en  déduira 

df  ^  ^  de 

_z.  =  —  «»4n»co$fj  — f  =  —  «•sui4cos4; 

dt*  T       T»  4t*,     . 

Calcul  uUigrdU        '-  lii 


'■^ 
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En  ajoutant  ei  retranchant  successivement  les  deux  dernières  équa^ 
tions ,  on  aura 

cl  ^       cL  "w 

</*«     J*4  .  ' 

'7?'~"ïë~  •—  «"(sin^cos^— «r4cos4)  =  —  î «*(sini»— siiii4). 

Si  Ton  prend  jp  =  ^  +  4»        f  =  *  —  4>        »l  viendra 

~  =  —  K<*[sin(/»+f) +  sin|>  —  fX3=  — «"àn/cosî  »,  • 

_  =  — .  i  «*[sin(/»+ q)  —  $in(/»  —  y  )]_  =  —  «*cos  /»  siof  ; 
mais  on  a  aussi 

57*^  ="  ^-^=-^*(sin^*~sîn4*>=^-(coS2^-cosi4X 
==  7t*[cos(/>+f) — COs(/^  —  q)"]  =  — e*$m/isinf. 

Divisant  les  équations  -j-^  =  —  e^sin^cosj  et  — ^  =  —  t^cospûta^^ 

dp  dq  ,    .     , 

par  --,—  •-7-  =  — c*sin/^sînj! ,    on  aura* 

a/i    dt 


d^p           cos  y  ^/?  dq  cos  j* 

—   -^ OU  — 


dp  dq  sin  q  dp ^  sin  f 

d^q  cos  /?  ^*^  ^P  cos  p 

—  ou  ^  r  r 


Ht 


/ 


^^y  sin/p  dq  %\ïip 

€es  deux  résultats  s'intégrera  et  donnent 

dp  ,  d  q- 

1.  -T-  =  t.  sin ^  +  I  *  f.        !•  —  =5  L sîn/y  4- 1*   * 

dt  "  ut' 

et  passant  aux  nombres  ^ 

■j-  =  ctsiuf  ,  -—  =3  et  sm/; 

dt  dt 

templaçant  /^  et  j  par  leurs  valeurs  ^<p +4  ct^  *■— 4^  c^-r»  T^>< 

a£      ait: 

^(^    d-^      d^     m4 

par  celles  de  - — Y-r-  . — ,  on  aura 

dt    dt       dt      dt 

Vi  —  c*sin^*— -K  I  —  e*sin4*=  rtSÎn(^  — 4)>» 
^  V  ï  —  «*sin^^*  +  V X  —  e*sin 4'  =  «'sin(^  +  4)» 


DÏFFÉAÉNTnitES  A  DBVX  VARIABIBS.  4)Ç 
Chacune  de  ces  équations  esc  une  intégrale  de  la  proposée  ;  maïs  on 
peut  en  obtenir  une  troisième  qui  sera  pkis  simple^  en  éliminant  dt 

'  entre  les  équations   -^  =  «sîn^  ,    t^  ==  «'sin/;  ;  la  résultante 

dt  dt 

ttdqsmqxrzttdpànp y  et  son  intégrale  a cos ^  =  «t'cos/^+ a'',  .con- 
viendront à  réquation  proposée ,  lorsqu'on  aura  réduit  à  une  seule  les 
trois  constantes  arbitraires  qu'elle  renferme*  Pour  y  par  venir ,  on  sup« 
posera  que  ^  se  change  en  fc  quand  4  =:  o ,  et  lés  deux  intégf aies  ^ 
trouvées  d-Klessus  ^  donneront 

—  i  +  vi  —  e^sin/tA*  ^        I  +  V  I — e*sin/E^' 


,  et   == ; , 


smft  sin/A 

mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  a  cos  q  =  et'cos  p+ct\  qui ,  dans 
fhypothèse  actuelle  où  />  =  ^  =  /^t ,  devient  («  —  ce')cosft  ==  a ',  nous 

//     *         ICOS/A    -  1     .  -,  /  M 

aurons  ce= : .  Substituant  ensuitedansatcos  j=  *  cos/?+ * 

sm/t<ç 

après  y  avoir  mis  ^  +  4et^  —  -i^kU  place  dep  ttde  q^  nous  obtien- 
drons 

cos((p — 4)( — I  +  V^i— <*sin/A*)=cos(ip  +  4)(i  +  ^i — «•sin;**) — icosju  , 
résultat  qui  se  réduira  successivement  à 

■ 

tos((p +4)  +  cos((p-r4)  +  (cos((p  ^  4) — cos((p — 4)  )  V^  I— e*sinfA*=lCOSf*  , 
cos^cos4  — dn<psin4^ï  — ^siufc*  x=s  cosft     .....:...^.  (3) 

Maintenant  si  oh  désigne    j      '  par  f  (?)  >  on  aura 

J  y  \  —  e'sin^* 

^(*)  +  ^(4)  =  iS  ;  faisant  4=0  et  ^=m>  il  viendra  i8=:f  (jia)  , 

d'oïl  il  suit  f(*)  +f(4)  =  fC/^) ^•(4)* 

Si  Féquatîon  proposée  étoit 

a(p  04 

*      *  "~-  *    -  .  -  css  O  •      ' 

Kl— «*sinp»        V  I— «'sin4* 

on  trouveroît ,  en  changeant  le  signé  de  V  1 — ^sinf-*  dans  les  deux 
dernières  équations  de  la  page  précédente ,  et  en  opérant  comme  ci- 

dessus  ,      cosf  cos4 4-  sin  f  siri4  ^i — e'sinf«*=  cos /^ (5) , 

et  on  auroit  daas  ce  cas  f  (p) — f  (4)  =  f  (/^ ) (6). 

111  2 


V 


.   •*> 
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Legendre  ^  dans  son  Mémoire  sur  les  Transcendantes  elliptiques ,  n 
déduit  de  la  combinaison  des  éauations  que  nous  venons  d'obtenir  ^ 
plusieurs  belles  propriétés  de  ces  fonctions ,  et  nous  allons  faire 
connoîtrc  cette  partie  de  son  ^ravaîU 

684.  Le  premier  usage  qu'on  peut  faire  des  équations  (3)  et  (4)*;' 
consiste  à  trouver  Tare  ft ,  qui  répond  à  la  somme  des  fonctions  f  (  p^) 
et  f  (4)  f  lorsqu'on  connoît  les  arcs  p  et  4«  U  £aut  pour  cela  résoudre 
l'équation  (  3  )  par  rapport  à  sin^c^et  à  cosft;  mais  on  arrivera  pluis 
facilement  au  résultat ,  en  mettant  dans  les  deux^uations  qui  teo 
minent  la  page  434 ,  les  valeurs  de  «  et  de  <t\  rapportées  page  43  ;  ^ 

et  en  éliminant  successivement  Vi — e'sinf*.*  et  sînft:  on' ob- 
tiendra, après  les  réductions  et  les  développemens  nécessaires^ 

.   sin  ^*  cos  4*~  cos  ^*  sin  4* 


SltïfJL    = 


sinçcos4^i — e*sin4* — sin  4  cos  ^^^i  —  e*sin  ^* 
sin ç cos4  ^  I — ^ sin  ^*  —  sîn 4  cos  ^V  i  —  e*sin4*^. 


V  I — e*sinf**=- . -^ 

sin^cos4^i — «•sin  4*' — sin4cos^Vi — e*sin^*     ., 

On  multipliera  ensuite  les  deux  termes  de  chacune  dç  ces  fractions  par 

sîn  ^  cos  4  V^  I —«'sin  4*  +  sîn  4  cos  9  V^  i  — -e*sinf  *; 
oji  les  divisera  en  même  tems  par,  sîn  f  *  cqs  4' —  cos  ^*  sin  4*  ^ 
en  observant  que  cette  quantité  n'est  autre  chose  que 

(  I  ^COS  ^^)  C0S4*— (  I  — C0S4*)C0S  ^*=S:  C0s4*— COS  P% 

(  t  —  sin  4*)  sin  ç* — ( I  —  sin  ^  )sin  4'=  sin  f  •—  sin  4% 

et  il  viendra 

sîn^cos4V/i — g*sîn4*+sîn4cosfV^i— g'sin»*.^ 

^''°'*= — ' i— e»sin0'sin4*  ' 

) 

V 

-, V^i— e'sin»*»  V^ï — «*5in  4'— <*sm  psin^cos^eos^' 

Substituant  cette  dernière  valeur  dans  réquation  0)  »  O"  **"* 

cos  f  cos  4  —sin  f  sin4^i  —  <*  sin  »*.  V  i—  t*sin  4*  . 

««*»  =  i-e"iinç'sin4'  ** 

'd'oïl  on  déduira 

__  tang(pV^i  — <*sin4*  -f  tang4V  i  —  e'sin^*  ^ 


DIFFÉRENTIELLES  A  DEUX  VARIABLES.       •  4^7 

Cette  dernière  expression  donnera  /u  =  ç'  +  4'  »   si  on  prend 

tangV  ==  tang>V/i  — e*sin4'  ,    tang 4'  =  tang4V/i  — .  e'sinç*  ; 

et  on  calculera  facilement  Ki  —  c*sin(p'  ,  V  i  — e*sm4*,  en  faisant 
«sîn  f=siri  *  et  «sin^  =  sin  jS  ,  parce  que  ces  radicaux  deviendront 
respectivement  cos  * ,  cos  jS. 

685.  Dans  le  cas  où  /i— c*sin4'  seroit  affecté  du  signe  ^-^ 
dans  réquation  proposée,  on  trouveroit,  en  opérant  comme  ci^dessus^ 

sin ^.cos 4  V^ I — ô'sin4» —  sin 4 cos ^  V  i— ^e^sin^         - 

sin   i^  =  — ■' — • ' — -7-^ — ï7 — ni ' "^  > 

I — e*sin^*sin4 

^y V 1 — :>*iin^' ,  V^  I —  g^sin4' +g^siQ<P  sin  4  cos» cos4   , 

^  I — e*sm^  sm4 

cos  y  cos  4  +  sin  (p  sin  4  ^  " — e*siny*>  v  \ — <*sin4*         - 

cos  M  =  ' -  . — .  .    ,, — '  :     » 

•^  1 — e*sinç*sin4 

_      tang»  V^i— g*sin4'— tang4  K  i— «'sincp"    , 

1  H-  tang  *  tang  4  V^  i  — «-sin»*  .V  \  —  «'sin  4' 

686.  On  peut  maintenant  trouver  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs 
correspondans  à  des  fonctions  multiples.  Occupons-nous  d*abord  du 
cas  le  plus  simple;  désignons  par  »,  l'arc  qui  répond  au  double  de 
la  fon«ion  f  (»)  ,  en  sorte  qu'on  ait  f  (».)  =  2  f  (»).  En  faisant  4=<» 
et  M=f. ,  dans  les  valeurs  de  sin/*,  de  cos/*  et  de  tang f*, 
déduites  de»  équations  (})  et  (4)  ,  nous  aurons- 

X  sin  »  cos  py  1  — t'sin»*      . 

•  I — i.sîn(p*4-^*sin^  • 

cos  ^•==  — ^ T"'       \  > 

tangi  ».=  tang  «V^  i— «»sin»*. 
La  dernière  de  ces  formules  se  prête  facilement  au  calcul ,  en  prenant 
$in  «  =  e  sin  »  ;  sin  «.  =  «sin  », ,  sin  a-^ = «  sin  »4  ,.  etc.  ce  qui  don- 
nera tangi(p.=  cos  «tang»,  tang  5  »4  =  cos  «.tang»,,  etc. 

Si  l'on  désigne  par  V,  l'arc  qui  répond  à  ^f  (  ?>»  par  ^  celui  qui- 

â  4 

répond  à  ^  f  (f) ,  etc.  et  que  dans  l'équation;(3) ,  on  changé  »  et  4en  ?^ 
et>en  »,oû  en  déduira 
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sin  ^,  = '  ^  en  posant  pour  abréger  V  i— c'^siiKp^rsjR. 

En  prenant  sin  <t  =  e  sm  ^  ,  on  aura  |/^    =  cos  ^^  «  , 

et  par  conséquent  sm  ^,  = ; —  ;  faisant  encore  sm  «t,  =  esui  f ,  9 

-         COS^et  j  ^ 

sin  7^^    - 

il  en  résultera  v     sîn  ^ ,  = ~  ,  et  ainsr  &  suite. 

^     cosictj 

Passons  à  la  recherche  des  arcs  correspondans  à  des  multiples  et  4 
des  fractions  quelconques  de  la  fonction  f(^).  Soient  >^_,,  f^^ 
^«M-i  >  ^^^^  3f  es  qui ,  d'après  la  notation  adoptée  »  répondent  aux 
fonctions  (/z— i)f(0>  /if(^),  («+i)f((p)r  comme 

on  changera  dans  les  expressions  de  sinfiet  de  cos  ^a  du  n^.  684  ^ 
4  en  ^^ ,  1^  en  ^^^, ,  et  dans  celles  du  n%  685  ,  4  en  t^  ç  en  f^  , 
/^  en  ^|^_,  y  et  on  formera  les  équations 

sin  <p»4.,+  sm  (p^,=  — ,^ -„  ^^^'      >    ^ 

a  cos  f  cos  tp^ 
cosf^,+cosç,_,=  -- — .y       ■  . 

I  -*•  c  sin  p  sm  ^  j^ 

En  faisant  successivement  ;ï  =1, 1 ,  3  ,  etc.  on  tirera  de  ce^  équa-r 

tîons  les  expressions  de  sin  f ^ ,  sin  ^ ^ ,  etc.  Soit  pour  abréger 

X  A  cos  ^==p ,       i^-^Vm  ?^=î  9      <*sm  (p*=  i*—  jr  =  r , 

il  viendra    *  sin  ^.=^  -  sin  ^  , 

««^=^1 ;sm^, 

Sin^^— — — i 7 — /'ysiaf, 

<^in  «<=  -V T-, — -T—, — NI. i  sio  *• 

ctc,  .  •    ' 


^ 
t 


l'autre^  donneront 


tangip 


ji  y 


DItTÈRENTIELtES  ADEVX  VAniABLES.  4?^ 

Les  développenjcns  de  ces  formulas  seroient  très-compliqués  ;  la  re- 
cherche des  tangentes  conduit  à  des  résultats  plus  simples.  Les  deii^c 
équations  dont  x>n  a  tiré  tes  précédentes  étant  divisées  Tune  par 

sm(p;»+r4-co5(p„.,- 

— -7-;^  A 

•  COS(I>^^,+COSip^_i  • 

ou  tang  \  (  ^„^,  +  <p^^,  )  =  R  tang^^  ; 

im  déduit  de  cette  dernière  #  % 

tang^^     =/ïtatigr,  --  - 
..  tan^^ (.?,-+*  ).=iî tang p,^;..    :   .-   . 
*ang  7  (  ?*+ 9.  )  =  ■'î  tang  ?j , 

€tC. 

Si  dans  les  équations  que  nous  venons  d  obtenir  ,  on  regarde  sîn^^ 
ou  tangf ,  comme  Tinconmie,  on  aura  celles  qu'il  faut  résoudre 
pour  diviser  la  fonction  f  en. plusieurs  parties  égales  par  le  moyea 
de  Parc  auquel  on  la  rapporte.  En  faisant  ^  par  exemple  ,  sin9)~==:a; 
v€t  sin  ^  =  Jt  ^  il  vient 


tf  = 


y 


cette  éqtiâtîon  ifaonte  au  neuvième  degré ,  et  Ton  en  auroît  une  dit 
ringt* cinquième»  si  Ton  chsrcKoit  à  obtenir  Tare  qui  répond  à  un 
•  cinquième  de  la  fonction. 

687.  Les  équatioos  deviennent  beaucoup  moins  compliquées  quand 
ta  fonction  à  diviser  en  ()arties  égales  répond  à  un  arc  de  90%  parce 
qu'il  s'établit  alors  des  relationstrès-simples  entre  ^^_,  et  (p ,  ^^-9  ^^  ^*  * 
etc.  En  effet  si  on  suppose  n*  =  go^datis  Téquation  ('3^1,  elle  devient 


cos  p  cos4  —  sîn  ^  sin  4  ^'i  —  c\  =  o  et  donne 


sin  p 


cos  4 


cosç      sio4v/i (î* 


o ,  ou  tang  f  = 


cot4 


:;  mais  en  prenant  ^  pour  f^^ ,  on  pourra 


écrire  ^ ^_!  et  ^.  à  la  place  de  f  et  de  4  ^  ^n  sorte  qu*on  aura 


^ang^^^i  =±  . 


cot  Pi 


tangç5^.,= 


Vi-c 
COt^ï^ 


,   d<Ht  on  tirera  tang«»_,  = 


cot  ^ 


v^Tir 


,  etc.  Maintenant  que  l'on  mette  ?„  ou  90°  au 


ECU  de  f,^,  ,^»-.i  au  lieu  de  ^^ ,  et  (pn,_^  au  lieu  de  ^«i^,. ,  dans  Téqua»* 
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tion  tang  7  (  ?>„^,  +  ^„_,  )  =  R  tang  (p^  ,        on  en  tirera 

tang(45^+^^^.J  =  iRtang^^,: 
l^[mêine  équation  donnera  tang  .^  (^^^, +^^,)5i:/J  tang  f,^:::^,  etc.' 
Pend^.nt  qu^on  descendra  ainsi  de  f^  vers  ^  ^  on  formera  les  équations 
qui  donnent  ^.9  ^^ ,  etc.  en  partant  de  ^  ;  oa<:herchera  dans  ces  deux 
suites  d'équations  cellçs  qui  pourront  conduire  à  une  équation  dans  ' 
laquelle  U  n'entre  plus  que  Tare  ^.  S'il  falloit  diviser  la  fonction 
en  trois  parties  égales,  Téquation  tang( 45*^+7 ^,^.)  =-Rtang^^_£ 

4onneroît  immédiatement   tang, (45^+  ^f )  =  il  — ^  ca 

.                            '             cot^  .        . 

obsçrv^nt  que  tang ^^~,  ^=  --■ ;  posant  ensuite    %vip^=^x  ej 

développant  ;;  on  trouveroît 

Dans  le  cas  oh  Ton  voudroit  partager  la  fonction  en  cinq  parties 

cot  f 
légales,  on  auroit  d'abord  tan^(4^*+^pj)  ==  A -—====  ,  et  on 

Kl  —  e* 

combiner  oit  cette  équation  avec  tang  {  (  ^^ +f  )=:/l  tang  ^.  ;  on  trou- 

-        •         f     /.         .      ,         ^«                                iilsin^cosa 
yerou  par  les  formules  du  n**.  684  que  tang^.  = : — rTT^ — Z^' 

f  t  faisant  sin  ^  =  ^  >  il  résulteroit  de  l'élimination  de  ^^  ^ 

i688.  Ce  qui  précède  suffit  pour  trouver  dans  tous  les  cas  la  rela- 
tion qui  doit  avoir  lieu  entre  f^  et  9  pour  que  f(p^)==«f(^^,  et 
l'on  en  déduira  aisément  celle  des  arcs  f  et  4  déterminés  par  Téqua- 

lion  f4)  ?;=  — f(^)  ;  car  en  faisant  /wf(?>)  5=  f(»),  on  aura 

/*f('4')==f(«?);  et  lorsqu'on  sçra  parvenu  aijx  équations  algé- 
briques que  supposent  entre  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  ^  et  «  ^ 
4  et  »^  les  conditions  précédentes ,  il  ne  restera  plus  qu'à  chasser  ». 
\\  suit  de  là  qu'on  peut  intégrer  algébriquement  l'équation 

fftd^  /y  a  4 

■      "^  —    =   O  f 

Poiw 


\ 


DIfFiAENfÏELLES  A  DEUX  VARIABLES.         44  ^ 

Pour  y  parvenir  oh  prendra  d'abord  Pintégrale  transcendante  qui  est 

ft  étant  ce  que  devient  4  9  lorsque  ^  ==  o  ;  on  y  introduira  un  nouvel 
arc  «  tel  qu'on  ait  f  («)  =  f  (/t*)  — -  f  (4)  >  et  elle  deviendra 
^f(^)  =  nf(4*),  L*éliniination  de»  entre  les  équations  algébriques 
qui  correspondent  aux  deux  équations  transcendantes  que  nous  venons 
de  trouver ,  donnera  Pintégrale  algébrique  de  Téquation  proposée. 
Soit  en  général  Téquation 

md^  nd-l  pd» 

—  —  -^1 /  +  — ■■     .  +  etc.  t=  o; 

V I  —  ««iin  ^*         / 1  —  <5*sin  4*         / 1  —  e*sin  «* 

composée  d'un  nombre  quelconque  de  termes  ^  mais  limité  ; .  son  in« 
t^ale  transcendante  sera 

m{(p)  +  n({^)  +p{{t»)  +  etc.  =  f(iu), 
et  on  pourra  en  déduire  une  intégrale  algébrique ,  en  faisant 

mf(0=.f(0,  /*f(4)  =  f(4')t  /'f(«)=f(«'),  etc. 
ce  qui  donnera 

f(0  +  f(4')  +  f («')  +  etc.  =  f (/^).  ^ 
La  question  sera  ramenée  à  trouver  les  relations  algébriques  qui  cor- 
respondent aux  équations  précédentes;  or  on  a  déjà  vu  comment  il 
falloir  s'y  prendre  pour  les  premières ,  et  quant  à  la  dernière  on  la  dé- 
composera en  d'autres  qui  n'ayent  que  trois  termes.  Supposons  pour 
fixer  les  idées ,  qu  elle  n'en  ait  elle-même  que  quatre  ;  on^  posera 

f  (O  +  f (4')  =  f (7*0  et  il  viendra  f(/.0  +  f  («')  =  f  (/*)  ; 
en  chassant  (Jtf  de$  équations  algébriques  qui  correspondent  à  celles-ci , 
on  obtiendra  une  résultante  algébrique  entre  les  sinus  et  les  cosinus 
des  arcs  / ,  4%  ^'  et  fi.  On  la  combinera  avec  les  équations  algébriques 
qui  répondent  aux  premières  équationis  transcendantes ,  pour  éli- 
miner f  %  4S  <*%  etc,  et  l'équation  finale  sera  l'intégrale  algébrique 
de  la  proposée  :  une  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  /k  tiendra 
lieu  de  constante  arbitraire. 

Il  suit  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  l'équation 

mdx  f^dy  pdz 

'  "Bl — 7  ^"  "d^T — T  +    p  /    ^    +  etc.  =  o  , 

^(^)       R{y)       R{l) 

dans  laquelle  R{x)  désigne  le  radical  V^^+Bx+Cx^+Dx^+Ex^ 
et  ainsi  des  autres ,  et  qui  peut  se  réduire  à  la  précédente ,  est  inté* 
Calcul  imégral.  K  k  k 
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grable  algébriquemisjit.  Si  Ton  prend  pp\ir  {  et  pojaf  les  yairiablies  .$iiir 
vantes  des  fonctions  de  xtià^y^  ççtt^  équation  en  fournira  une 
infinité  d'autres  à  deux  variables  seuleme^it ,  etde  form^  tr«s«div<f  ses  > 
qui  .toutes  seront  susceptibles  d'une  intégrale  alg^que,^  Jusqu'à  pré^ 
sept  on  n  a  pu  rien  obtenir  pour  le  cas.pii  \^X9^^  contiendroît  pjiw 
de  quatre  termes» 

689*  L'on.est  parvenu  à  évaluer  les  arcs  de  cerck  paf  }a  bissectioa 
en  calculant  successivement  le  sinus  de  la  moitié ,  du  quart;,  dm  l^ui- 
tième  9  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  fut  ;irrivé  à  un  arc  assez  petit 
pour  être  sensiblement  égal  à  son  sinus  ;  on  peut  en  fiaire  autant  à 

l'égard  de  la  fonction  f  (^)  en  calculant  successivement  les  arcs  f,  ^ 

^  •    .       ■  .  ■    ■  •....'•'  •       -•         t" 

^  5  ^  ,  • qui  répondent  à  ^fC^),  if(f),  ifCt),  ctcv 

4  8 

Si  la  quantité  e  n'est  pas  trop  approchante  de  l'unité  et  que  Ton  ne 
prenne  pas  ^  >  90%  les  arcs  ^  ^ ,  ^ , ,  ^    ,    etc.    décroîtront  assez: 

rapidement ,  et  comme ,  lorsque  f  est  très-petit ,  la  fonction  £  (  ^  )  ea 
diffère  peu  y  il  s'ensuit  que  le  dernier  arc  auquel  on  s'arrêtera  dans  la 
suite  des  bissections  9  donnera  une  valeur  approchée  d  une  âractioiv 
4e  la  fonction  f  (^  ).  Nous  allons  rapporter  ici  l'exemple  qu'a  choisi 
Legendre. 

Soit  e=  \/^  — Î-— =sin75%  et  tangf=K^  --p.}  on  tire 

4e  là ,  par  le  moyen  des  forimiles  du  n^.  6Î6  y 


9  -47' 

i 

-3o",948 

it     =4î 

1 

0 

o",ooo 

.36 

5  >659 

40 

10  ,9^9 

f^  =13 

4 

6 

1°  ,907 

et  ^     ==:  T2 

39 

15  »7Î7 

f,   =6 

fi 

ÎS 

4»  ,703 

"fi 

12 

«   ,3!» 

18 

8  ,734 

0 

*_!_— 3 

II 

a^,iir 

«  6 

P,  =1' 

39' 

6  '\667 

1  6 

"s 

,    • 

Le  dernier  de  ces  arcs,  ne  surpassant  que  très-peu  la -moitié  de 
l'avant  -  dernier ,  est  déjà  fort  près  de  la  limite  cherchée  ;  mais  les 
différencias  entre  chaque  arc  et  la  moitié  de  celui  qui  le  précède , 
suivant  à  peu  près,  la  progression  géométrique  dont  la  raison  est  7^ 


on  trouv^a  qu'en  partant,  de  ^  ,  —  \p  ^  ===  ^'-jî f    1^^    somme  e» 
environ  1^3  Xy,  ou  i"yo6j.  En  ajoutant  ce  nombre  à  ^^,.^  ,    on 

t)blien(trâ'  r.  39^  7^434  »  et  31  fois  cet  arc ,  ou 
<i^  51^  ^(7^9— <^j92.iéS7,   éiî  parties  au  rayph,  sera  la  valeur 
approchée  de  ^(9).    '  *  ' 

690.  Après  avoir  considéré  les  fonctions  elliptiques  de  la  première 
espèce,  passons  à  celles  de  la  seconde.  Désignanis  par  f,(^) ,  f,(4) , 

les  aeux  fqn<;tions    I  „  .4-^— ,  .  /  -.■      ,       , .  .  W-  i 

€[ui  sofit'de  cette  espèce,  et  supposons  que  lés  arcs  p  et  4  soient 
tels  qu'on  ait  l'équation  (4)  du  n°.  6^3 ,  ou 

— y--^  '^>  ■   i  ;>'!=  =  o •  •  •  (*)• 


K  I— e*sin?;'     V  i-rre*sin4' 
Il  résulte  de  cette  hypothèse 

fi(0  +  t,(4)=  / -^^ — .  ,^-7^ +  <:^/2J^.t.. .(-^)î  . 

•/  y  I— e*sin9* 

le  second  membre  de  cette  équation  est  intégrable  algébriquement , 

«n  vert»  deja.  relation  établie  entre  ^  et  4. 

Pour  le  prouver  ^reprenons  Péquation  (3)  du  n*.  cité.  En  la  dlffé- 

rentiant  elle  nous  donnera 

—  dp sin p  cos 4—^4 sitt 4  cos  ^  =  k  i  — «"sin/jx* . d. sin ?  sin  4  » 
élevons  maintenant  au  quarré ,  et  nous  aurons  *. 

(  ^  ^  sin  (p  cos  4  ^i/4  sin  4  cps  p  )*=  (  i — É*sin  ft")  (  ^.,  sin  9  !in  4  )*: 
nous  tirerons  de  là  ^ 

{d.  sin  ^siq  4)» — {ànvc^p  cos4r|-  44»n,4coçf  )  j=;=e*^in^j(,^^^        sîn'>t)% 
ce  qui  se  réduit  à 

(  cos  f  sin  4* —  sin  ^*cos  4*  )  .^  ^* + (  sin  ^'cos  4^--^  cos  ^*sin  4*  )  ^  4* 
^  =e^sin/tA'(i.sinpsin4)*. 

Multipliant  cette  équation  par  e%  mettant  i — ^sin4*  pour  ços4%  dans 
le  coefficient  de  </?%  x — sine*,  pour  cos ?%  dans  celui  4e  <f4*»  €< 
réduisant ,  on  trouvera    >        .      <-    s    ,      , ,  , 
,.«•(  sin  4*— -  sin  p')«/  ? •  +  «»(  sin  ?'—  sin,4»)</4''=«4in  m'(  </•  sin  >  sin  4  )*; 
ajoutant  enfin  au  premier  membre  ,de  cette  équation  la  suivante  / 

(i— «•sift4*>f»+ a^p/4V^  i-<-^îsin4'.  V  i— «•îjin^*;+  (i— «•sinp»)</4'»=  o , 

Kkk  X 
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qu'on  obtient  en  quarrant  l'équation  {a) ,  il  viendra  aprèsles  réductions 
et  l'extraction  des  racines  quarrées  de  chaque  membre  du  résultat, 

^^^i— ^^iJ'^'  +  ^4  V^  I—  cSirt4*=c*sin  fAflf.sinfi  sin4. .  *,.  4 .  (-5 )• 

Si  l'on  substitue  dans  cette  dernière  équation ,'  à  la  place  jde  d-^^  sa. 

valeur  prise  cfans  l'équation  (j),;'eiie  donnera 

.(sîn^*-r-sîn4*)^^*  .  .       .     ,.  ..^ 
-^^_^^-___ =  —  51,1  yi  (f^^  sm  ç  sm  4  ; 

remontant  à  l'équation  {A)^  on  la  transformera,  par  le  moyen  de 
celle-ci ,  en  fi( <P )  +  f, ( 4)  =  -^-ff  sin /a  sin  ç  sin 4  +  const. 

Pour  déterminer  la  constante ,  on  observera  que  f  doit  devenir  égal 
à  (4.  lorsque  4=0,  et  que  par  conséquent  co/w/ =  f , (/u)  ;  on  aura 
donc  ainsi       f.(^)  +  f,(4) — f,(iw)  =-^5sinfAsinçsin4, 
en  mêpe  tems  que      f(^)  +  f(4)  —  f(/*)==o. 

691.  On  peut  déduire  de  l'équation 

f.(>)  +  f.(4)— f|(/^)  =  — iîsin/iAsin^sin4 {C); 

relativement  à  la  fonction  f, ,  un  grand  nombre  de  propriétés  ana*  ' 
logues  à  celles  de  la  fonction  f.  Si  l'on  prend  d'abord  ^=4»  on 
aura  /^==(p^,  puisque  l'équajion  f(^)  + f(4)  =  f (/i«)  ,  deviendra 
af(p)  =  f(^)=sf(^^);  dans  la  même  hypothèse  l'équation  (C) 
(donnera         fi(^i)  —  if,(^)  =  5sin^.sinçsin^. 
Faisant  ensuite  4  =  ^avOn  trouvera  ft==^5, 

mettant  pour  fj(^J  sa  valeur  trouvée  précédemment,  on  aura 

^i  (  ♦O  "^3  ^X  <P  )  ==  5  (  «n  <Pv^^"  ^; +sin  ^.  sin  f  )  sin  f  : 
on  obtiendra  de  la  même  manière. 

^i(0 — 4fi(^)=5(iin^4sin?5  +  sin^3sinc.+sin^»sinf)sinf  , 
etc. 
d*oîi  Ton  voit  que  de  la  relation  «f  (^)  =f  (^„) ,  il  résulte 
fi(^ii)  —  ^^X^)  ^gale  à  une  quantité  algébrique. 

On  prouvera  d'une  mailière  analogue  que  si  les  arcs  C>49  ««f  ^tc; 
sont  tels  que 

z«f  (f)  +  /if  (4)+/'f  («J  +  ^^c.  =  0, 
la  quantité        /»f,(^)  +  /ïfi(4)+/'f,(«)  +  etc. 
aura  une  expression  algébrique.    Il  est  à  propos  de  remarquer  dans 
cette  occasion  que  \e%  fonctions  f(ç)   et  f|(^)   sont,  en  général 
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du  même  signe  que  Tare  p ,  et  que  par  conséquent  oi\  pourroît  sa* 
tisfaîre  à  la  première  ~  des  deux  équations  ci- dessus  de  bien  des 
manières  ;  mais  si  on  n'y  considère  les  fonctions  que  positivement^ 
il  faudra  que  quelqûes<*uns  des  coefEciens  m^  ^^P ^  etc.  soient  ûé* 
gatifs ,  et  elle  n'aura  plus  lieu  que  d'une  seule  manière* 

m 

691.  Le  résultat  de  la  comparaison  des  transcendantes  delà  troisième 
efpece  j  comprises  dans  la  formule     «  ^  ' 


f. 


C+  Z? sin  ^*  )  V I— <»sin^* 
tst  une  quantité  logarithmique.  En  effet  9  l'expression 

{A-^rBfXnp^ydp  r      (:^  +  iBsin4*)rf4 


f-, 


^ 


fi 


^4 


Vx 


e":>m^^ 


V  i_cMn  4* 


se  réduit  à 


/r 


(C+Z>sinO(C+-Dsin4') 
(  B  C—A  D  )  (  sin  »'— .sin  4»  )  «/  > 


^+Z?sin^»)  (C+Z?sin4')V'  i— <5*sin(p 
lorsqu'on  y  met^  au  lieu  de  j  sa    valeur   tirée    de 


l'équation 


mais  comme 


'    a4 

h— z====i 

V I— tf»sinf>*     V  1— t*sin4' 


^^ 


o; 


(sin(p»— sin4*)^<p  .  *     •   /     •    x      %. 

-^ —  - — ^=^'**siniui,sinysin4  (  n*.  690); 

V  1— «Sinç* 


on  aura 


(BC^JD)  (  sîn »^— sin 4^) dp       _  ^(BC^AD)difsm(A    ^ 

J  {C+  Dsïnp')(C+  Z?sln4')  ^  i  — ^Sin^*    -/       C^+OJ/^+Z^V 
en  faisant  pour  abréger  sin  ç* +sin  4*=/^  ^   *       sin  ^  sin  4  =  ^* 

On  obtiendra  la  valeur  de/y,  par  le  moyen  de  l'équation  (3)  (  n%  683  ), 
qui,  étant  mise  sous  la  forme 

cos  ^  cos  4  ==  cos  ft + sin  ^  sin  4  '^  1 — **sinfi% 
et  élevée  au  quarré,  donne 

COS^*cos4*==cosft^+ 2C0Sit4sin^sin4  V^  i  — ij^sin/i** + sin^"sin4*  (  r— ^*siof**)  ; 


\ 
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or           cos  ?*cos  4"*  ==  I  —  (  sin  ^*  +  rin  4*)  4-  sin  ^*sin  4*=  i  — p+  y*: 
il  vient  donc       i'^p^=  cosfc*  +  xy  cos^aV^  i — ^sin^^* — y  Vsin  /*% 
d*oîi  il  résulte        /?=  i — cos  /i** —  i  j  côs  /a  v  i— e^sin/tt*  4  y*e*sin  f**. 
=  sin  /i^*—  1  ^  cos  ft  V^  I  *— ô'^sin/Lt* + j*e*sin  ft* . 
Substituant  cette  valeur ,  on  aura       1  -^-- — -— — ^:;^^ :  = 

{BC'^,AD)dqÛTilJL 


H    ■*■      I 


y! . — ^-- ^ — _, 

Ù 4  QD  sli>ft»—  1 C/?  î  cos  ^tV  I— «^sin/u*  4  (Z>*  4  CZ?«*sinfA*)î» 

représentant  la  dernière  int^ale  par  fQdij^   et    dési^^t   par 
f^(^)  et  f^*^)'  ^^^  transcendantes  proposées,  il  viendra 

Il  est  facile  de  s'assurer  <{utfQdq  s*évanouit  lorsque  4==o,  ou  ^=0; 
puisqu^atôfs  il  en  afirive  autant  à  f  ainsi  qt^  dq  ;  mais  comme  ft 
désigne  ce  que  devient  ^  quand  4=0 ,  nous  aurons  «More  daM  Ce  . 
cas  p  çonst^  =  £^(/lc)  ,  d'ôii  nous  conclurons 

f.(04f.(4)-f.(^)=/Qiî; 

et  il  est  évident  que /Qi/f  ne  peut  dépendre  que  des  arcs  de 
.cercle  ou  des  logarithmes. 

On  tirer  oit  de  cette  éi^ation  des  conséquences  analogues  à  celles 
que  nous  avons  déduites  dans  le  n"".  précéd.  de  l'équation 

f,(  ^  )'4f|(4  )— ^fi(  /"  )  =— -ff  sin  ft^in^  sin4 , 
et  on  prouveroit  que  la  quantité 

/wf.(04<(4)4/'f.(«)4Wc. 
pourra  s^étprimer  jpair  lès  loga^rithmes  et  ks  arcs  de  cercle ,  si  Pon  a 
d'ailleurs  /wf(^)4^f  (4)4/'f(«)4etc.  =  o. 

•  1^93.  On  peut  étendre  ce  qui  précède  aux  expressions  de  la  forme 
~.T>  '  ■•  ■  ■  ^  dans  laquelle  ^  désigne  une  fonction  rationnelle  et 

V^i:— e^sinp* 
paire  de  sîn  ^.  Si  on  représente  cfette  intégrale  par  F  (^)  ,  et  que  Von 
prenne  en  sin4 1  une  fonction  "ir ,  semblable  à  ^  ,  on  aura 

/"     ^dçi  r     "ird^       _ 

Vi — t*sin^*   ^  V^  If— ^*$in4* 

f(0+F(4)-F(,x)=  A^!l^, 

J    Kl— «"sin^^ 
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âans  l'hypothèse  de         -- —  H — — -  =0: 

Faisant ,  comme  préccdemmeot ,  sln  ç*+sin  4'=/' ,  sin  ^  sin  4  =  ^  ^ 
^ii  trouvera  sin  ^*=x  i^/»  +  i  V p* — 4^», 

après  la  substitution  de  cps  valeurs ,  les  fonctions  *  et  **•  deviendront 

de  la  forme  Jlf+JV//^*— 4^%        itf^Arv/^CT^^ 

Jtf  et  A^  étant  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  de  ^  :  on  aura  donc 

*~l^  =  iA7V/^*— 4y*=ijV(sin^*— sin40^ 
et  par  conséquent 

-7=7=/ .     .  — =— isxn/^y2V^.suî*sxn4 

K  I  _  e^  sin  ^^    •^  v  i_e*sinç* 

(  n%  690  ) ,  d'où  il  suit 

F(^)4-F(^) — F(/i>t)  =  — xsiti^fNdq.  ' 
L'intégrale  fNdq ,  qui  ne  renferme  les  quantités  p  ttq  que  sous  une 
forme  rationnelle  ^  ne  dépendra  que  des  logarithmes  et  des  arcs  de 
cercle ,  lorsqu'on  aura  remplacé  p  par  sa  valeur  trouvée  dans  le 
n^  692  ;  et  si  Ton  adéquation 

/72f(^)+;2f(4)+/^f(«)+  etc-==îO  j 
la  quantité        /bF(?)+/2F(4)+ '»F(« )  +  etc. 
pourra  s'exprimer  soit  algébriquement  y  soit  par  les  logarithmes  ef 
par  les  arcs  de  cercle*  U  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la  fonction 

/*  Pdx 

se  ramène  à  celle  que  nous  venons  de 

traiter  ^  parce  qu'il  s'ensuit  que  si  on  désigne  cette  fonction  par  F(:r)  ^ 
en  pourra  toujours ,  dans  une  certaine  relation  entre  x^y^i^  etCr 
déterminer  la  quantité        /wF(*')+«F(^) -{-p F ( { )  +  etc. 
par  les  lojgarithmes  et  les  arcs  de  cercle. 

694.  L^équation 

dp  V X— é^sin9*  +  rf4 /i— e*sin4*=  c*sin ^^.sîn ^ sin 4, 
'  que  nous  avons  obtenue  ci-<lessus,  n^  690  ,  et  de  laquelle  on  tire 

fd(pV  I — <*sin^*  +/d4\/ 1— jc*sin4"=  «""sin  /x  sin  ?>  sin  4  +  constr 


/  . 
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renferme   des   propriétés   intéressantes  par  rapport  à  la  division 
des  arcs  d'ellipse.  En  effet,  si  l'on  désigne 

fJpV i—t^sin^'^  par  E{p)\        fd'\.\/ i—^t^Àn^^  par  ^(.4), 
la  constante ,  déterminée  de  manière  que  p  devienne  fc  lorsque  4^=0 , 
sera  E{ii)  ^  et  l'on  aura  ainsi 

£(^)+-E(4)  — E  (  f*  )  =  e*  sin  jt*  sîn  ^  sin  4 ••••.,...  (Z>) . 

Il  est  évident,  par  le  n^  509 ,  que  E  {p)  ^  -£(4)  et  -£(/*), 
expriment  les  arcs  elliptiques  comptés  depuis  le  petit  axe  et  correspon- 
dans  aux  arcs  f ,  4  et  /t^ ,  comptés  de  la  même  ligne  9  sur  le  cercle  décrit 
sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Nous  ne  détaillerons  pas  id  toutes 
les  conséquences  que  l'on  peut  tirer  de  l'équation  (Z7)  ;  on  les  trou- 
vera dans  un  Mémoire  de  Legendre ,  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie 
(  année  1786  )  :  nous  nous  bo|rnerons  seulement  à  observer  que  si  l'on 
fait  ^=4>  ce  qui  donnera  xE(f) — ^(ft)==<*sin /usinas  et  changera 

l'équation  (3)    du  n*.  683  en  cos^* — sin^*V^i— ^^sin^*  =  cos/^t  ; 

¥  ^^B  ^OC  il. 

d'oîi  on  tirera  sîn  ?•= zz:z==.  %  IVc  elliptique  çorrespon- 

dant  à  ^  ne  différera  de  la  moitié  de  l'arc  correspondant  à  /t^^  que  par 
une  quantité  algébrique,  qui  représente  toujours  une  ligne  droite 
rigoureusement  assignable. 

En  général  l'équation  (Z?)  fournit  le  moyen  de  trouver  toujours 
deux  arcs  elliptiques  dont  la  différence  soit  égale  à  une  ligne  droite; 

FlG.iô.  Si  l'on  prend, /g.  26,.  BM=E{i^),  BP=E{p),  i?<2=£(4), 
pn  aura 

^P— QiW==5P+5Q— 5i»f=£(0+^(4)— iP(/*)=«*$in/vtsin^sin4; 
les  arcs  BP  et  QM  jouiront  donc  de  la  propriété  4ema.ndée. 

FIG.a?  Quand  l'arc /i^t  sera  égal  au  quart  d'ellipse  BA^fig.  27,  la  re- 
lation ({es  angles  ^  et  4  se  simplifiera  beaucoup;  car  à  cause  de 
|iA=9a%on  aura  cos/i>t  =  p,  sinft=  i,  l'équation  (3)  deviendra  ^ 

cos^cos4 — sinfsb^^i — e*=o: 

on  en  tirera      cot ^  =  tang ^V i  — e^^ 

.....        t»sinji>cosf 
et  é^sin  /lA  sm  e  sm  4>  =      . 

Vi—eSihp'' 
Telle  sçra  la  différence  des  dxcs  BP  et  ^  Q,  et  les  lecteurs  attentifs 

trouveront 
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trouveront  sans  peine  que  l'expression  précédente  est  aussi  celle  de 
la  diflFérence  des  tangentes  PS  et  Q 7,  en  ^orte  que 
BP^JQ  =  F5^QT. 

JUmque  #=4>  il  etn  résulte  cos^'-^sin^^V"^! — «•  =  o  ,     ou 
tang^  =  -^^   en   faisant   pour   abréger   Vi — «•=*;  on  trou- 

«•sîn^cosf  M  *  •  /• 

ve  ensuite  que  —  =  i  —  ^  ^  en  observant  que«*î=i — t*. 

|/i — «'sinf' 
On  conclura  de  1^  que  si  le  point  K  répond  à  Tare  ^^=4  >  la  difFé« 
rence  des  arcs  BK  et  jiK  sera  égale  à  celle  des  demi-àzes  AC  et  BC  ; 
et  il  sera  facile  de  voir  en  même  tems  que  si  Ton  mène  la  tan- 
gente au  point  K ,  la  partie  de  cette  ligne  comprise  entre  le  point  K 
et  Taxe  CB  prolongé,  sera  égale  à  j4C  ^  tandis  que  l'autre  partie , 
terminée  au  prolongement  de  l'axe  AC ,  sera  égale  à  BC. 


/ 


695.   Uéquation        cos  ^  cos  4  —  sîn  ^  sin  •!  K  i  — «•sinft»=  cos (f^i 

que  nous  avons  obtenue  comme  l'intégrale  de 

dp-  J'I 

^ —  —  =  o  f    peut    être  rapportée    à    un 


triangle  sphérique.  En  effet ,  dans  le  triangle  quelconque  j^BC,  fig.  iS ,    FIG. 
on  a  par  les  formules  connues 

cos  A Cqos  BC+qos  CsinA  Csin  BC:=  cos-rf -ff  ; 

et  comparant  cette  équation  avec  la  première  des  précédentes ,  on 
trouve  que  les  côtés  ^C,  BCei  AB ,  sont  respectivement  égaux  aux 

arcs  ^,  4et/ùt,  et  que  cosC=— -K  i — e*sin|x*.  Il  suit  de  ce  dernier 
résultat  que  l'angle  C  est  obtus,  et  que  cosC*=  i  —  «•sin/ifc% 

«  N         .      I— côsO        siiiC*  ,  .  , 

a  ou      e*z=  — : — --.  =  — ; — —  ,   ce   qui  nous  apprend  que  la 

quantité  e  exprime  le  rapport  des  sinus  des  angles  aux  sinus  des  côtés 
qui  leur  sont  opposés ,  et  que  lorsqu'on  regarde  l'arc  f*  comme 
constant,  l'angle  C  et  le  côté  opposé  AB  demeurent  invariables, 
tandis  que  le  reste  du  triangle  change  d'une  manière  quelconque. 

On  sait  qu'il  existe  un  rapport  entre  les  variations  infiniment 
petites  dei  deux  côtés  AC  et  JÎC,  et  il  est  facile  de  prévoir  que 
Cakul  intégral.  LU 


i 
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cette  variation  doit  s'accorder  avec  l'équation 

— h  -^  =  0;  cest  ce  qu'on  trouve  en  «flfet; 

Vi—e%m^     Kl— c*sin4* 
«  car  l6s  analogies  différentielles  rapportées  dans  tous  4es  traité»  «om* 
.  plets  djç  Trigonométrie  sphérique  ^  donnent  d.JOJ.  -SCî;.cos5:cos^^ 

et  par  conséquent  ^^  idczd^w  cos  j5  :  cos.^;  J  ai  mis  lé  ^igne  ri=  à  i/4 j 
/parce qu'il  peut  arriver  que  l^m<ies  arci  ^  où  4  diminue,  tandis  que 

l'autre  crpit.  On  tirera  de  là 
sin^      .     sîn  iî         '  sin  C 


;  mats  comme 


cos  B  cosj4 

>  = =  '  =  c  m  on  aura 

sin  5  C        sin^  C       ànAB         '  ' 

sin^=<jsini?C==«sin4,       sin5=:esîn-rft7=esin^  ^ 

cos^  =  V^i— e*sin4%         cos  J?  =  V^  t— «*sir-' 

dp  d4 


'sm^ 


.et  enfin 


»/^;=^ 


•sin?>* 


.V^'i— é*sin4' 

Le  signe  inférieur  convient  au  cas  que  nous  avons  considéré  plus 
haut;  lorsque  le  signe  supérieur  a  lieu,  l'angle  Cest  aigu  et  Tin- 
tégrale  est  dans  ce  cas  . 

cos  ^  cos  4 + sitt  ^  sin  4  V^^  I  — fc*sin/E^*=  cos  /^t. 
Il  est  évident  qu'en  prenant  une  marche  inverse  à  celle  qiie  nous 
venons  de  suivre ,  d'après  Lagrange ,  c'est-à-dire  ,.  en  formant  d'abord 
Féquation  différentielle ,  on  en  auroit  obtenvi  l'intégrale  par  les  seuls 
principes  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

696.  Considérons  en  particulier  l'équation 

'dp  ^4 


V^ir-e*sin^*       V^i — €*sin4* 

Son  intégrale  transcendante^sera  f(4)  =  f (^)  +  Hf^)^  ^^  si  l'on- 
change  ?>  en  4>  4  en  « ,  on  aura  f  («)  =  f  (4)  +  f  (i^)  9  ce  qui  revient 
à  f(ft>)^f(?>)+if(/^).  Pour  trouver  l'arc  w,  il  suffira  de/ormer 
un  second  triangle  Cff^',  ayant  fe  côté  ÙB  conimun  avec  le  premier 
•  triangle  ^CJ? ,  et  le  coté  J'B=JB.  Il  est  facile  de  parvenir  à  la  relation 
algébrique  des  sinus  des  arcs  (p ,  4  et  «  ;  car  si  du  point  B  on  abaisse 
\in  arc  BD^  perpendiculaire  stir-^C,  le  point  D' sera  le  milieu  de  JJ'i 


\ 
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Ton  aura   CD'  = = ,  et  le  triangle  CZ?'5,rectangIe 

2  X 

tn  ly  f  donnera         i  :  cos  C::  tang  CB:  tangCZ?'  ^  ou 

tang =  cos  Ctang  4. 

Si  on  mettoit  «  à  la  place  de-^ ,  et  t»'  k  celle  de  a»  ,  on  trouveroit 

f(«^)  =  f(«)  +  f(M),  ou  f(«')  =  f(^)  +  3f(i^); 

en  construisant  un  troisième  triangle  CA*B\  dans  lequel  A'B'^=zAB^ 
dont  le  côté  A'C  ^soit  commun  avec  le  précédent ,  et  en  abaissant 
Tare  Aiy*  perpendiculaire  sur  BC^  on  trouveroit  comme  ci*dessus 

4  +  «' 
tang =  cos  C  tang  M. 

Dans  le  cas  bit  le  premier  triangle  ^£C  seroit  isocèle ,  et  où  Ton 
auroit  ^  =  /i* ,  c'est-à-dire ,  AC^s^AB^  il  en  résulteroit 

f(4)  =  »f(0,       /(«)='5f(0»        f(-')  =  4f(0ctc. 
et  en  abaissant  du  point  A  un  arc  AD  perpendiculaire  sur  BC  on 
auroit  pour  déterminer  4  9  l'équation 

'4 

tang  -  =  cos  Ctang  ^. 

1 
Cette  construction  est  remarquable  par  son  analogie  avec  celle  que 
Neircon  a  donnée    pour   la    multiplication  des   angles  ,   dans  la 
XXIX"^  Question  géométrique  de  son  Arithmétique  universelle  (*)• 


(*)  Si  dans  un  angle  aigu  ACB  ,  fig.  29,  on  prend  j4 Cz=z A SiiizBA^s^ A' B'  etc. 
il  résulte  des  Elémens  de  Géométrie  que  BAA'z=zACB+ABC=7,ACB  ^  que    ^^^'^î' 

A' BB'=BCA'-{'CA'B='iACB,  etc.  et  que  les  rapports'^ .  ?^,  âL£l ,  etc. 

expriment  les  tangentes  des  multiples  de  l'angle  ACB,  Si  Ton  représente  ^Cou  AB 
par  {*=^  ,  CB  par  4  »  ^^'  P^r  •  ,  CB'  par  »',  etc.  les  triangles  rectangles  CAD^ 

«Z)',  Ci'i)'^,  etc. donneront  Cp=^ ,    CZ?'=-îil,   CZy^=id:^,  ctc, 

i=(|cosC,         .lIL.=4cosC,        .2^:1 =:ii»cosCi      ^ 

2  2  a 

on  aura  d'ailleurs,  par  les  triangles  CAB^  CBA\  etc. 

u^B:C^::sin  ACB\%\ti%ACB ^  ou  ç:4::sîn  CrsînaC, 
CB.CA'\\<m%ACB\ixn^ACB^  4:  «  ::sin  2C*:  sin  3  C, 
^  etc. 

LU  X 
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697.  Voilà  à  peu  près  tout  ce  qu'on  sait  sur  la  comparaison 
des  fonctions  transcendantes.  Pour  pousser  cette  tomparaison  aussi  loin 
qu  il  est  possible ,  il  faudroit  s'occuper  des  fonctions  transcendantes 
dont  les  difFérentielks  ne  peuvent  être  exprimées  par  une  seule  va- 
riable ;  telle  est  ^  par  exemple ,  la  fonction  y  dans  l'équation 
ày  '\'by^dx'=^  ax'^ix  dont  il  ne  pâroît  pas  qu'on  puisse  séparer 
les  variables  en  général  (  n^  550  ).  Si  l'on  conçoit  une  nouvelle 
abscisse  x\  à  laquelle  corresponde  la  fonction  y\  on  aura  encore 
dy*  +  by^dx*z=i  a  x"^dx'i  il  seroit  bien  important  de  chercher  si  l'on 
ne  pourroit  'pas  établir  entre  x  et  x^  une  relation ,  soit  algébrique  ^ 
soit  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes^  telle  qu'il  en 
résultât  upe  de  la  même  nature  entre  les  fonction^  y  et  y.  Il  faudroit 
pour  cela  qu'en  éliminant  les  variables  x  et  x\  au  moyen  de  l'équa- 
tion qui  les  lie  Tune  à  l'autre ,  combinée  avec  les  deux  précédentes  >  on 
parvînt  à  une  équation  intégrable  entre  les  fonctions  y^y'^t  leurs 
différentielles.  Telle  est  à  peu  près  la  route  qui  semble  devoir  mener  à 
des  résultats  importans  sur  les  propriétés  des  fonctions  transcendantes  ; 
mais  pour  pouvoir  la  suivre  avec  succès  ^  il  convient  d'abord  de  per- 
fectionner et  d'abréger  le  procédé  de  l'élimination  entre  les  équations 
différentielles  ^  et  ensuite  de  chercher  des  méthodes  sûres  pour  recon- 
noître  celles  de  ces  équations  dont  l'intégrale  peut  s'obtenir  par  des 
(onctions  algébriques  ^  logarithmiques  ou  circulaires.  La  théorie  des 
séries  que  nous  exposons  dans  le  Traité  des  différences  qui  termine  cet 
ouvrage ,  nous  donnera  aussi  des  moyens  pour  connoître  la  nature 
de  quelques  transcendantes  très-remarquabJes. 
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CHAPITRE    IV. 

De  Fir^tégration  des  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand 

nombre  de  variables^ 

698.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  variables  y  diffèrent  de  celles  d'une  seule  en  ce  qu'elles 
ont  pour  chaque  ordre  plusieurs  coefficiens  différentiels.  Si  i,  par  < 

exemple  ,  est  une  fonction  de  deux  variables ,  il  aura  ^  pour  le  pre- 

mier  ordre ,  deux  coefficiens  différentiels ,  savoir  -  ^  9  ~i  l'un 

dx      dy 

pris  en  faisant  varier  x  seul ,  et  l'autre  en  faisant  varier  y  seul  : 
dans  le  second  ordre  le  nombre  de  coefficiens  différentiels- s'élève 
à  trois  y  et  s'accroît  ainsi  successivement  d'ordre  en  ordre  (  n"*.  30-  )• 
Pour  remonter  des  coefficiens  différentiels  ^d'une  fonction  de  deux 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables,  à  cette  fonction /il  se  « 

présente  plusieurs  cas:  1^.  on  peut  avoir  tous  ses  coefficiens 
différentiels  d'un  même  ordf  e  exprimés  par  les  variables  indépen-^  . 
dantes  ;  i""*  la  fonction  elle-même  peut  entrer  avec  les  variables  in^ 
dépendantes  ^  dans  les  expressions  des  coefficiens  différentiels  ;  3°.  en<- 
fin ,  on  peut  n'avoir  qu'une  relation  entre  ces  cpefficiens ,  la  fonction 
dont  ils  dérivent  et  les  variables  indépendantes.  Nous  nous  occupe- 
rons d'abord  des  deux  premiers  cas  qui  sont  les  plus  simples. 

•>» 

699.  Lorsque  les  coefficiens  diffiirentiels  du  premier  ordre  d'ttnefonc-     «   , 
tion  à  deux  variables  sont  connus,  on  en  déduit  sa  différentielle  pre*  fbnction'^^de  pî"! 

,df  'di  ^  "^""     variables, 

mière ,  et  vice  versa  :si-~=/^,  --1=^,  on  aura  d3'=zpdx+adY.  ^<^"que  ^  tous    ses 

ax  dy  ^      tr  1    j     coefficiens     difié- 

Pour  obtenir  ^ ,  il  faudra  intégrer  la  différentielle/^./^  -Vqdy  par  le  ordÏÏl'lit"^^^ 
procédé  que  nous  avons  appliqué,  n^   5  52,.  à  la  différentielle  ."plJ.citement    ou 
Mdx -^^  Hdy  y  x:^  qui  ne  se  pourra  à  moins  que  les  fonctions  données  p  'PP^'^^*^"*^"^* 

d  d  ^  ' 

et  q  ne  satisfassent  à  l'cguation  de  condition  -—  =  — ,  Lorsque  cette 

-  '  dy        dx  ^ 

* 


j  . 


^54   Cn.iy    IJ^TÉGRATION  VES  FONCTIONS 

yrtonstance  n'aura  pas  lieu ,  oh  en  poiirra  conclure  que  rexpression 
pdx^qdy  n'est  la  diflEerentidle  d'aucune  fonction  de  deux  variables, 
et  ne  signifiera,  rien  du  îQut,.  tant  qu'on  y  regardera  en  même  tems 
les  deux  variables  x-  et  y  comme  indépendantes^ 

•    700.  Qpcupons-nous  encore  des  fonctions  de  trois  variables. 
Soit*  di'=ndu  +  pilx-\-qdy,     c'est  -  à  -  dire  que 

i5:^„     ^  =  D,—  ,==<?,«, /'et  î»  étant  des  fonctions  de  a,  x 

et  y 'y  on  intégrera  d'abord  par  rapport  à  l'une  àe  ces  variables, 
comme  si  les  deux  autres  étoient  constantes.  Faisons/»  itt  =  U,  et 
nous  aurons  ^  =  t^+  r,  f'  désignant  une  fonction  dans  laquelle  « 
n'entre  pas.  Si.«  contient  en  même  tems  «,  x  et  j,  on  aura  en  difîè^ 

rentianf  dU  dV  dV  , 

j,  ^HduA-—dx-^^dy+y-dx^--dy 
'^^•'^  7^'^^  dx        ^  dy    ^^  dx  dy 

V 

puisque  i^  ^  «='"'«•  Si  o»  »«'»"'•«  '««  "loir  de  .fi  de  la  pro- 
posée ,  il  viendra  ^  „        jv 

et  comme  les  deux  variables  x  ety  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre, 
il  faudra  qu'on  ait  séparément  les  équations 

dV       dV      ,  '_l£_-l^  =  o,        > 

p-ii-"!^^^'     *    ^y     ^y 

desquelles  on  tirera    •         ' 

dv         dv  iL^.^il. 

■^^-P-TT'  -      dy   ^        dy 

Or ^ et  —  sont  des  fonctions  connues.;  onaura  donc  V en  inté- 
^rant  Cpar  rapport  aux  deux  variables  x  et  y ,  la  différentielle 


-  1^ 
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au  moyen  du  procédé  du  n**,  551 ,  procédé  qui  suppose  que  l'équa- 
tion de  condition 

dp        d^U         dq       d^U 

dy        dxdy         dy        dxdy 

soit  satisfaite.  Cette  équation,  se  réduirarà 

^    dp        dq        ^            ,         d^U          d^U 
• —  =  — ^  ,     a  cause  de      =  ; 

dy  dx  dxdy         dxdy 

de  plus,  il  convient  d'observer  que  /^ne  devant  pas  contenir  », 

on  doit  avoir 

^F  dV 


.  — — —    czz    0    A         -; — r    =    G  , 

dxdu                      dydu             .   , 

* 

1 

ce  qui  donne 

dp  _    d^U                  dq           d^U 

* 

du         dxdu  '            du         dydu 

9 

jet  par  conséquent 

dU 

d. 
dp^dn       dp       dn     „.^^_    à^'^  _       du 
du      dx''    du       dy^  pui-quc  ^^^^          ^^    , 

dydu 

du 
dy 

dV 
et    — -  =  n, 
du 

* 

• 

Les  équations 

• 

■ 

dn          dp                dn        ^dq                dp 
rf;c          ^«^                ^j^         du               dy 

dx  * 

expriment  les  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  pour  que  l'exprès- 
sioa  d^^^ndu-^-  pdx  4.  qdy  soit  la  diffërentielle  d'une  fonction 
des  trois  variables  u  ^  x  tl  y^  On  auroit  pu  les  déduire  des  équations 
générales  du  n*".  .90,  et  plus' simplement  .encore ^  en  observsint^ 
d'après  le  n\  84 ,  ques^Tonfaitsliccessivement //y,  dx  et  du  nyxh, 
c'est-à-dire,  si  l'on  regarde  alternativement j>^,  x  et  «comme  goi|s- 
'  tans ,  la  différentielle  proposée  doit  présenter  trois  différentielles  com- 
plètes entre  deux  variables  ,  savoir  : 
d  l  =^  n  d  u  -ji-'p  d  X  y         <^{-=  ndu  -{:  qdy  ^  ^'     d:(^z=p  d  x  +  qdy  ^ 

*  et  desquelles  il  résultera  nécessairement 

dn   dp  '      dn  dq    '  dp  .^dq 

dx  du^  ^         dy  du^       ,  dy  dx' 

Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  ce  sujet  ;  ce  qui  précède  sufEt 


/ 
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pour  montrer  comment  on  doit  opérer  sur  une  différentielle  du  pre* 
mier  ordre,  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes ;  et  il  est  facile  d'en  déduire  le  procédé  qui  conduiroit  aux 
différentielles  des  ordres  supérieurs  ,  dans  lesquelles  on  doit  regarder 
d^Uy  d^x  y  d^yy  etc«  comme  de  nouvelles  variables. 

701.  Passons  au  cas  où  la  fonction  cherchée  e<itre  dans  Texpres-^ 
sion  de  ses  coefficiens  différentiels  y  qui  y  de  cette  manière  >  sont  tous 
donnés  implicitement.  Supposons  premièrement  que  la  fonction  cher- 
chée {  ne  dépende  que  des  deux  varia|>les  x  et^;  nous  aurons  encore 

df  d  t 

-7^=/^,  '—=^q\pttq  contenant  en  même  tems  x  y  y  çxr^ttàt 

dx   ,  dy  . 

là  nous  déduirons  Téquation  différentielle  ^{  :=ipdx'\'  qdy  y  à  la* 

quelle  on  rapportera  Téquation  quelconque  Pdx^  Qdy+Rd^  =  o  ,; 

p  Q 

en  faisant ^  =s:p,  —  ^  =  y.  Pour  que/;  et  q  soient  les.  coeffi- 

çiens  différentiels  d'une  fonction  de  deux  variables ,  il  faut  toujours 

dfp)       d(q) 
que  --—-^  =  -j^.  On  a  employé  ici  la  notation  du  n*.  70  pour 

Qf  y  Of  X 

marquer  qu'il  faut  faire  vraier  dans  p  et  dans  17  ^  en  même  tems  que 

X  et  y  y  \k  fonction  {  qui  contient  implicitement  ces  variables  ;  en 

< 

df  d? 

Opérant  ainsi ,  et  mettant />  et  q  au  lieij  de  -p  et  de  -~ ,  on  trouvera 

dx.  dy 

^      .  jt    —    il    JL.    gil 

^'^  Ty'"di'^^T^''^T^^''     •    ^^^ 

PO 

Si  Ton  substitue  —  -^ ,  —  -^  ^  ^^  place  de  p  et  de  ^  ,  il  viendra  i 

après  les  réductions  y 

„dR        ^dP         dO       ^dR         dP  dQ  ,_. 

ày  dy         dx         '    dx      ^d[  d[  ^ 

équation  qui  exprime  les  relations  qui  doivent  exister  entre  Py  Q  et  Ry 
pour  que  dans  Téquation  différentielle  Pdx  +  Qdy  +  Rdi  =  Oy 
(  puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des  deux  variables  x  ^ty, 

et 
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et  que  Vifltégrate  de  cette  équation  soit  par  conséquent  exprimée  par 
une  seule  équation  primitive  entre  les  trois  variables  ^  >  y  et  ^.  Il  suit 
de  là  que  dans  une  équation  difFérentielle  à  trois  variables ,  prise  au 
hasard  y  on  ne  peut  pas  toujours  supposer  que  Tune  des  variables  soit 
fonction  des  deux  autres.   Pendant  Jong-tems  on  appeloit  iquations 
abêurdts^  et  on  regardoit  comme  insignifiantes,  celles  qui  ne  satisfais- 
soient  pas  à  l'équation  [B }  ;  mais  Monge  a  fait  voir  que  toutes  les 
équations  différentielles  à  trois  variables  avoient  une  signification 
réelle  ;  et  que  tandis  que  celles  dont  Tint^rale  étoit  exprimée  par  une 
seule  équation  entre  trois  variables ,  a'ppartenoient  à  des  surfaces 
courbes ,  chaatne  des  autres  représentoit  une  itifinitér  de  courbes,  à 
double  courbure  ^  jouissant  d'une  propriété  commune.  Nous  ne  nous 
occuperons  pour  le  moment  que  des  premières  ;  maist  dans  la  suite 
nous  reviendrons  sur  les  dernières. 

701.  Lorsque  Téquation  {B)  devient  identique  par  la  substitution 
des  valeurs  de  P,  Q  et  iî ,  il  n'en  résulte  pas  toujours  que  l'équation 
Pdx+Qdy+Rdi  =0  soit  une  différentielle  exacte;  mais  du  moins, 
on  peut  la  rendre  telle  en  la  multipliant  par  un  facteur.  En  effet  soit  (i 
ce  facteur  9  et  supposons  que  f^Pdx  +  f^Qdy  +  (iRdi  soit  une 
différentielle  exacte  9  on  aura  (  n"*.  700  ) 

dfAR      dji^Q  d.jiR  ^  d.fiP  d.jiQ  _  d.iiP 

dy  d^    .  dx  d^  dx  dy- 

Ces  équations  étant  dév^ppées  deviendront 

(  dK         dP\  d(t  dfL  I        ,^^ 


( 


dx         di  y  dx  d[ 

dO         dP  \  ^dfA  dyL 

dx         dy  )^  ^dx  dy 


on  éliminera  /«,  en  multipliant  la  première  par  P^  là  s^onde  par 
--*-  Q  9  la  troisième  par  /{ ,  et  en  ajoutant  les  produits  :  leur  sommé 
sera  divisible  par  /»  ^  et  donnera 

dR  dQ  dR       ^dP  dO        „dP 

dy  d[  dx        ^  di  dx  dy 

i  ÇéUad  iriSgrài^  Mm  m 


■  — 
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équation  qui  est  la  même  que  (J9)  ,  et  lorsqu'elle  sera  satisfaite  9  la 
détermination  de  fx  ne  dépendra  que  et  deux  quelconques  des  trois 
équations  (  C). 

703 .  Au  lieu  de  chercher  à  tirer  f*  des  équations  (  C) ,  il  vaut  mieux 
tâcher  d^intégrer  immédiatement  la  proposée ,  en  regardant  comme 
constante  une  des  trois  variables  qu'elle  renferme;  Si  Ton  fait  rf;f  =  o  , 
par  exemple,  l'équation  proposée  se  réduira  ï  Pdx  -^^  Q^dy^i^oi 
représentons  par  27=:Crintégrale  de  cette  deftnière  équation  ;  nous  au- 

dV  dU 

tons  en  la  différentiant  -r—  dx  ^  - —  dy  =  (t-Pdx^^^Qdy»  9^  àéà^ 

dx  dy 

gnant  le  facteur  qui  rend  Pdx-^  Qdy  une  dîfFérentîelle  exacte  par  rap- 
port aux  variables  x  et  y.  Si  maintenant  on  fait  varier  { ,  et  que  ron 
rf garde  U  constante  arbitraire  comme  une  fonction  de  {,  il  viendra 

dU .         dU  ^        dU  ,        dC  , 

_i,^^dy^—d^^—d^^o, 

ou 


retranchant  de  cette  équation  la  proposée  multipliée  par  m>.  <u>. 

trouvera     ^ 

„      ^V      dC  „  ,        dC        dV 

di^         d^^  d[  di^ 

et  il  faudra  que  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  se  réduise 

à  une  fonction  de  :[  seul.  Cette  condition  conduira  aux  deux  équations 

d^U       d.fiR  d^U       d,tiR 

— —  — —  — ^  =  o  *  ■■   ■  .■  —  — - —  ^=  o  • 

d^dx         dx  .  d^^dy         dy 

qui  reviennent  à    ; 

^.ft/l  _  df^P^  d.fi'H.  _  d.(jL(l  _ 

dx  d\     *  dy   .  d[ 

on  aura  d'ailleuft  -^  ==  -^^  .puisque  le  facteur  ft  rtndintégrablc 

dy  dx      ^ 

U  difirreiitielle  Pdx-^  Q  />.    Donoons  maintenant  quelques 

"Cpeemples.. 

704.  Occupons-oous  en  prenner  lieu  de  l*écfuat{'ori 

dx{ay  --  bl)  Jf  dy{ci~'  Av)  ■\-  di{bx  -^  ejf)  ==  o: 

elle  donne 
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et  ces  Valeurs  rendent  l'équation  {S)  identique.  En  procédant  à  l'inté- 
gration par  lar  méthode  du  n%  précédent ,  nous  aurons ,  dans  l'hypo- 
thèse de  {  constant,    dx{ay — b[)  +dy{ci — ax)  =  o, 
d'oîi  nous  tirerons 

h :^— =0,  etenmtégrant,-l(-^^^ -)  —  ^î 

c{  —  ax         ay  —  a[  .  a    nc^  —  ax^., 

passant  aux  nombres  et  changeant,  de  constante  p  nous  trouverons 

ù  V  "^"*  h  z 

^ -i  =  C.    Prenant   ensuite   la  différentielle    de  cette   der- 

C7^ax      , 

nière  équation,  en  faisant  varier  à  la  fois  x^y^i^ttCj  nous  obtien- 
drons 
Adx{ay  —  ii)  +ady{ci  —  ax)  +  adi{bx  —  cy)  _  ^^^ 

i^ci-^axy                                         ~ 
comparant  cette  équation  avec  la  proposée  multipliée  par  ^ r;, 

il'  viendra  dCrrOj  d*oîi  il  suit  que  la  quantité  C  n^est  dans  l'exem- 
ple actuel  qu'une  constante  arl^traire  ^  et  que  par  conséquent  la  pro» 


a 


y  —  f'i ._ 


posée  a  pour  intégrale  complète  -^ ==  C.  Le  facteur  fi  est  ici 

ci  —  ax 

" ;,  et   comme  Téquation  proposée  est  symétrique,  à 

{c;r^  —  ax) 

l'égard  de  chacune  des  variables  qu'elle  renferme ,  il  est  évident  que 

I     •  I 

les  facteurs -— -  ,    — ,  la  rendront  également  in- 

tégrable.  On  trouve  plusieurs  facteurs,  parce  que  Ton  peut  procéder 
à  l'intégration  en  regardant  à  volonté  »  ou  ^ ,  ou  ^^  ou  :ir  ^  comme 
constant. 

705.  Soit  l'équation 

nous  aurons 

^  =J^+ J^î  +  l\\       Q  =  ^•+  ^î+îS        R  :^x^+xy+y-  ; 

l'équation  (  5  )  deviendra  identique  par  ces  valeurs  ;  et  en  faisant 
^  {  =  o ,  on  aura  à  intégrer  l'équation 

^u  on  mettra  sous  la  forme 

aX    ^  4I y 


Mmm  z 
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et  dont  l'intégrale  sera 


r 


ou 


en  réunissant  les  deux  arcs  dans  un  seul. 
Si  on  regarde  C  comme  une  fonction  inconnue  de  ^ ,  on  y  pourra 

Comprendre  le  lacteur  — p:.  »  et ,  prenant  la  tangente  à  la  place  de 


l'arc  ,  écrire 


=  C. 


\ 


l 


On  trouvera  ensuite ,  après  avoir  différentîé  cette  équation ,  en  y  fai- 
sant varier  toutes  les  quantités  qu^elle  renferme ,  et  effectué  toutes  les 
réductions  qui  se  présentent , 

retranchant  de  ce  résultat  la  proposée  multipliée  par 

•  > 

r ^  \'  9  *       on  obtiendra 

On  ne  voit  pas  d'abord  comment  ^  et  jk  peuvent  disparoître  de  l'ex- 
pression  de  ^C,  mais  il  faut  commencer  par  la  réduire  autant  qu'il  est 
possible ,  et  avec  un  peu  d'attentipn  on  trouvera-  » 

xd:^{x  Jry-^{){xy-^xiAryx)  .„ 

m  II  ■■■         ■  .  ■■  ■  *   ■ ■  ■  ■       '  2IS1     4t\^      1 

puis  on  combinera  cette  équation  avec 

xy  +  xi+yi         _  ^ 
'  x^-^r  xi+yi  —  xy. 
En  éliminant  premièrement  le  dénominateur  ^l^+xi+yi'-^xyi 

on  aura      — ^^-^^ — l^  =  ^C;  et  si  cette  expression  peut 

xy+xi+yi 

se  transformer  en  une  autre  qui  ne  contienne  que  {  et  C,  il  faudra 
nécessairement  que  si  Tôt)  en  chasse  y  par  le  moyen  de  sa  valeur 

xy+xi+yi 


prise  dans  Téquation 


H^+^l+yi-'xy 


=^C^  X  s'en  aille  en 


.1 


DE      PLUSIEURS      VARIABLES, 


461 


même  tems.  Or  on  a  par  cette  det aiere ,    y  =  — ^ r^ — r; 

substituant  cette  valeur ,  on  obtiendra ,  après  les  réductions  , 


ce  qui  donne 


C{i  +  C)d[ 
di_       dC 


:=idC^    et  par   conséquent 
dC 


On  trouvera  par  Tintégration       (;  = 


dC 


^-~-,   A  étant  la  cons« 


tante  arbitraire;  et  prenant  la  valeur  de  C^  pour  la  substituer 


dans 


xy-k-x^^yi 


=  C,  on  parviendra  à  l'équation 


— ^  = i- — i_Jli —    qui  sera  l'intégrale  de  la  proposée , 

et  i  laquelle  on  pourra  donner  la  forme  aîy+ Jf{+j'C=«(^+^+î)* 
Si  Ton  différentie  Qe  résultat ,  en  l'écrivant  successivement  des 

< 

deux  manières  suivantes  ^ 

on  trouvera  que  le  facteur  ft  est  ^_  .  '_  ,  ^n^»  dans  le  premier  cas , 


{xJry^-O 


et 


— — r- ,  dans  le  second. 

706.  Nous  prendrons  pour  dernier  exemple  l'équation 

î 

pour  l'intégration  de  laquelle  Euler  a  employé  plusieurs  artifices  d'ana- 
lyse très-remarquables.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  équation 
satisfait  à  l'équation  de  condition  {ÏÏ)  ;  et  en  y  regardant  {  comme 
constant,  il  vient  dx{^x^ — J^'+l*) — l*^y  =  o. 

L'intégrale  de  cette  dernière  ne  se  présente  pas  tout  de  suite ,  car  elle 
rentre  dans  l'équatiûn  de  Riccati  ;  mais  comme  on  y  satisfait  en  sup- 

posant  ^=:r,  on  fera,,  d'après  le  procédé  du  n^  584,  j^=;r+— , 


/  » 
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m 

€n  substituant  et  eu  réduisant,  on  trouvera  — ^A:(xrj»r+^*)  +  ^i/r=o; 

d'où  on  déduira  dt t"^^  =  ^^  •  équation  du  premier  degré 

^t  du  premier  ordre ,  et  dont  Tintég^le  est 


XS  KX 


^  =  ^'(/^    ^'^^X'^'C)  (  n^  547  ); 


et   puiique   t  =  — — ,  on  aura 

y—x 


MX 


••  e         **   ^* 


fe    ««^j:  =  ^— -.-i*— -f-C, 

tn  prenant  +Can  lieu  de  —  C      . 

Pour  différentier  le  premier  membre  de  cette  équation  ^  par  rapport 
à  £ ,  il  faudra  recourir  au  procédé  du  n"*.   j  j  i ,  qui  donnera 


dp/e    xjkd 


f- 


^    M  i/:c  -| r^/^    •'  x^dx  = 


di  J  ^  ^^ 

à  cause  que  dans  l'intégration  indiquée  ^  ^  doit  &tre  regarda  comme 
constant;  achevant  ensuite;  suivant  les  règles  ordinaires ^  ladi^ 
rentiation  par  rapport  à  tontes  les  variables ,  Oâ  trouvera 

%di  ^^'± 

r 

Il  reste  maintenant  à  faire  disparcMtre  l'intégrale  indiquée  dans  le 

premier  membre ,  sans  recourir  à  une  nouvelle  diâSérehtiatioa ,  et 

y"*    «I» 
f  Ti^dx ,    dont   on 

3  déjà  la  valeur.  Or  on  voit  sans  peine  que 

r^'±'        f*       ^'i.xdx        t( -'-^       r^^  M  \ 

Je    «;i:VAr^= -^yjc.itf    *«  r =  — -i-\^e    *«x  —  Je    %iidxj\ 

substituant  ce  résultat  dans  l'équation  ci*  dessus  ^  et  remplaçant 

X» 

t    »f  dx  par  .— — ^  +  C,  on  la  change  en 


V'^*      (j'— *)*     îCy-^*^     .y- 
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passant  ensuite   dans  le  premier  membre  le  terme  dC^  réunissant 
tous  les  autres  dans  le  second  »  et  leur  donnant  Qy-r*")*  pour 

,    •     .  Cd7 — 7dC 

dénommateur  commun^  on  trouvera        — ^  — 


l 


zz 


•z 


xd[ 


(j.*-^*)]. 


Le  second  membre  de  cette  dernière  éqfuatîon  se  réduit  à  zéro  en  vertu 
de  la  proposée, ]fet  le  premier  doAne  Cd^-^dCszzo^  pu  C=s:«^; 
Hni^r^e  chef  chée  sera  donc 


MM 


ft    **  dx  = 


99 


SS 


J^— ^ 


+  *{:. 


il  faut  se  rappeler  que  sous  le  signe  /,  \  est  constant.  Q  est  facile 


de  voir  que  dans  cet  exemple ,  •; — — r-  est  le  facteur  propre  i 
rendre  Téquation  proposée  intégrable. 

707.  Lçs  trojis  équations  que  nous  venons  ^Intégrer  sont  ho- 
mogènes  pat  rapport  aux  variables  :r ,  y  et  { ,  et  peuvent  être 
traitées  d'une  niaruère  plus  simple^ 'en  ayant  égard  à  cette  circons- 
tance.  En  effet,  si  dans  Tequation  Pdx+Qdy^Rd:(=:^  o  , 

supposée  homogène ,  on  fait  \r=/;  { ,*  ^==^;f,  on  aura  P=('S^ 
Q=f  T,  R=C^^  S ,  T^  r^  étant  des  fonctions  ile  />  et  de  j,  in- 
dépendantes de  ^  (  n"".  66  ) ,  et  on  trouvera  > 

dx^:^pdi'\'S(:dp  ^        dy-=^fdi^df'i     .   ».     -     . 

au  moyen  de  ces  valeurs ,  l'équation  proposée  deviendra 

Sidp+Tidq+(pS+qT+ F)di:=^o^ 

d[  Sdp+  Tdq    . 

Le  premier  membre  étant  une  différentielle  exacte ,  il  faudra  qne  le 
second  en  soit  pareillement' une,'  pour  qu'on  puisse  intégrer  la  pro- 
posée; réquation  |le  condition  prise  par  rapport  aux  variables  p  txq^ 


•t  on  en  tirera 


leka 


Q^ '     W   ^'     '        ^ 


■•— r- 


^e 
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et  donnera  par  son  développement 

Lorsqu'elle  sera  satisfaite  ^  la  proposée  aura  pour  iaté{;rale 

708^  Dans  le  premier  exemple  {  n*.  704  )  ,  oii 

on  trouve       S=:aq  —  b^       T:=iC'^iLp^       f^^ntp-^cq^ 

doû  il  résulte        —  =  —  ^=^-2 '—^ — i LjLJLj 

l  9 

négligeant  le  premier  membre  à  Tégard  du  second ,  il  vient  à  intégrer 

r<tj  — 3^rf/>-f  (c— tf/>)  rf^=c=o  ,  ce^qui'donne 

c—'ap  c^ — ax 

Ça  a  pour  le  fleaxième  exemple  (  n*. ^70^  ),' 

■■  ■      fi  ^^^   4  ■  I  ■     I  .  ■  ■   I  ■  ■    ^ . . .  « .     .      .     ■    .  ■  t  «Il  ■      ^ 

le  sçcood  tfkttqbrf  de  cette  équation  se  décompose  en 

dp+dq  (q+l)d^P'\'{p-¥l)dq^ 

—      ■  I  ■    ■        I  I    I    ■       a  *  ..MM       I         -y 

tta  pour  intégrale  r-rl.^ — *--r-?:  on  conclut  tacitement  de  là  que 
(elle  de  la  proposée  est 

^nfin ,  dans  le  dernier  exemple  (  n*.  706  )  ,  çn  obtient 
^5*=/^--î*+»,      ?•=  — I,      f^^f—P+Pif—P')* 

ft  par  conséquent        <'f  =  (/'*-^*+  t}dp; 
gn  satisfait  à  cçtie  équation  en  prenant  f'=^Pf  ^  l'^A  parrieul  à 

*on 
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son  întégrafe  par  la  supposition  de  <^=/?  + 


46^ 

qui    conduit  à 


dr — %prdp^=idp.  On  tire  de  cette  dernière  équation 


rP^rz^JrPPdp-^-C,  ou  ^frPPdp-^-Cf 

résultat  qu'il  est  aisé  de  ramener  à  celui  du  n"".  cité. 

On  pourroit ,  en  se  procurant  des  intégrales ,  ou  des  solutions 
particulières  des  équations  à  trois  variables,  foi  mer  le  facteur /ia, 
comme  dans  le  n^  591  ,  suivant  la  méthode  de'M.  Trembley  :  on 
obtiendroit  la  valeur,  des  exRosans  indéterminés  ,  en  substituant 
l'expression  de  (i  dans  Tune  des  équations  d'oîi  il  dépend  ;  mais  il 
faudroit  de  plus  s'assurer  que  la  même  expressîpn  satisfait  à  l'autre 
équation.  * 

709.  Lorsque  ks  différentielles  dx  ^  dy  tt  d^^  montent  au  delà 
du  premier  degré  dans  l'équation  proposée ,  elle  ne  peut  s'intégrer 
par  ce  qui  précède,  que  quand  elle  satisfait  à  une  nouvelle  con- 
dition que  nous  allons  faire  connoître.  Prenons  pour  exemple 
lequation 

Pdx''-\'(ldy*^Rdi^  +  x'SdxdyJ^xTdxdi-\-xydydil  =  0\ 

m 

elle  ne  sauroit  résulter  de  la  différentîation  d'une  équation  primitive 
entre  les  variables  J^  5  J  et  ^ ,  à  moins  qu'elle  ne  puisse  se  ramener  à 
la  forme  P'^x+  Q'^^+il'âf^  =»  o.  En  effet,  quelle  que  soit  l'inté- 
grale ,  on  peut  toujours  en  déduire,  par  la  différentiation , 
d:^=:pdx  +  qdy  y  p  tt  q  désignant  des  fonctions  quelconques 
At  X  ^  y  tt  [\  il  faut  donc  qu'en  résolvant  la  proposée  par  rapport 
à  i{ ,  les  différentielles  dx  et  dy  sortent  toutes  deux  du  radical  :  or 
c'est  ce  qui  n'arrive  pas  ^toujours;  car  on  a 

_  —Tdx-^F  dy  dtz\/{T^—PR)dx'  +  i{TF^RS)dxdy^{y^—QA)dy^ 

et  si  la  quantité ,  qui  est  sous  le  radical ,  n'est <pas  un  quarré  parfait  j 
ou  du  moins  si  l'on  n  a  pas  (  TV-^RS  )•=  (  T^—PR  )  (  F^-^Q^R  ) , 
les  différentielles  dx  et  dy  resteront  engagées  sous  ce  radical. 
En  général,  quel  que  soit  le  degré  de  l'équation  proposée ,  par 
rapport  à  ^^,  dx^  dy^  il  £aut  qu'étant  ordonnée  suivant  les 
Cakulintipal.  Nnn 
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puissances  de   d^^  elle    puisse    se  décomposer  en  facteurs  de  la 
forme  d^^ — pdx  —  qdy=^o^ 

710.  Occupons-nous  encore  des  équations  du  premier  ordre  à 
quatre  variables.  Soit  N du-\-Pdx'\'  Qdy+Rdi=z6^  une  équation 
de  ce  genre;  si  elle  résulte  de  la  différentiation  d\ine  équation 
primitive  entre  les  variables  u ^  x ^  y  et  [^  on  y  pourra  regarder 
Tune  de  ces  variables  comme  une  fonction  des  trois  autres  y  et  on 

en  tirera         di  =  —^du^  —  dx^  —  dy, 

en  comparant  cette  expression  aveo 

dz  dx  d? 

di^^duJ\r-r^''^T'^y^ 
*      du  dx  dy 

il  viendra  ^ 

—  —il  ^—  —  Ù  ^Q^  —  '^l 

'^  R~  du^  R~d^'  'R~dy' 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  les  conditions  suivantes 

^^  <|)  ^^^)^  ' é)  _  <% 

dx  du     ^         dy  du  dy  dx 

relatives  aux  différentielles  complètes  à  trois  variables  (  n^.  700  ) 
ne  soient  remplies.  Si  Ton  effectue  les .différentiations  indiquées,  en 
observant  que  N.^  P ,  Q  et  /î ,  peuvent  contenir  { ,  et  en  substî- 

^  di       d\        di      '  ,   '  ^  P  Q 

'"^'^^  ^  Tu^  Tx^  Ty^  ^'^"  ^'^^""  -^^  "Â^  -Â' 
on  obtiendra  trois  équations  analogues  à  l'équation  (JS)  du  n*.  70 1  » 
savoir  :         ' 

^àR        „dP      ^dN        ^dR     ^^dP       „dN 

du  du  dx  dx       •  "î        ■■    d[ 

^'^R        r^^Q.     ^  dN        ^dR         dQ       ^dN 

Q- R-^+R- N  —  +  N-^  —  q—-  =  o, 

du  du  dy  dy  d[  aç 

^dR         „dÇi.  „dP    '    „dR      ^dÇl  dP 

dx  dx  dy  dy  d:^  d^ 

Il  doit  être  évident  maintenant  qu*en  opérant  sur- une  équation 
du  premier  ordre  ^  contenant  un  nombre  m  de  variables  et  dans 
laquelle  les  différentielles  ne  s'élèvent  pas  au  delà  du  premier  degré^ 
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comme  nous  venons  de  la  faire  sur  la  proposée  à  quatre  variables , 
on  trouveroit  autant  d*équations  de  condition  qu'il  y  a  de  manières 
de  combiner  m — i  variables  deux-à-deux,  c'est-à-dire, 

(/» I  )(/72  —  2) 

711.  La  méthode  précédente  paroît  la  plus  simple  qu'on  puisse 

■ 

-employer  pour  obtenir  les  conditions  sans  lesquelles  les  équations 
différentielles  contenant  plus  de  deux  variables  ne  peuvent  résulter 
de  la  différentïation  d'une  seule  équation  primitive  ;  la  considé- 
ration du  facteur  conduiroit  au  même  but.  En  multipliant  l'équation 

par  un  facteur  ft,  pour  la  rendre  immédiatement  întégrable,  et 
prenant  les  équations  de  condition  de  la  différentielle 

fxN du+(Ji.Pdx+f^  Q^J^+/^-R^Î  =  o, 
suivant  le  n*.  84 ,  ou  le  n*.  700 ,  on  aura 

d.fjiN  d.fAP  d.fj^N  d.fjiQ  d.fJiN  d^jxR 

dx  du      '  dy  du     '  d[  du 

d.^P         ^./»Q  d,(iP         d.fxR  d.f^Q         d.(iR 

dy  ^  dx  .  d[  dx  d[  dy 

11  reste  à  développ'er  maintenant  ces  équations .  Si  l'on  prend  dans 

la  troisième ,  la  cinquième  et  la  sixième  les  valeurs  de  --,---  et  — , 

du    dx       dy 

d 
pour  les  substituer  dans  les  trois  autres ,  f^  et  y-     i&paroitront    en 

d\ 

même  tems ,  et  l'on  retombera  sur  les  équations  du  n*".  précédent.  Il 

suit  de  là  que  trois  des  équations  rapportées  çi-dessus  suffisent  pour 

^  la  détermination  du  facteur  f*.  Ces  équations  ne  doivent  pas  être 

prises  au  hasard;  il  faut  qu entre  elles  trois,  elles  contiennent  les 

quatre  coefficiens  différentiels,   -r^,       -7^,       —,       — . 

du  dx  dy  d:^ 

En  général ,  si  l'équation  proposée  renferme  m  variables ,  on 

m(m — i) 
aura équations  de  condition  entre  (^  et  les  fonctions  qui 

multiplient  du^  dx  ^  dy  ^ii[^  etc.  mais  d'après  le  n^  précédent. 

Il  y  aura  — ^  équations  indépendantes  de  f* ,  et  relatives 

Nnn  1 


4^8    CnAY.  IntÈGRATI  ON  DES  r  ONCTIONS 

à  la  possibilité  d'intégrer  la  proposée  par  une  seule  équation  primi« 
.-  •         m{m — i)  (m — i)(m — i) 

tive  ;  u  restera  donc  — ^ ^ — —^ — 


ou    m 

1  2 


équations  pour  déterminer  fc,  c'est-à-dire^  une  de  moins  qu^  ce 
facteur  n'a  de  coefEciens.  différentiels,  ou  que  la  proposée  ne  renferme 
de  variables. 

71 X.  Il  n'est  pas  inutile  de  montrer  comment  on  peut  faire  servir 
aux  recherches  qui  nous  occupent ,  les  équations  de  condition  rap- 
portées dans  le  n**.  90.  Soit  V=zo  l'équation  différentielle  proposée  ; 
il  faudra  que  ^l  V  soit  une  différentielle  exacte ,  et  comme  nous  ne 
supposons  encore  V  que  du  premier  o^dre,  jt^  sera  une  fonction 
primitive,  et  nous  aurons 

•^— *  —  d =  0 

d  u  du^ 

d.yiV    ^jd.ii.V_ 

dx  dx^ 

d.iMF         d.iJiF        /    (^)> 

d— — =0 

dy  dy^ 

d.^V  d.iLV 

, —  —  d  =  o 

le  nombre  de  ces  équations  étant  en  général  égal  à  celui  des  va^ 
fiables  de  l'équation  proposée.  Leurs  développemens  sont 

dv    d^       dv      Ay 

^  du     .    du  du,  du, 

'dV         dy^  dV  dV 

dx  dx  •    dx,  dx, 

dV  du  '        dV  dV                          '  V.^ 

dy  dy  dy,  dy, 

dV  d(jL  ^      dV  dK 

dl  d[  d[,  di, 

et  devront  être  identiquement  nuls  si  l'équation  F=o  admet 
une  int^rale  ;  mais  alors  Téquation  r=o  deviendra  identique  ; 
si  Ton  y  substitue  la  valeur  de  i ,  tirée  de  la  différentielle  immédiate 
de  cette  intégrale  :  la  même  opération  fera  donc  évanouir  séparé- 
ment les  termes  qui  ne  soni  pas  multipliés  par  F^  puisque  ceux 
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qui  le'  sont  disparoîtront  d'eux-mêmes ,  et .  on  aura 

fdV     .   jàV^  ^^  _    1 

^  dx  dx  /  dx  L 

(dy ^  dVs^        ^__  f ^^* 

,         \dy  dyj  dy~ 

rdV  ££x  _         dV  _ 

\d^  </^,/  '^  <iç, 

Si  l'on  dirise  ces  dernières  équations  par  1* ,  et  que  Ton  en  chasse 

dU' 

ensuite  la  fonction  —  ,  on  obtiendra  les  trois  résultantes , 

h 
ydV         dV<^V      fdV        /^^^  _ 

\du  dujdx^       \dx  dxjdu^ 

(dV        jdy^dV       (dV  d^sdV  _       I 

\n~'  j^)j^~\d^'^  7y)d7,~^  } — ^^^» 

\du        duydi^     \di        di,/du[ 

mais  f' étant  Ndu+Pdx+Qdy+Rdi=Nu,  +  Px,'+Qy^+RT^, 

dV      dN         dP         dO        dR 
on  aura  -r-  =  "7-«'+':ï~*«+T~^'+^7~î'» 

dic        du  du  du  du 


dV       dN  dP         dO         dR 

dx        dx     *  dx  '      dx  *      ^jc 

dV__dN  dP  d(l  dR 

dy         dy    *  dy  '       ^^  *      dy 


X- 


dV      dN         dP  dQ         dR 

^-^'  ^-^'  <;^-^'  ^="*' 

.,</r       dN         dN    '  dN         dN 

du^        du  dx  dy  «î 

■  ,«ir        dP  dP  dP  dP 

«*,         a»  ûAT  «^  «{ 

jdV      dO         dO  dO         dO 

.dV       dR         dR  dR         dR  .0 

d^^    ^  du    '^  dx    ^  dy:^^^  d^y 
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Il  faudra  chasser  [^  de  ces  expressions,  au  moyen  de  sa  valeur 
*— '-~r^P — r   déduite  •  de  Téquation  proposée  ;  on  les 

-substituera  ensuite  dans  les  équations  (£)  ;  on  égalera  séparément  à  o 

dans  chaque  résultante,  les  termes, que  multiplie  u^,  ceux  que  multiplie 

x^ ,  ceux  que  multiplie  y\ ,  et  en  supprimant  les  facteurs  coq;kmuns,  on 

trouvera  les  équations  du  n**.  710.,  Pour  déterminer  le  ^facteur  ft  , 

il  sufiîra  d'employer  l'une  quelconque  des  équations  (£),  la  première, 

dV     dV       dV 
par  exemple  ;  on  y  mettra  d'abord  les  valeurs  de  -7—  »  - — ,  d-^ — - 

.  ^  du      du^        du^ 

1         #        «      «  /    •  .      ^f*  ^ft         '^f*         ^^ 

données  plus  haut;  on  écrira  ensuite  -7-  a/, ^ '^.  +  -7-J(i  +  -r  îc  * 

^  du  dx         dy  '       ^ç 

4U  lieu  de  d^x.  \  on  éliminera  ^^  comme  ci-dessus  ,  et  on  égalera  sé- 
.parément  à  zéro  les  coefEciens  de  u^ ,  de  x^  et  de  y^  :  on  aura  par 
ce  moy^n  trois  équations^  dont  deux  ,  à  la  vérité ^  ne  seront  pais 
de  la  forme  de  celles  du  n"*.  précédent ,  mais  s*y  ramèneront  facile- 
ment ,  en  les  combinant  avec  la  troisième.  En  effet ,  il  viendra 
^     dN        ,,dR>.         /^dP        ^  dR        dN  dN^ 

\      d[  du/         \      du  du         dji^.  dx  y 


^N 


=0; 


d'oîi  Ton  tirera , 

j'.  en  divisant  par  A^  le  coefficient  de  »,  et  en  régalant  à  zéro, 

/dN  dR\       .        /r^^l^  mt^^\ 

^\di        du/         \    du  d[J 

t*.  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x^ , 

\    du  du  di  dx  /  \    dx  d^y 

3'.  en  égalant  à  zéro  celui  de^,  , 
/    dO  dR       ^dN       „dN\        ^,/^diL        _«/j*\ 

'^V    du       ^  4u^^  di  dy  )  \   dy       ^d^J 
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Si,  par  le  moyen  de  la  première  de  ces  équations ,  on  élimine  -—  de 

la,  seconde  et  de  la  troisième,  et  que  Ton  divise  les  deux  résultats^ 
par  R,  ,on  trouvera 

(d P         dNK  ( xi^^         n^^\  

du  dx  /  \     dx  du  J 

^    (  d(l       dN>.         ^    d^       n'^^\ 

Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faudra  s'y  prendre  quancf 
réquation  différentielle  proposée  renfermera  plus  de  quatre  variables  ; 
on  peut  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats  supposer  que  l'une  des 
différentielles,  celle  de  x ,  par  exemple ,  soit  constante ,  et  supprimer 
en  coRséquence  la  première  des  équations  (C),  qui  se  rapporte  à  cette 
variable.  ,  • 

713,  Nous  ne  nous  étendrons  pas  beaucoup  sur  les  équations  diffé- 
rentielles des  ordres  supérieurs  ,  et  nous  ne  considérerons  en  particu- 
lier que  celles  qui  ne  renferment  que  trois  variables.  On  peut  toujours 
dans  ces  équations,  supposer  constantes  deux  des  différentielles- pre- 
mières ,  et  si  ces  différentielles  sont  dx  et  dy^  il  en  résultera 

en  sorte  que  la  fonction  [  n'a  dans  le  second  ordre  que  trois  coefficient 

d\  4V  à\ 

différentiels ,  savoir  :  — -^  ,     ,     ,    ,    ---^.  Nous  les  représenterons 

dx^        dxdy         dy* 

par  r ,  j  et  r ,  et  nous  écrirons  désormais 

di  =  pdx  +  qd^y  ^ 

d\=.  rdx*+  isdxdy+tdy''^ 

sur  quoi  il  faut  remarquer  que  les  équations 

,  ir        d\  ,  à\    ,  di        d\  •  d\  , 

donnent  dp  -=:.  rdx  +  sdy  ^         dq  -:=:  s  dx  '\'  tdy. 

Quand  dx  et  dy  ne  varient  pas,  la  seconde  dlfférentiation  et  toutes 
celles  qui  la  suivent  peuvent  faire  disparoître  deux  constantes  ;  en  effet, 
si  réquation  primitive  contient  deux  termes  de  la  forme  Ax^-^-By^^ 
leur  différentielle  seconde  sera  nulle  ;  il  en  sera  de  même  de  la  diffé- 
tentielle  troisième  de -rfAr^+  By^y  et  ainsi  de  suite^ 
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Lts  différentielles  premières  et  secondes  de  l'équation 

{x  —  aY+  {y  —  by+  {i  —  cy  =  R-, 

sont  dans  cette  hypothèse , 

{x  —  a)dx  +  {y—b)dy'\'{i  —  c)di  =  O  , 
dx^+  dy^+  di*  +  (î  — OA  =  O  , 

et  se  transforment  en 

[{x  —  a)  +  (^  —  c)p'}dx  +  [(y  —  b)  +  (i  —  c)q]dy  =  O. 
[i  +P"+  (  l—cy]dx+  [pq  +  (i—c)s]zdxdy+  [i  +q'+(i—c)t]dy'=o. 
A  cause  de  Tindépendance  des  variables  x  et^,et  de  leurs  différentielles ^ 
la  première  dei  équations  ci-dessns  se  décompose  en 

x^a+{i^c)p  =  o,      ^y  —  b+  {i'^c)q=o, 
et  donne  les  coefficients  différentiels/?  et  ^;  la  seconde  se  [^rtage  en 
trois  autres,  savoir 

i+Z'^  +  Cî— <^)^  =  o,  pq+{l  —  c)s  =  o,  i+y»+(ç  — r)/==o. 
Si  on  f^isoit  varier  dx  tt  dy  aussi  bien  que  ^{ ,  en  différentiant 
'd^=pdx  +  qdyy  on  trouveroit  d\z=rdx^  +  xsdxdy  +  tdy^  -^pd^x  +  qd^y% 
et  comme  toute  équation  différentielle,  quelque  soit  le  nombre  de  va?- 
ri3bles  qu'elle  renferme  et  Tordre  oîi  elle  s'élève ,  doit  toujours  se  trans- 
former en  une  autre  oui  ne  contienne  que  des  cofEciens  différentiels  ^ 
il  s'ensuit  que  si  Ton  met  les  valeurs  précédentes  de  di  et  de  ^*{ ,  dans 
une  équation  quelconque  du  second  ordre  à  trois  variables,  il  n'y  doit 
rester  que  les  lettres  ^5  j^,  { ,  /^ ,  ? >  '',  ^  et  / :  ceci  est  analogue  à  ce 
qu'on  a  vu  n"".  64 ,  pour  les  équations  à  deux  variables  et  repose  sur 
les  mêmes  principes. 

Soit  l'équation 
{xdx^[dX)dy^[dyd\  —  dy{dx^  +  dy^  +  di^)  =  o  , 
dans  laquelle  dx  seul  est  regardé  comme  constant  ;  si  l'on  y  met 
pdx  +  qdy  et  r  d  x""  ^x  s  d  x  d  y  '\-  tdy*  +  qdy  ^^wMtwàt  d^ti  àt  d^:(^^ 

elle  deviendra 

{x-\*[p)  ixâ^'y  -"^[dy  (r</jc*+  xs'dxdy+tdy*)  ^ 

'^dyl{iJrp')dx-^%pqdxdy^}r(^l+q^)dy^^)~^ 

et  ne  pourra  par  conséquent  avoir  lieu  à  moins  que  jt  +  j/r  ==  o, 
Ayec  cette  condition ,  elle  se  réduirg  à 

et  donnera  les  trois coeificiens différentiels  r,  j  et/,  au  moyen  des 

équations         i +/>* -|- jr  =0 ,      /?j+{i=o,       i+y*+jr=ra, 

quî 


k 
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quî  s^obtienneat  en  égalant  à  zéro  les  coefficiens  de  dx^ ,  dxdy  et  dy*  ; 
mais  il  faudra  que  ces  équations  s'accordent  avec  x-|-{;/>  =  o.  Cette 

dernière  étant  multipliée  par  dx  prend  la  forme  xdx-^-i—^^  =  o ,  et 

en  rintégrant  par  rapport  à  jret  à  {,  on  trouve  jt*+f  =2C,  en  obser- 
vant que  la  constante  (7  doit  être  regardée  comme  une  fonction  dey. 
Différentiant  ensuite  et  faisant  varier  C,  il  en  résultera 

xdx  *+  idi  z=z  d€^         ^x*+  rff  +  :t^î  =  d^Cf 
substituant  dans  la  proposée  les  valeurs  de  xdx^id^  et  de  ^:r*+^{' 
que  donnent  ces  équations ,  on  la  change  en 

dCd^y  —  dyd^C  —  dy^  =  O ,        d'oîi  on  tirera 

dyd^C^dCd-y  dC  _        y\j^n 

—dp r  =  -^J^.    —  =  ^y+J,  C^^-^Jy+B, 

« 

et  de  là ,  pour  l'intégrale  de  la  proposée ,  x^+y*+i^=i  iJy+iB, 

714.  Les  conditions  relatives  à  Tintégrabilité  des  équations  diffé- 
eentielles  à  trois  variables,  se  multiplient  à  mesure  que  Ton  passe  à 
des  ordres  plus  élevés ,  et  se  déduisent  des  équations -du  n"".  90^ 
-comme  celles  qui  ont  rapport  au  premier  ordre,  f^  =  o ,  désignant 
toujours  réquation  différentielle  proposée ,  et  contenant  x  ^  y^  [^ 
^1 ,  y.  •  î.  5  ^.  >  y*  1  ?• ,  le  facteur  m  pourra  renfermer  x, ,  y^ ,  [,  ; 
on  aura  lès  équations 

— L d — !~ \' d^ — L_  =  o  , 

dx  dx^  dx^ 

^y  '^y,  ^y*        .  * 

^ont  les  développemens  se  réduisent  à 

ydF        dp"     jy^       ,  /àV  dV\     ^    dV 

<7^-'d7+^dry'''(i7r''z:y'''77^  =  ^  * 

(iL^diLjfdi^^d   (iH^xd^^+d'  ^  =  o 
\dy  dy,         dyj         '*n<(k.  <y.^  ^X.  * 

fàv     jy    Jy\     ,  /dy       ,dy^    ^  dy 

\«/{         </{.        d^J  \di,  di,J  di^ 

Calcul  intigraU  Q  o  O  • 


J 
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parce  que  ^  ne  contient  point  ^^  ty^tl  [^^  et  que  les  tertnes  multi- 
pliés par  F  ti  dV  sont  nuls  eh  venu  de  T-équation  ^=:  o ,  qui  doit 
rendre  les  précédentes  identiques.  Si  Ton  en  élimine  f^  et  ses  diflFéren- 
tielles ,  les  résultantes  exprimeront  les  conditions  auxquelles  la  pro- 
posée doit  satisfaire  pour  qu'étant  multipliée  par  le  facteur  fc ,  elle 
devienne  la  différentielle  d'une  équation  du  premier  ordre.  On  voit  que 
cette  opération  donne  deux  équatioi>s  finales  (  n*".  78  )  ,  desquelles  il 
faudra  chasser  {^  et  \^ ,  par  le  moyen  des  équations  F=  o ,  dF=  o. 

Prenons  pour  exemple  Téquation 

{xdx  +  idi)dy  —  idyd\  —  dy{dx^+dy+di')  =  o, 
déjà  traitée ,  n''.  précédent  ;  nous  en  tirerons 

F  =   {xx,+  i^,)y,—  i^^y,^y^{x'l+y]  +  ç^  )  =  o. 
La  première  des  équations  de  condition  rapportées  ci-dessus ,  devient 
inutile  parce  que  dx  est  regardé  comme  constant,  et  nous  aurons 
seulement 

dF  dF  ^  dF 

dy  dy^  dy^ 

dF  dF  dF 


=^î«Jâ  — Î*J«  »        -7— =  îy.  —  ^J^tîi  y        "71-  =  —?^' 


di        ^^''*  .^   ^-^^  '         di,         ^^'        ^'^'  '         d^, 

Os  valeurs  étant  mises  dans  la  seconde  et  la  troisième  des  équations 
citées ,  donneront 

+  (^jc, + {  ^,  )  ^/*  5 

»^} /*  +  3 J'. ''z*  +  J. '^>  =. °  » 
éliminons  d'abord  «^/^  et  nous  aurons 

+  (3<^x  +  3^î  +  3^.Ct  +  3y.«.— 3**.J.'-3îC.^.)'''*^ 
11  reste  encore  à  élimine^  fxttdiM^  mais  oh  peut  s'en  dispenser  parce  que 
l'équation  ci- dessus  devient  elle-même  identique,  lorsqu'on  y  substi- 
tue pour  {,  et  {^  leurs  valeurs  déduites  de  ^  =  o  et  dF  =  o. 

715.  Nous  terminerons  ce  que  nous  a^ons  à  dire  sur  les  équations  de 
condition ,  en  cherchant  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une 
équation  différentielle  contenant  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables, et  d'un  ordre  supérieur  au  premier ,  admette  une  intégrale 
seconde  y  troisième ,  etc. 


=  o. 


y 
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Soit  F^:=:  o  une  équation  différentielle  dont  le  facteur  soit  fc» ,  et 
désignons  par  F^  Tint^rale  de  la  différentielle  exacte  ft.^*.  D'après  ce 
qui  précède ,  les  équations 

Kdx' 


ix,        dx^  /  \dx,.        dx^  / 


\dx^,        dx^ 
+  (^  ^  —  etc.  j  ^ft.  —  etc. 


=  a 


etc. 


dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des  variables  ^  seront  satisfaites  ;  il  fau- 
dra ensuite  que  Téquation  f^.  =:  o  ait  un  facteur  /it,  qui  la  rende  une,  * 
différentielle  exacte ,  pour  que  la  proposée  ait  une  int^rale  seconde^  ^ 
et  cela  n'aura  lieu  qu  autant  que  les  équations 
fdV^        dV,     JV,  V  fdV,         dV,  V, 

+(  ^  —  etc.)  ^/^,  +  etc. 


=  o 


etc. 


seront  satisfaites.  Mais  puisqu'il  y  a  entre  y^J^^  et  V^  la  même  subordi^ 
nation  qu'entre  les  fonctions  V^  et  27, ,  du  n*.  885  nous  aurons^ 
comme  dans  ce  numéro 
dV,       ^d.  ^,V, 


dx 

df\ 
dx^ 

etc. 


dx^ 

d.  (^.r. 

dx^ 
dx^ 


^ilf^  ^J^^^^^^^ 


dx. 


dx-i 


etc« 


d.  uV 

^lliîi^+  etc. 


dXi 


—  etc. 


et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ci <Iessus  ^  nous  ob* 
tiendrons 
/  d.  f*^  V^ 


-( 


dx, 

d.  ^,  r. 


d. (i^K  ,   ,  j,*'. f*. ^. 
id — i^ h  3«^- 


3^ 


dx^ 
d.  (.,  r. 


dx. 


etc 


•)'*' 


dx^  ^  "      dx^ 


+  etc.)i/Mi 


=  o 


d.l^.V, 


dx 


) 


—  etc.)i>. 


etc. 


etc. 


Ooo  X 


V 
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Il  faut,  en  développant  ces  dernières  ëquations^,  observer  que  lescUffié- 
rentielles  de  Tordre  de  V^  n'entrent  point  dans  V^ ,  et  que  tous  les 
termes  qui  seront  multipliés  par  V^  \dV^y  d*F^  ,  etc.  après  les  difi&- 
^entiations ,  disparoîtront  à  cause  des  équations  ^.  =  o  ,  ïlF^  =  O  , 
^*^â  =  o ,  etc.  Avec  ces  attentions  on  aura 

m 


K^'7;r,  -^  =^-'*-3^+3'^.M.5^  -  etc.  )m. 

/     dF  dF  \ 


=  a 


dF. 


-—  etc. 

chaque  variable  donnera  une  semblable  équation  ^  qu'il  faudra  réiintr 
à  celles  qui  sont  relatives  à  l'intégrale  première ,  et  traiter  de  même. 
On  parviendra  d'une  manière  analogue  aux  équations  de  condi^ 
tion  relatives  à  l'intégrale  troisième^  en  se  servant  des  formules  du 
numéro  89. 

En  appliquant  les  équations  que  nous  venons  de  trouver  à  l'équation 

que  déjà  nous  savons  être  susceptible  d'une  intégrale  première  >  elles 
donneront 

l'élimination  de  di*,  fera  disparoître  Ji^,  ^  f<,  >  m«  et  Jf/^^ ,  et  il  viendra 

'      3*î^.  +  3^î+3J'.îî  +  3UO'.— 3**.^.  — 3«.J.  =  o  > 
équation  que  la  valeur  de  i^  tirée  de  la  proposée  rendra  identique ,  ce 

qui  prouve  que  celle-ci  a  une  intégrale  seconde  ;  et  en  eÇet  nous  avons 

trouvé,  n**.  713  ,  l'équation  primitive  d'oîi  elle  tire  son  origme. 

Intégration  des .     7^^'  Nous  allons  passer  au  troisième  cas  de  la  recherche  des  fonc* 
équations  dîfRren-  tions  de  deux  Ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables.  Dans  ce  cas  ^ 

tiellcs  partielles  du  ,  t  #  •        1    /•        •       •  i  1 

premier  ordre.        ^^  "^  pour  déterminer  la  fonction  mconnue  que  quelques  un!^  de  ses 

coefficiens  différentiels  d'un  certain  ordre  y  ou  une  seule  équation  en- 
tr*eux.  Il  constitue  ce  que  Ton  appelle  7e  Calcul  intégral  aux  différences 
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pamtlUs^  et  qu'on  de vroit  nommer  ^  d'après  les  remarques  du  n\  30, 
CaladinUgral  des  diffinniieUcs  partUlUs;  caries  coefficiens  différentiels, 
considérés  isolément, ne  font  connoître  que  les  diiFérentielles  partielles, 
et  non  pas  les  diffîrçnces  qui  sont  Tobjet  d'un  calcul  à  part,  qu'on  trou- 
vera dans  le  traité  des  séries  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coefficient 

^  y  étant  multiplié  par  dx'^dfy  devient      ^/'^^^^Vy,  et  ex- 


prime  alors  la  différentielle  m^%  par  rapport  à  x^At  la  difFérentielle  n"^* 
de  {^.par  rapport  ^  ^,  et  vice  versa ,  ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

d^'^T  ^ 


dx^dy^  =^d^d^li\y  inférieur  indiquant  des  diflFérentiations 

oji  l'on  ne  fait  varier  que  y  seul ,  et  1':^  des  différentiations  dans  les- 
quelles on  ne  fait  varier  que  x. 

7 1 7*  La  plus  simple  des  équations  différentielles  partielles,  est  celle  qui 
ne  renferme  que  l'un  des  coefficiens  du  premier  ordre  et  les  variables  in* 

dz 
dépendantes.  Soit,  par  exemple,  ^  =  Ry  Rnt  contenant  point  { ;  en 

dx 

àx 
multipliant  par  dx ^  on  obtiendra  -ydx^riRdx ^  ond,:^^^Rdx^ 

et  en  intégrant  par  rapport  à  j^  seulement ,  il  viendra  {  z=fRdx+  C 
Dans  ce  résultat  C  lilndique  pas  une  simple  constante  arbitraire ,  mais 
une  fonction, absolument  indéterminée,  de  toutes  les  variables  autres 
que  X ,  que  pourroit  contenir  la  fonction  i.  Si ,  par  exemple ,  i  dépen* 

'  doit  en  même  tems  de  jt et  dey,  on  auroit  {  :=ifRdx  +  ^(y) ,  en 
désignant  par  ^  une  fonction  arbitraire  composée  d'une  manière  quel- 
conque de  la  variaMej"  mêlée  avec  des  constantes.  Quand  {  sera  une 
fonction  de  trois  variables,  u^x  et  j^,  on  aura  alors  î=/&^^ +^(tt^>'), 
et  (p(  Uy  yy  représentera  une  fonction  arbitraire  dans  laquelle  les  va- 
riables » ,  et  ^  pourront  être  combinées  d'une  manière  quelconque  , 
soit  entr'elles^  soit  avec  des  constantes*  En  général  pour  un  nombre 

^  quelconque  de  variables  indépendantes  5,  t,  «,^,  y,  etc^  Tin- 

dz  ' 

tégrale  de    ~^=^RdxySex?L  z=^fRdx^^{s,  r,  n,  y^  etc.)> 

dx 

parce  qu'il  est  évident  que  la  fonction  f(i,  r,  Uy  y^  etc.)  ^  quelle 

dz 
qu'elle  soit,  ne  variant  point  quand  x  varie^  on  a  toujours  -^  =  Rdx. 
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Nous  venons  de  sujiposer  que  [  n'entre  pas  dans  R;  s'il  s'y  trou  voit; 
il  faudroit  intégrer,  par  quelques-unes  des  méthodes  du  Chapitre III, 
en  ne  regardant  comme  variables  que  x  tt  i  seulement ,  l'équation 

-j^dx  —  /?  </:r  =  o ,  ou  ^^^  —  /îif  X  =  o  ;  et  désignant  son  intégrale 

par  Vj  on  auroît  ^=  ^  (  ^ ,  ^ ,  «  ,  j^,  etc.)  pour  l'équation  primitive 
de  laquelle  dépend  la  fonction  {.  En  effet ,  si  on  différentie  cette  équa- 
tion en  ne  faisant  varier  que  ^  et  { ,  le  résultat  sera  de  la  forme 


ce  qui  donne  -^ = ^. 

dx 


Pi/,l+Qdx  =  o,  ettelque  — -^^/î, 

• 

Désormais  au  lieu  de  Téquation  ds^  • —  Rdx  =  o ,  nous  écrirons 
simplemetit  di  —  /l  i:i:  =  o  >  et  il  en  sera  de  même  de  toute  autre  sem* 
blable ,  parce  que  l'absence  des  différentielles  du ,  dy^  etc.  fait  bien  voir 
que  celle  de  i  ne  se  rapporte  qu'à  la  variable  x. 

718.  Occupons-nous  maintenant  des  équations  différentielles  par- 
tielles dans  lesquelles  entrent  plusieurs  coefficiens  du  premier  ordre  ^ 
et  supposons  d'abord  que  la  fonction  cherchée  i  ne  dépende  que  des 
variables  x,^;  pour  abréger,  faisons,  comme  dans  le  n^699, 

d  z  d  7 

-7^  =/ ,  —î:  =^  y ,  et  par  conséquent  di  z=:pd^+^dy.  Cela  posé , 

dx  dy 

(oit  l'équation  P/'+Qj's=o,PetQ  étant  des  fonctions  données  en 

:::=  r—  r^  ;  substitu^ut  daus  U  valeur  de  i{  » 


X  et  txiy\  on  en  tirera  p 


on  aura  1/^  ;;=  -^(  Pdy  — r  Qijc  )  ,  et  f  restera  absolument  indéter- 
miné :  mais  pour  qu'on  puisse  trouver  pour  ;[  une  fonction  primitive 
4e  deux  variables,  il  faut  que  -^  [fdy  —  Qdx^  soit  une  différentielle 

exacte.  Si  la  quantité  Pdy-^Q^dx  en  est  une,  en  sorte  qu*on  ait 
Pdy  ^^  Qdx  s=dUj  il  est  évident  qu'on  satisfera  à  la  condition 

d'intégrabilité ,  en  regardant  -|-  comme  une  fonction  quelconque  de 

1/9  que  Ton  représentera  par  ^'(  U)  :  il  en  résultera  d^  =  ^'{^^^^ 
l  r=f<p'{U)  dU:z^^  (17).  Il  est  inutile  d'ajouter  une  constante  arbi<* 
traire,  car  elle  se  trouve  comprise  implicitement  dans  la  fonction  ar- 
))itraire  ^  (  V). 
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On  pour r oit  croire  qu  il  seroit  plus  général  de  faire  -5-  =  4  (C^,  0» 


ce  qui  changeroit  l'équation 


dl-=^{Pdy—  Qdx) 


en  ^{-T-J-  (  C^,  t)  ^  U=o  ;  tnais  comme  celle-ci  doit  toujours  être 
supposée  intégrable,  puisqu'elle  ne  contient  que  deux  variables  ;  il  est 
évident  qu'on  n'en  sauroit  conclure  aXitre  chose ,  sinon  que  {  est  une 
fonction  quelconque  de  i7,  ou  que  ;5;=^(i7) ,  de  même  que  ci-dessus» 

Soit,  par  exemple ,  l'équation  q^sc  -^py  =  o ,  qui  appartient  à  tous 
les  solides  de  révolution  dont  l'axe  coïncide  avec  celui  de  ç  (  n*.  3  36  )  ; 

q 

elle  donne  P  î=  —y,  *Q=a:,  <^î= {x  dx+y  dy)  ,  et  par 

conséquent  :[  =  ^  (^•+y*) ,  ainsf  que  nous  l'avons  déduit  des  consi- 
dérations géométriques  dans  le  n"".  cité. 

Lorsque  la  fonction  Pdy  •-^Qdx  n'est  pas  une  différentielle  exacte, 
elle  peut  du  moins  le  devenir  par  la  multiplication  d'un  facteur  (jl  ,  que 
l'on  découvrira  en  intégrant  l'équation  Pdy — Qdx  =  o  ;  on  aura  dans^    ' 

ce  cas  di  =  -^( /* PJy  —  fxQdx).  On  rendra  encore  le  second  . 

membre  de  cette  équation  intégrable ,  en  faisant  -—  =  ^Y  U)  , 
si   dU  =  fj^Pdy  —  fjLQdx  :   on  trouvera  par  ce  moyen 

L'équation  px^qy  =  o  s'intégre  par  le  procédé  ci-dessus;  on  en 
lire  di=i  -\xdy  "^y  dx).  On  rend  la  fonction  xdy  — ydx 

X 


différentielle  exacte  en   la   multipliant  par 


—  ,     et  il  vient 

K 

d[^=:qx(  — '^    ^ —  j  ,   î  =  *  (-")  ;  réquation  proposée  apparu 


xdy.^ydx\^^         _ 


tient  donc  à  une  des^  familles  de  surfaces  courbes ,.  traitées  dans  le 
numéro  344.  ^  ,       - 

U  est  facile  de  voir  .que  l'intégration  des  équations 

Xp'\'Yq=zOy         Yp  +  Xq  —  Oy 
dans  lesquelles  X  est  line  fonction  de  x  seul  et  Y  une  fonction  de  y 
seul ,  se  ramène  à  celles  des  fonctions  d'une  seule  variable.  En  effet 
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,  Pcxpression  Pdy  —  Q^dx  =  p ,  devient  Xdy  — •  Tdx  dans  le  premier 
cas,  et  Ydy"^  Xdx  dans  le  second  ;  on  a  donc  poiir  l'une  » 

1  f^dy  /*dx 

t^  =  -j^  9         V  =J  Y  ^  J  'X  *     ^  ^"  Vmtxt 

Uzr.fYdy^JXdx.     . 

Noms  voilà  donc  parvenus  à  intégrer  en  génâr^l  réquation 
Pp-^-Q^i  =^Oy  lorsque  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  jc  et  àty^  c'est* 
à-Klire ,  à  trouver  l'expression  de  la  fonction  [  ^  entre  les  deux  coeffi* 
ciens  différentiels  de  laquelle  il  existe  la  relation  exprimée  par  l'équation 
proposée ,  et  cela  en  supposant  seulement  que  Ton  puisse  rendre  la 
fonction  Pdy  ^^  Qdx  différentielle  exacte  par  le  moyen  d'un  facteur  , 
ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  que  l'on  puisse  intégrer  Véquation  à 
deux  variables  Pdy  m^Qdx  =z  o  (11^.^55).  En  génériil  on  regard^ 
une  équation  différentielle  partielle  quelconque  comme  intégrée ,  lors« 
qu'elle  se  trouve  ramenée  à  des  équations  différentielles  à  deux  va« 
rijaWes.   ' 

719.  Si  dan»  le  it'.  83  nous  avons  vu  que  les  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  se  déduisoient  des  équations  primitives  à  trois 
variables^  par  l'élimination  d*une  fonction  arbitraire,  nous  venons 
aussi  de  retrouver  cette  même  fonction  arbitraire  par  l'intégration  de 
l'équation  PpA-Q^^^o ,  «t  nous  n'aurions  obtenu  que  deux  cons- 

tantes  arbitraires  en  faisant  seulement  -^  ^^  a;  il  serott  venu  par 

cette  supposition ,  d^  5==  adU,  1^:=  a  U+t.  Il  est  très- remarquable 
que  ce  résultat  ^  quoique  moins  général  que  celui  du  nufl[iéro  précé- 
dent, nous  y  ramène  néanmoins.  En  effet ,  les  quantités  a,  b^  que  nous 
avon^  d'abord  supposées  constantes ,  peuvent  varier ,  pourvu  que 
ce  soit  de  manière  que  la  différentielle  de  ^  se  réduise  toujours  à  adU  ; 
en  différèntiant  par  rapport  à  toutes  les  quantités  ,  on  trouve 
4:^z=04U+Uda+db^    et  ce   résultat   donnera   seulement 

di 
d[:s:zadVy  si  f/da+db  ^rOjOu-— =  l/.  Posons  donc  *  =  4(^)^ 

4  désignant  une  fonction  quelconque  ;  nous  aurons  4'(f)  =^>  d'où  il 
suit  que  a  ?=  4y(^)  »  4^,  étant  une  fonction  inverse  de  celle  que  repré- 
sente 4' s,  substituant  cette  valeur  de  a  et  celle  de  b  qui  en  résulte  ^ 

dans 
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dans  l'expression  de  {^  on  trouve  {  =  C^4'X^)+'^['^y(^)]  *  ^qua- 
tîott  dont^k  second  membre  rfest  autre  chose' qu^Ine  îonction  arbi- 
traire de  i7;  et  l'on  peut  par  conséquent  écrire  {  =  *(C^)*  Nous 
aurons  par  la  suite  occasion  de  généraliser  ce  procédé. 

J^o.  Considérons  à  présent  Téquation  P/^.+  Qy  =:  /î,  dans  laquelle 
/*,  Q ,  À ,  contiennent  à4a-fois  jc ,  y  et  { ,  et  par  conséquent  la  plus 
générale  qu'il  soit  possible  d*avôir  entre  les  coefHciens  du  premier  ordre 
p  ttq  ^  lorsqu'ils  ne  passent  pas  le  premier  degré.  Prenant  la  valeur  de 
/dans  cetfe  équation  pour  la  substituer  dans  Ji=pdx  +  qdy^ 
nous  trouverons 

Pdi^-^Rdx  z^  q{Pdy^qdx), 

le  coefficient  q  restant  tpuîours  indéterminé,  fl  se  présente  ici  deux  cas  ; 
V,  la  composition  deP,  Qei  R^  peut  être  telle  que  la  fonction 
.  Pdi-^Rdx  nç  renferme qi?ç  les  variables  ^  et  :r  dont  elle  contient  les 
dlfBérentielles ,  tandis- C|ue  la  fonction  Pdy  —  Qdx  ne  renferme 
que  X,  y;  i^  Tune  ou  Taptre  de  ,ces  fonctions,  ou  même  toutes 
deux ,  peuvent  renfermer  les  trois  variables  x ,  y  ex  i. 

.  I^aas  le  preimier  cas ^. il  existe  un. facteur  fc  qui  rend  Pdy^^Qdaç 

^iiFérepitieUg '  e^^te.»   et  ^n  facteur  fi  qui  .opère  ta  même  chose 

'sur  Pdj(^B4x\  déçâgnaot  .cc$  differeotieUes  exactes  par  i7et  V^ 

on  aura      Pdy— (ldx=l-dU ^  Pdz-'Rdx=~ dV , 

et  réquation  d-dessus  deviendra  dV-^  -^ — dU.  Elle  ne  peut  être 

au, 

totégrable  à  moins  que  -^-^  ne  soit  une  fonction  quelconque  de  C<^  ; 

auf 

posant  donc  - —  =  ^'(  i7)  ,  on  a  </  f^=  fp\V)dU  y  et  en  inté- 

grant  il  vient  ^=^(27) ,  résultat  dans  lequel  ^  désigne  toujours 
une  fonction  arbitraire. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas ,  proposons-nous  d'intégrer 

réquation 7>;ir+yjr  =  «jj;  nous  aurons  P=rjt,  Q=:y,  R=ni^ 

Pdy'—Qdx  =  xdy — ydx  ^        Pd^  —  Rdx^=:xd[ — n^dx. 

.  On  trouve  par  l'intégration  des  équations  x  dy — ydx  =  o> 

xd[^^n[dx:=.Oj  que  les  acteurs  f*  W  /sont  respectivement 

Calcul  intégral.  P  P  P 


4^1    Ch.  îy.  /JV  TÈCRA  TtON  DES  FX)NKrrtÛfI5 


,  et  qu«  par  coaséquei^t  (/  :?= 


_  ? 


iiU'^swi^ 


donc 


de  cett«  «quatton  tst  -^  ^=^{  ^  }  i  «insi  qa)m  b  dàdattck  ik$! 


=  (p(~),  ou  t^^jf*^),   c'est-à-dîce,  que  {est 

une  fonjctioa  homogène  en  xety^Axx  degré  ;?.  En  effet  réquation 
p X'\'qy:=^n[y  n'est  .autre  chose  que  le  théorème  des  fonctions, 
homogènes  donné  n"".  91  ^  et  dont  ce  qui  précède  fournit  encore 
une  démonstration,  j}our  le  cas  de  deux  variables. 

En  prenant  n=i,  on   tombe  sur  Téquatioix/'-^  +  Sy  =t  f  » 

1 

qui  appartient  aux  surfaces  coniques ,  dont  le  sommet  est  placé 
à  l'origine  des  cooTd(Mmées.(  o"".  \\A)i  et  911  trouve  que  l'intégrale 

i 

considéra trons  géométrîqirts  du  n\  tîté-.'  .^  ••        '.  • 

jix.  (Ju^nd  h» varialjlés  "x^y^i  j;^^; Ibftt  ttrêfées  iftdîstîncfêmeftt 
dans  les  fonctÎ0n«  P^y — (^dx^  Pd^ — ikdXyW  i?^st  plus  possibte 
de  ïes  rendre  intégrables ,  cliaculie  en  pahîcttUer ,  pat  le  tnoyen  de 
facteurs  y  et  cela  f>arce  qu'on  rre  sauroit  intégrer  isolément  les 
équattotis  Pdy — ^d^tnzb^  ^i/^-^Ai/Ar »-o;  <»r  il  fast  bien 
icifiBnqo«r  qiie  ^  ne ^loit  pas  être  su^sé  ^oMtafft  dM$  la  preUMàrê^' 
ni  ^^'dans  la  siecoiide.  Lsgrange  a  fait  roir  le  pfeinrer  que  néamMids 
si  Ton'întégroit  conjointement  ces  équations  |  et  qu'on  en  déduisît 
deux  équations  primitives ,  renfermât  chacune  une  constante  ar- 
bitraire, de  maaièie  qtî'ton  eut  V=.a^'  Vr=i-j  U  zt  JTétant  dtç 
fonctions  données  ttix^yti^y  l'intégrale  de  la  proposée  Pp-\-  (lj=^Br 
sert)ic  V-srs^V) ^  p  désigiunit  «Miôors  •une  &nctioin  krbîtiaiiv*  Cette 
proposition  importante  paroît  démontrée  assez  simplement  de  la 
manient  sumn<e. 

« 

Puisque  les  équations  l/:=a ,  V:s=b  y  sont  supposées  déduites  de$ 
équations  Pdy — QJ;«r  =  o,  Pd:^ — Rdx  =  o^  il  faut  que  leurs 
différentielles  ayent  lieu  en  même  temsque  ces  dernières ,  c'e$t-à-dire, 
Que  si  ron  tnet  dans  les  équations 


dx 

17 


dy    ''  '    d[ 
dF  .         dF ^ 
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k8  valeurs  de  dy  «  de  i/^; ,  tirées  de  J*^— Q</x=ï=»  ,  /><^î— iW*=o, 
on  parvienne  à  des  résultats  identiquement  nuls.  Ces  résultats  sont 

dU  _       dU  _        dV 


■^    *  I  ■ 


/ 


oa  «Q  tîre 


^f^  ^      i^  ^       dV 
d[^^     dv_q^      du  R 

~dx~~       dyT,       ~dlT* 

—=— ^£  ^ — j£^  £ . 

dx~~      dy   P         di    P* 
nais  ré^nation  f=(p(J/)  de9neVf'=szf'(C^£',  ou,  en  développant , 

substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  précédentes  de 

du      dV 

-7-,  -.— ,  on  trouvera 

dx       dx 

^iPdy^qdx)-^^{Pdt^Rdx)^ 
rdU  du 

d^oii  Ton  déduirai 

équation  qui  rentre  dans  Pd^  —  Rdx^=.  liPdy-^  Qdx)  , 
puisque  f  et  /(t^  «ont  des  fonctions  indéceriniaées ,  et  que  par 
conséquent  oa  peut  supposer  que 

Quand  un  fait  p{U)=za,  l'intégrale  f  =t^(l7)  se  réduit 

PPP» 


/ 
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à  f':^ é y  ce  qui  nous  apprend  que  F=  i  e$t  une  intégrale  par- 
ticulière de  la  proposée.  U  en  seroit  de  même  de  Uz^^^a^  car 
de  F=z^(U)y  on  tire  i7  =  ^,  (f^),  ^,  étant  une  fonction  in- 
verse de  ^  y  arbitraire  par  conséqent ,  et  qu'on  peut  supposer  égale  à.a. 

711.  Tirer  des  équations  Pdy — Qdx=:zo^  Pd^  —  Rdx^=o^ 
deux  équations  primitives  delà  formeN27z=tf  ,  y:=^b^  c^estlamême 
chose  que  de  les  intégrer  ;  et  pour  cela  il  faut ,  en  général ,  éliminer 
entr'elles,  suivant  le  procédé  du  n%  78 ,  une  des  variables  Xj  y\,  {; 
et  ses  différentielles.  On  parviendra  à  une  résultante  du  second 
ordre  et  à  deux  variables  seulement,  dont  l'intégrale,  si  Ton  peut 
l'obtenir  5  renfermera  deux  constantes  arbitraires  a  et  b.  On  combi* 
.nera  ensuite  la  différentielle  première  de  celi^-ci  avec  les  proposées  ^ 

dy         d  T  ^  ^ 

pour  en  chasser  —  et  7-^  »  ce  qui  conduira  à  une  seconde  équation 

dx         dx 
primitive,  dans  laquelle  il  n'entrera  point  de  nouvelles  constantes 
arbitraires ,  et  qui ,  conjointement  avec  la  précédente ,  donnera  les 
valeurs  de  4  et  de  ^ ,  c'est» à-dire ,  les  fonctions  U  tl  F. 

Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  descendre  jusqu'au  second/ordre 
pour  changer  les  équations  P  ^j^  —  Q  rfjr  =  o ,  Pd[ — Rdxz=o^ 
en  d'autres  qui  Soient  intégrables  ;-  il  suffit  quelquefois  d'en  éliminer 
une  différentielle,  ou  même  une  fonction  primitive  qui  leur  seroit 
commune.  Si  l'on  chasse  dx ,  par  execnple,  il  viendra  Qdi  — Rdy  =  o  ; 
et  si  cette  dernière  équation  est  intégrable ,  on  pourra  par  son  moyen 
déduire  une  équation  primitive  de  l'une  quelconque  des  deux  pre- 
mières. On  arrive  immédiatement  à  l'équation  Qdirr^Rdy  =  o^ 
en  éliminant  ded^=:pdx  +  (]dy^  par  le  moyen  de  l'équation  diffe* 
.  rentielle  partielle  P/^+Qf=/i,  le  coefficient  7,  au  lieu  du  coeffi- 
cient/^  ,  que  nous  avons  chassé  dans  le  n"*.  710  ;  car  il  vient  alors 
Qdi  —  Rdy  =sp{Qdx  —  Pdy)  ,  ce  qui  conduit  à  Qdx  — ^  Pdy  =  p  , 
Qdi — Rdy  =z  o.  Il  suit  de -là  que  pour  intégrer  i'équatioa 
Pp+  Qq  =  iî ,  il  faut  intégrer  deux  quelconques  des  trois  suivantes: 

Pdy  —  Qdx  =  o  , 

Pd(  —  Rdx  =  o  , 

Qdl—  Rdy  =  o. 

Appliquons  maintenant  ces  formules  à  quelques  exemples» 


vera 
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.  yi},  Soît  !**•  Téquatian  px  +  qi  +  y  =  o;  en  la  comparant  à 
Pp  +  Ql  =  Rf  on  en  tire 

xdy  —  [dx  :=:  o  ^ 
X d:(^  +  ydx  ='  o  , 
î^î    +  ydy  —  O. 

n  n*y  a  que  la  dernière  de  ces  équations  qui  soit  immédiatement  in- 
tégrable  i  elle  donne  {'+  j^'^crn  a%  Substituant  dans  la  seconde  la  va- 
leur de  j^  ,  on  aura      xd^  +  dx  ^/a*  —  ;[*  =  o  , 

OU  /  4 =  o ,      équation  dont  Tintégrale  est 

.  arc Tsin  =  — ^  +  1  jc  r^r  1*,    et  devient       j^/'*  v'""'â;    =  i  , 
en  passant  aux  nombres  ;  prenant  les  valeurs  de  ^  et  de  ^ ,  on  trou- 
er =  Vy^  ,       V  =  AT /''(•'"=-) , 

d'où  Ton  déduira    x r  (•*"==»<(//%«.))  =  ^  (j,«+ j»  )  ,  pour  Tinté- 

« 

grale  de  la  proposée. 

^^  réqu^tion   (>r_«)(A'+y)— (j^—jSX^' +/')  +  {(*>— ^V)  =  o> 
appartenant  aux  surfaces  de  révolution  (  n"".  336),  mise  sous  la  forme 
{y  —  h\-^)p^{x^a\-^)q^b\x-ar)-a!{^y—^), 

se  réduit  à  (^'— =•  ^'î  )  /^  — ^  (  -^^ —  ^'î  )  ^  =  *'^'  —  ^y'  y  en  faisant 
:r  —  ct  =  :ir',  j^  — 18  =y ,  ce  qui  ne  change  rien  à/'  ni  à  ^ ,  et  donne 
di^^=.  p  dx'  •\'qdy'  :  son  intégrale  dépend  de  celles  des  suivantes 

{y-  t\)  ày^  (    x'-a\  )dx'^o  , 

(/-  *'{  )  ^î  -  (  *'^  -  ^y  )  ^^'  =  o ,, 

(  x'—  a\  )  ^î  +  C*V_  ay  )  i/  =0. 
Aucune  de  ces  équations  n'est  intégrable  par  elle-même  ;  mais  si  on 
multiplie  la  seconde  par  a! y  la  troisième  par  b\  qu'on  prenne  ensuite 
leur  différence ,  le  résultat ,  divisé  par  b'x' —  ay\  donnera 

dx^ra'dx'^l^^y'  =  o  ,    et  par  conséquent   [  +tfV+Ay=  a^ 
Retranchant  la  seconde  équation  ^  multipliée  par  x\  de  la  troisième 
multipliée  par  y,  et  divisant  par  b'x' — a'y'^  on  obtiendra 

ldi+x'dx'Jryjy=Oy   d'où   ^•+jt'»+y*  =  *; 
l'intégrale  de  la  proposée  sera  donc  ^'•H-y^+t*  =  *  ({+^'jif'+*3'0 
ou  bien  t+aV+^y  =  ç(*'»+y»+î»),  et  rentrera  dans  l'équa- 


/ 


\ 
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tion  primitive  trouvée  dans  le  numéro  cité,  lorsqu'on  remettra  x^^m 
€t  j^  —  jS ,  au  lieu  de  x^  et  de  y. 

724.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer ,  nous  allons  passer  en  revue  dans 
cet  article ,  les  principales  formes  d'équations  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  qui  présentent  quelque  facilité  pour  l'intégration. 

i"*.  L'équation  assez  générale  it>+lV  =  2^  dans  laquelle  X  dèsignt 
une  fonction  de  x\  Kune  fonction  de^  et  Z  une  fonction  de  { |  m  dé« 
pend  que  des  équations  différentielles 

Xdyr-Ydx  =  0  ^  Xd[^Zdxz=,09 

dont  les  intégrales  sont 


'/f -/? = ^ij'i-r^ 


et  donnent  par  conséquent 

2'.  Lorsque  {  n'entre  point  dans  les  fonctions  P  et  Ç ,  l'intégration 

de  l'équation  /^^  +  Q  y  =3=  /î  se  rapporte  immédiatement  à  celle  de 

deux  équations  du  premier  ordre  à  deux  variables  ;  car  Téquation 

Pdy  —  Qdx  ::=  o.,  qui  ne  contient  que  x  et  y^  étant  intégrée ,  servira 

à  éliminer  j^  de  Téqujition  Pd\^  —  Rdx~o.  Les  variables  se  sépare- 

roieni  sur  le  champ  dans  cette  dernière ,  si,  /2  étant  de  la  forme  BfZ^ 

R'  ne  contcnoit  que  x  tiyi  on  auroit  alors  Pd^'^RZdx  =  o ,  d'où 

.     dz         Rdx 
on  tireroit    -^  » ^  =  0. 

L*équation  P/^  +  Q  ^  +  /î  ç  =  -R',  du  premier  degré  seulement  » 
tant  par  rapport  à  la  fonction  { ,  que  par  rapport  à  ses  coefficiens  dif« 
férentiels  ^  s'intégre  par  le  moyen  des  équations  suivantes 

?dy^(ldx  «c=  o  ,  Pdi  +  Ridx  3=  R'dx  , 

dont  la  seconde  devient  une  équation  du  premier  degré  à  deux  varia- 
bles y  lorsqu*avec  le  secours  de  l'int^rale  de  la  prçmîère ,  oh  en 
chasse  la  variable  y. 

y.  Quand  la  proposée  se  réduit  h  Pp+Qq  =:0^  P  et  Q  étant 
d'ailleurs  quelconques ,  l'équation  Pd^^^  Rdx  :t=  o  donne  alors 
'di  =  o,  ou  j  =  4  j  on  doit  par  conséquent  intégrer  l'équation 
Pdyf^Qdx  t^o  ^  en  regardant  {  comme  constant:  si  Î7=^, 
représente  le  résultat  9  i^P  (CO  ^^*  l'intégrale  de  />  +  Q  f  =  p ,  et 
Ifi,  m^me  que  si  /^  et  Q  ne  contenoient  que  ^  9  ^^i  et  une  constante  aa 
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lîeu  it^.  Mongeavok  fait,  dès  1771, cette  importante  rçtnatt[ue  qui 
le  conduisît  à  la  proposition  démontrée  dans  te  n*.  7x1  ><iu'il  avoit 
aiissl  troiiv^e  de  «on  côté ,  et  qu'il  pvbiia  en  1784 ,  sans  connoitr^  le 
mémoire  de  Lagrange ,  imprimé  parmi  ceux  de  i'Académiei  de  Berlin , 
atmée  1779  (  *  )*  r 

4*.  Supposons  enfin  que  l'équation  Pp-^Q^q  =  R  soit  homogène 
«  ^>  JK'^  ?•  ï^^ns  ce  cas ,  il  faudra  faire  x=:t[y  x^=u['9  les  fonc- 
tions PyXltiR^  prenckoût  la  forjne  P'î*>  ^V<  -^V  »  *^5  équaûoas 
Pi/{  —  R  dx  tsio  9    Q ^{  —  /î  </y  =  o ,   se  changeront  en    . 

P'dX-RXti;i+ldt)  =  o\      Q:ai^R!{udti^jidu)=o, 
au  9  ce  qui  est  la  même  chose  ^  en 

et  par  TéUmioation  de  -^  ^  conduiront  à  réqiiatîoa 

lQ;—&'u)dt^{r'^R't)du  ^  o  , 
qui  ne  renferme  que  les  deux  variables  u  et  t.  Lorsqu'on  pourra  l'inté- 
grer ^  on  prendra  l'expression  de  /  en  //,  pour  la  substituer  dans  l%ine 
ou  Tautre  des  équations 

^  ~   F^R!e  '        T  "^  C  —  -^'^  * 
déduites  des  psécédenlefi. 

Soit  pour  txeaple  réquatioa  px^^-^y^  s=  «cy  ;  on «n  tire 

L'équation  (  Q'  --  iî'«  )  <^r  —  (  P'—  /î'/  )duz^o  deviendra 

(«  —  rtt*)</r— (/  —  /*/«)^«  =  o,ou  (i — ut){udt  —  tdu)  =oi 

en  intégrant  tf  ^/  —  /  ^tf  =  o ,  on  obtiendra  « 

r  ^l        R'Ju 

^  —  «^    ^3=:tti#,  et    —=——_.  âeehaiî^ra en 


(*)    Dans  fes  notes  que  )Vi  prises    sur  les  leçons  qu'il  donnoit  en   1780,  à 

quelques  personnes ,  du  nombre  desquelles  j'étois ,  l'équation  Kp^Rq^M=o  est 

M 
fanmiée  à  intégror  conîpifltumeat  las  i^oations  Jt  +  ~</yggp^afe»  j£/y=ac> 


I 
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di         ut  du  tdu  au  du  ,  , 

—^  = T  = = :  y  ce  qui  donne  successivement 

et  enfin  V^{*— ^  xy  =1  ^f— J  »  ou  plus  simplement  {" —  Ay  ==  p(—\  ' 

La  proposée  s'intègre  aussi  sans  le  secours  d'aucune  transformation^ 

P      ^         I 
après  qu'on  Ta  divisée  par  xyi  :  elle  devient  alors  — +^  =^ — ; 

le  système  des  équations  Pdy  -^  Q  </a:  =  o  ,    PJ^  — Rdx  z=z,ô^ 

-  '.  •  dy        dx  '  d  7        dx 

conduit  aux  suivantes  -^ =  0,  — -«o.  La  première 

y        X  y         l 

de  celles- cî  a  pout  intégrale  —  =  ^ ,  et  donne  y  =1  ax^  ce  qui  té- 
duit  la  seconde  à  id^-^axdx  =  o ,  d*oîi  Ton  tire  {* — ax*  =  i; 
remettant  au  lieu  de^  savaient  —  ^  on  obtient  comme  ci-dessus. 


î-._,^=,(i). 


71 5  •  La  méthode  dont  nous  venons  de  faire  usage  peut  se  géné- 
raliser pour  les  équations  diffîrentielles  partielles  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Si  la  fonction  i  dépend  des 
variables  u ,  x ^  y  et  [^  on  aura  d^^mdu-^^pdx  4-  qdyi  l'équa- 
tion du  premier  ordre  A^/2 + P/^ -}-  Q j  =  -R ,  dans  laquelle  u^x  ^ytt^i 
peuvent  entrer  à  la  fois  ^  ne  détermine  que  trois  des  coefficiens 

twr.       .  /                               •                         ,             R^dq^Pp 
différentiels  « ,  /^  et  y  :  on  en  tire ,  par. exemple ,  n  = . 

Substituant  cette  valeur  dans  celle.de  [ ,  on  trouvera 

Nd[^Rdu=p{Ndx—Pdu)  +  q{Ndy—<ldu)\ 
la  seule  condition  qui  reste  à  remplir  t  par  le  moyen  des  coefficiens 
^  et  ;  qui  demeurent  indéterminés  9  c'est  que  Téquation  ci-dessus  soit 
intégrable. 
Lorsque  les  expressions  ' 

Ndx  —  Pdu^       Ndy^Qdu^  ,    Ndi^RVuy 
seront  intégrables  par  elles-mêmes ,  ou  pourront  le  devenir  étant  mul- 
tipliées respectivement  par  des  facteurs  /«*,  /,  i/\  si  dT^dUttdV 

désignent 
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Résignent  les  dlffîrentielles  exactes  qui  eo  résulteront ,  on  aura 
ÎJàx^Pdu  =  —dT,  Ndy-^Odu  =  ^7  dU^  Ndz^Rdu^^dF, 


et  par  conséquent  dV 


Qa  satisfera  d'abord  à  cette  équation  en  prenant 


M 


fi* 


// 


^  =  4'(  C^) ,     ce  qui  donnera 
dr^  pXt)dT+^XU)dU  et  r=  ^(r)  +  4(C^);  mais  OA 


\ 


aur^  un  résultat  plus' général  ^  en  supposant  seulement  que^^ — r^  et 

^   fi  ' 

au 

— 7-i/27  soient  les  deux  termes  de  la  diffiirentielle  d*aine  fonction 
/* 

quelconque  des  deuK  quantité^  T  et  U}  car  on  conclura  de  -  là  ^ 

pu"  au" 

Si  Ton  se  bornoit  à  prendre  - —  =  11,  i-^  =  *  «  «  et  *  étant  des 

constantes  ^  on  aurolt ,  en  intégrant^  F  =  tf7-{-^£/4-<:.  Cette  équa- 
tion ,  beaucoup  moins  générale  que  la  précédente ,  puisqu'elle  ne  ren« 

ferme  que  trois  constantes  arbitrsiires  y  peut  néanmoins  y  conduire. 
En  effet ,  si  ^  comme  dans  le  n**.  719 ,  on  diffiéreotie  ,  en  faisant  varier 

a^bttCyta  même  tems  que  Ty  V  et  Vy  on  trouvera 

dV=adT^hdV'>rTda^Vdh^dc^O\ 

mais  réquation  différentielle  partielle  proposée  ne  donnant  que 
</f=  adT^bdUy  il  faudra  qu'on  ait  Tda+l/db+dc  =  o.  Cette 
condition  exige  que  Tda+I/di  soit  une  différentielle  exacte ,  puis- 
que de  en  est  une  y  ce  qui  ne  se  peut  à  moins  que  Tet  £^  ne  soient  des 
fonctions  de  4  et  de  ^  ,  et  réciproquement  «  et  ^  des  fonctions  de  7  et  - 
de  27  ;  et  par  conséquent  oh  aiùra encore  f^=  p  (T,  U). 

Pour  trouver  les  fonctions  fc  ^  fi',  ii"y  il  fiiut  intégrer  les  équations 

Ndx — Pdu^=  Oy    Ndy — Qi«  =  0y    Nd[  —  Rdu  z=zoi 
et  si  on  met  les  résultats  sous  la  forme 

T=ay  r  =  i,  f  =  c,' 

les  fonctions  Ty  U,  f^,  seront  celles  qu'il  faudra  employer  dans  Tin- 
êégrale  ^=;=  ♦  (T,  X^). 

Calcul  intégral.  Q^H 
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ji6.  Les  trois  équations  différentielles,  rapportéîes  ci^dessus,  fie 
$OAt  pas  les  séuUs  dodt  l'intégration  puisse  conduire  à  celle  de  la  pro^ 
posée  ;  si  on  eut  chassé  p  on  ^  de  l'expression  de  d^ ,  on  en  auroit 
obtenu  d'autres  qui ,  à  U  vérité  ^  ne  sont  que  des  çotiséquences  de$ 
premières,    mais  qui  peuvent  quelquefois  se  présenter  sous   une 
for^e  intégrable  lorsque  les  autres  s'y  refusent.  Au  lieu  de  nous 
arrêter  à  chercher  ces  équation^,  qu'il  est  si  facile  de  trouver , 
nous  allons  démontrer  qu'il  suffit  que  les  équations  T=:a ,  l/=:ij 
r:=zc,  satisfassent  aux  équations  différentielles 
fid^^PdH^o^       Ndy-^-Xldu^Oy      Ndi^Rdus=:o, 
pour  que  l'intégrale  de  la  proposée  soit  f^=  *  (  7*  t  ^)% 
'   Ces  Içvniàres  donneat 

f       Qdtt, 

et  en  différentiant  les  pretnières ,  on  9 

dT 


Pdu 

dX  3tS    'i»    ^IJ"     y 


Rdtt 


dT  ^       dT  ^       dT  ^       _-    ^ 
^du^—dx^^dy^^^d^  =  0, 

dU  ^       dU ,       du  ,       àU  ^    ^ 

dtt  +  -^dX'+——dy-\--—dl  ==  O  y 

a*  dy      ■  '  a[ 


du 
dV 


dV 


'    dV  ^        dV  ■ 

iu-\——dxJtr-T'ày-\ 
du  dx  dy  d[ 


</{=  O 


équations  qui,  par  I9  tuhstitutioo  d«$  valeurs  de  dx,  dy  et  d^, 

deviennent 


dT         dT         dT         dT 
dit  dx,         dy  di 


dU  ^,  dU  ^     dV ^  .  dV ^ 

du  dx  dy  al 

4f„  dF  ^      dV  ^  dV  ^ 

du.  dx        -dy  di 


et  ^ak  os  tirç 

dT           dT  P       dT  Q 

— —                             -     1                          L 

dT  A 

du"       dx  N      '  dy  N 

di  N^ 

dV           dU  P       dU  (l 

du  R 

du~       dx   N        dy  N 

di  N' 

dV          dV  P        dV  <i 

dF  R 

du   ~~       dx  N  .     dy  N 

d^N' 
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Mais«>«iBie  il  résulte  de  la  suppOâti||^  d«  ^=sf  (T,  27)  que 
dF=  f'd  T'\-f"dUy  ç'et  ^*  ètiiit  des  ftinctions  kidétehiAnée»  de  T 

•   d<b'  dot" 

tt  de  l/f  assujetties  à  la  seule  condition  -777  ^=  -r= ,  on  aura 

dV  a  t 

par  conséquent 

dy  ,       UV  .        dV  ,       dV  , 

du+-^^dx  ^-^—dy-^-j-di 

4x  d{ 


du  '      '  'dx 
,/dT  .        Qt  ,         dT  ,        dT  ,  \ 


»    • 


.  ... 

si   dam  icçtte  équation  5 


1^.  I  » 
dx 

du 

dx  . 


dU 

dT     du    dy 

qj;l  met  pour   •— -r-^    -y,<  -7-^1 
^         '^     '    du^    du^    du    ' 


dy 

dV  ^         au  ^  \ 
dx+^j-dy+^j^diy. 


.f 


dy 


les 


raleiirs  trouvées  pltft  haut ,  elle  deviendra 

« 

JET  jy  jy 


'  / 


dx 

* 

dT 


dy 
dT 


dT 


|-CArA^/.^)+-_(j,.^_ô^)+_^* 


(Ndi—Rdù)  1 


I,  y'v.i\ltf{/    i 


dU. 


dx 

I 

et  oa  en  déduira 


dy 


di 


Sdï-^Rdtt 


dV       dV 

dx  --..      dx 


* 


,dT 

dx' 


#    ft       ft 


>  '..i 


As-  ■ 


7  ,  ' 1 TTL  CN dx-^P du\ 

dr     \^dV-ydt      ' 


' 7t> 


fl^' 


•V  ■'   v*\ 


r    > 


oui  nenttft'  dancr 

puisque  ^'^ji^^sçnt  ^^fiiçraires.  amsi  q^/»  et  ^ . 

On  pe4t;éteq3i^éi«e;  ^  jNr^eMé  'àu<  «»s 'oii  la  fonction  cherchée 

Qqq   1 
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dépend  d'un  nombre  cpie^nque  de  variables  ;  nous  en  condupn? 
«{ue.si  l'on  a         di:=:mJ0+ndu  +  pdx  +  ^dy^      ' 

Mm  +  Nn  +  Pp  +  Qq  —  R; 

et  qu'on  parvienne  à  déduire  des  équations  diflërentielles. 

Mdu — Ndt=^o 
Udx-^P  dtzs^O 
Mdy'-^^dt'=0 

[Mdi-^RdizsziO 
les  équations  primitives      S=^a,     r=*,     €r=ci    ^=rf 
l'intégrale  de  l'équation  différentielle  partielle  proposée  sera 

En  général ,  si  la  fonction  cherchée  dépend  de  m  variables ,  ou  » 
ce  qui  revient  >au  même  »  si  l'équation  difiërentrelle  partielle  {Pro- 
posée contient  m+i  variables^  et  que  le&.coefficiens  àitEér^ffûejiSi^ 
n'y  montent  pas  au  delà  du  premier  degré ,  l'intégration  de  cette 
équatioa  sera  ramenée  à  celle,  de  m  équations  différentielles  du 
premier  ordre  entre  m+  i  variables,  intégration  que  l'on  doit 
toujours  regarder  comme  possible ,  quoiqu'oa  ne  puisse  refFeçtuer 
que  dans  un  petit  nombre  de  cas  (  n\  651  ).  Il  suit  4e  là  qu'il 
existe  toujours  une  fonction  primitive  qui  satisfait  à  une.équatioa 
quelconque  du  premier  degré ,  entre  les  coefliciéns  diâFérentiefe  du 
premier  ordre. 

717.  Après  avoir  ramené  une  équation  di£Férentieli'e  partiéQe  i 
un  système  d^équations  différentielle^  totales,  il  pe  sera  pas  inutile 
de  montrer  qu'on  peut  revenir  de  celles-ci  à<  la  première. 

éi  "d'ans  là  derhièrê.cks^  équations       ^  \  i 

Ndx^^Pdu=o^       Ndy^'Qdk'hich,,     Ndz  —  Rdu^Pi 
déduites    de   Nn  +  Pp-i- Qq=sR  (  n%  çnécédent  ),  on  met  «u 
lieu  de  di  sa  valeur  nd'u  ^pdx=f^fdy ,  elle  deviendra 
HXndû^  pdx  -^  qdy)  =  ili/«  j  rha$$ant-i/Ar,  et  dy  y  fv 
le  moyen  des  deux  première»;^  on  -retombera  I  sur  ta  ptopos^ 

En  traitant  de  même  les  trois  équations  diflSt^iAlénîB  '^jSA&À^^ 
à  quatre  Variables ,      IT  du-f-P^dx^'Ct'dy^n'  i^  4tj-/  ^  '' 


\ 
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4>ti^  ea  444uir4  ?ussi  une  équation  du  pronier  degré  entre  les  coefficiens 
dii^éreat^els  du  premkî  ordre  de  la  fonction  {.  Ces  considérations, 
qm  s'étei^dent  à  un  non^re  m  d'équations  difFérentielles  du  premier 
ordre  entre  m  + 1  variables,  prouvent  qu'un  pareil  systêtne  d'équatioo» 
considérées  comme  ayant  lieu  simultanément  ^équivaut  toujours  è 
.une  équation  diferentielle  partielle» 

728.  Nous  ne  donnerons  que  deux  exemples  ;.  le  premier  y  ren^ 
fermant  quatre  variables  y  sera 

Celles-ci  ne  paroissenc  pas  d'abord  ihtégrables ,  cependat^  si  on  Tes* 
mtt  sous  ta  fbrniQ 

qu'on  retranche  ^u  dans  chaque  membre  ,  que  l'on  réduise  ensuite  ^ 
on  trouvera 

dx-'^u=i  *   .  »>  4*5-^^=:=  .i ^^-^-— J  dr-^du:=i^ 2l^ — ^ 

mais  on  a  aussi  dx+dy-^di^^^ ^ -du;  ajoutant  de 

part  et  d'autre  4^  ^  réduisant  au  même  dénominateur ,  il  viendra» 
du+dx+dy+di=^'''^'''^^^^^'^^!t ,  d'où  on  tirera 

*— ==7-7 — ^*  Soit  rait  »+jr+^+j=rv;  il 


en 


^tf  dv 

résultera  ==  —  t  substituant  cette  valeur  dans  le  second 

mtebre  des  trok  dern^èfres  équations,  obtenues  ciniessus ,.  on  aura^ 

dx*  'd§$^..LÀy'-       dy^^du       dv'  '     .   d:^du       dv 

lef'filtégf»les  dciCttiéquations^  spnt  . 

et,  ccUe  d«^  bl  proposée  .sera  par  conséquent 

.Ct-^^>'<^*»Ki*^  — »)'^j  (y— »)'^> 
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On  peut  donner  â  cette  dernière  une  forme  plus  syimétriqné  en  preAàût 
•4[(^— »)'v,  {y^-^y^y  ({— »)'!']  =0,  c'cst-â-dîre,  une  iéqûàtîon 
quelconque  entre  les  trois  quantités  (^  —  «^v,  (y  -*-  «)V,  (j^  -^  v)\. 
Le  second  exemple  sera  Téquation 

mt^  nu  '\'px  ^ 'qy  =  a ç'  * 

entre  les  cinq  variables  r,  «,  :v,  j'  et  t;  on  en  déduira  1» quatre 
équations  suivantes  :  .      .  /x  .  .  ^ 

tdu  —  udt  =s  o  ^      -»•* 

tdx  — •  ri^r  =3:  o  , 

r^^  —  jri//   =    o   , 
td[    ''^tLl^dt  r=   o  , 

dont  les  intégrâtes  sont 


\i  -  '. 


t 


=  a 


X  • 


r 


on  aura  par  conséquent  -7  =  «^  ( — ^  — ,  -=^  >  ou  t==*M — i^^i^^ji 

ce  qui  nous  apprend  que  le  foncticn^f  est  hoMOgène  par  rappoft  âu;t 
variables  t^u^^x^  y^  et  du  degré  é\  et  en  ejBFet,  VéquatiOÀ  proposée 

lest  un^cas  du théotêioç  des  foiîctians^hoaiQgànes.(.n!'J^t  ):•        \ 

729.  Lorsque  le  nombre  dies  coefHciens  différentiels  de  la  fonction 
cherchée  surpasse  deux^  il  peut  arriver  que  l'on,  ait  plusieurs,  équa^ 
tions  sans  que  pour  cela  ils  soient  tous  déterminés.  Si ,  par  exemple  ^ 
\  dépendoit  des  trois  variables  U ^  x ^tx  y^  on  aureit>.....4, 
d^  =  ndu  '\' pdx  \  q^dy^  fX  les  deux  équations    , 

^^eroient  encore  indéterminé  ui»  de  trais^cogfficfeh^ -/i^^  jg,  et  gi  Si  on 
prenoit  les  valeurs  de  /x  et  de /> ,  on  tes  irc(uV«r6it'<kFla  forint  '. 

.,  ^f +  ?' 


\ 


jB'g  +  y 

«      *         '^     •       «.,  •{•  •  • 

et  e^lés  sûbstituanf  ddns  celIi^  dS  «fç*  '^  ol»ttendrOft  pdtir  réUllM 

Il  ne  s'agiroit  pks^  pdur  intégrée  réquftnoi»pr0poséc(  que  de-faivenir  à 
des  équations  primitives,  2/=  d=^'  K  E^iï^,  '4**t>î^t^âl&éM«si)èiiM« 

tiens  çti/{[ y  du  y'dxz^^^y      '   jLilf +^/l<lf;^^dA^7-:â±:^y 

et  l'on  en  conduroit  entore  K=  <p(e^>,.  ihtégWl*  ëbxfti  Ui»4ri*< 
fç  pro»verpit  par  le  T^tisonnemtnr^/duffftro  ^NécédMt. 


% 
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Il  ne  sauroit  exister  dans  tous  les  cas  une  fonction  de  trois  varia- 
bles  9  qui  y  prise  pour  ;[,  satisfît  aux  deux  équations  proposées  ;  car 
les  équations 

Ad[''^ydU''^ydx  =  o  ,      "     (^  du+fi-dx^^Ady  =  G  , 

renfermant  entrVlles  deux  quatre  variables ,  on  en  déduit  par  Télimi- 
natioAp  une  équation  finale  contenant  encore  trois  variables ,  et  ne 
pouvant  par  conséquent  dériver  d'une  seule  équation  primitive  que 
dans  certains  cas  (  n*".  701  ).  Ceci  montre  une  différence  essentielle 
entre  la  question  qui  nous  occupe  maintenant  et  celle  que  nous  avons 
traitée  dans  les  n'^'précédens^  dont  la  solution  ne  donne  jamais  qu'une 
seule  relation  entre  toutes  les  variables. 

« 

Cette  conclusion  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  démontré  dans.  le 
n^  70Z.  Les  équations  (C)  de  ce  numéro  sont ,  par  rapport  à  la  fonc- 
tion fc,  des. équations  différentielles  partielles  ;  deux  quelconques  d*en- 
tr^elles  suffisent  pour  la  déterminer  ^  et  si  Ton  prend  dans  les  deux 
,  ,         d(À      dfA 

premières ,  par  exemple ,  les  valeurs  des  coefficiens  —,  —,  pour 
Us  mettra  dans  Téquation 

*  '         •  du  du  du 

on  trouvera  un  résultat  de  la  forme 

qui  ne  sauroitdonner  pour  \l  une  fonction  des  trois  variables  -*■  ^  y  et  ^ 
que  dans  le  cas  où  les  équations  différentielles 

Ad^L^^ydx  rr^  ydy  =   o  ,     ^d±  '\-  ^'dy  -^  ad^  =  o  ^ 

|>oarroient  dériver  de  deux  équations  primitives  seulement. 

Le  cercle  vicieux  dans  lequel  nous  sommes  tombés  en  cherchant  le 
facteur  propre  à  rendre  intégrable  une  équation  différentielle  à  trois 
variables,  a  également  lieu^ pour  celles  qui  n'en  renferment  que  deux. 
On  a  vu  (  n^  554  )  que  Je  facteur  relatif  à  3f^:r  +  U dy  =  o , 
étoit  donné  par  l'équation 

dy  dx       \  dy     ^    dx 

qui  se  change  en   Mq  —  ^p+Ri  =  o ,    si  Ton  fait 


)' 


>= 
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dr  d?  dM        dN 

^=/^,  J^=^U  -jp-Yx"^^'  et  dépend  par  coiiséiïuent 
4es  suivantes  • 

M4lx  +  Ndy=o;  Ndi  +  Ridx:=Oi 

4nais  m^heureusement  la  première ,  qui  ne  contient  que  les  .ya* 
dables  X  et  y  ,  est  préôsément  b  proposée. 

730.  La  grange  a  fait  voir  que  l'intégration  des  équatkxi$  différea* 
iieiles  partielles  iiu  premier  ordre  qui  passent  le  premier  degré  ^  par 
-rapport  aux  coefficiens  dîfierentiels ,  pouvoît  se  ramener  â  celle  det 
iquatioos  de  ce  degré.  En  coad}inant  cette  remarque  avec  la  méthode 
Àiï  n"".  726^  Charpit ,  jeune  homme  que  la  mort  a  enlevé  au  moment 
ipu  ses  talens  donnoient  les  plus  grandes  espérances  ^  est  parvenu 
^  réduire  Tintégration  de  Téquanon  différentielle  partielle  du  premiei; 
prdre  contenant  m  variables  ,  à  celle  d*un  pareil  nombre  d'iquations 
différentielle^  entre  m  +  i  variables.  Je  vais  faire  connoître  son 
travail  qui  fut  présenté  à  lacadémie  des  sciences ,  mais  qui  n*a  point 
•  vulejo^r. 

L'équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre  à  trois  variable; 
la  plus  générale ,  n  offirant  qu'une  relation  entre  les  quantités  ^  »  y^  li 
ptiq^  ne  détermine  que  l'expression  de  l'un  des  coefficiens  /  ou  ^  en 
fonction  de  l'autre  et  des  variables  x^ytXi\  lorsqu'on  a  substitué  cette 
expression  dans  l'équation  d[^=:  p  dx+qdy^  il  n'y  a  plus  qu'à  faire 
en  sorte  que  cette  dernière ,  qui  renferme  encore  un  coefficient  diffé* 
rentiel  indéterminé  9  puisse  dériver  d'une  seule  équation  primitive  ;  car 
sans  cela  il  seroit  absurde  de  supposer  que/^  et  q  fussent  les'  coefficiens 
différentiels  d'une  fonction  de  dejux  variables.  Pourvue  cette  condition 
Boit  remplie,  il  faut  que  l'équation  ÇA)  du  n%  701 ,  c!'est-à-dire^ 

d^^di^^Ti-^Ti-'^'    ...-.....-  C^} 

devienne  identique. 
Si  Ton  y  mçt  la  valeur  de  Tun  des  coefficiens /^  ou  y ,  celle  Aep,  par 

dp      dp  * 

exemple ,  et  que  par  le  moyen  de  cette  yaleiir  iOn  classe  5-  f  j-  » 

41e  deviendi;a  une  équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre 
par  rapporteur;  mais,  en  vertu  de  Féquation  proposée,/  est  une 
^nj:^on  àtq^x,y^[^Jtx  q  étant  litf-même  une  fonction  de  ^ ,  y^  c  »' 

il 
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a  faudra  changer  3^,  ^  en  ^  et  ^  (  a".  70  )  ■  on  aura 

"      dy     d^  dy  di 

d{p)        dpdq     dp  J(p)  dpdq     dp 

i/j^  dqdy     dy  *d[       '     <^?  ^î      ^î 

Par  le  moyen  de  ces  expressions ,  Téquatlon  {A)  qui  ne  doit  déter- 
miner que  qy  et  dans  laquelle  par  conséquent  les  variables  a:  ,  y  %  [$ 
doivent  être  regardées  comme  indépenjdantes^  deviendra 

il 

dx 


— ,  —     » 

dqdy^K*^        ^dqJdi        dy      ^  di  ^^* 


et  faisant    -~  =  N  .    -^  =  P,    -^=0,    on  aura 

dx        .*     dy-        *     di 

iq  =  Udx  +  Pdy  4-  Q_di  , 

Par  la  méthode  du  n^  726  ,  on  fera  dépendre  cette  dernière  équation 

des  suivantes  ^ 

dp 

^î  — (z^  — f^)^^  =?  o  .^  (i); 

il  ne  s'agira  plus  que  de  tirer  de  celles-ci  trois  équatic^  primitives  de 
la  forme  ri=tf,  Z7=*j^^  =  c,  pour  avoir  F=  ^ ( r,i7) , inté- 
grale de  réquation  (i)  qui  doit  donner  la  valeur  de  q. 

Cette  valeur  contiendra  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  $ 
mais  on  n  a  pas  besoin  d'une  expression  si  générale^du  coefficient  q  ; 
il  suffit  d'en  avoir  une  qui  contienne  une  constante  arbitraire  ^  parce 
que  si  on  la  substitue  dans  d[  — p  dx  —  j  </y  =  o ,  après  en  avoir 
chassé  /^  5  au  moyen  de  la  proposée ,  qu'on  intégre  Téqualîon  résul- 
tante qui  ne  sera  plus  qu'entre  les  variables  x.^  y^  [  et  leurs  différen- 
tielles y  on  obtiendra  une  équation  primitive  renfermant  deux  cons- 
tantes arbitraires  ^  et  dans  laquc^Ue  on  pourra  ^  par  un  procédé 
semblable  à  celui  du  n%  715  ,  introduite  une  fonction  arbitraire^ 
Calcul  iruigr^l»  Rrr 
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731.  Supposons  en  effet  que  Z  =  o  soit  rintégrate  de  l'équation 
di  — pdx  —  q  dy:^  o ,  et  que  Z  contienne  les  deux  constantes  àtlBi 
çn  les  faisant  varier ,  on  aura 

.-        rfZ  ,        t/Z   ,        dZ      '     dZ   ^       dZ 

dZ  =—^dx+—^dy+—^di+-y^da+—^db: 
dx  dy  d[  da  db    ^ 

ce  résultat  ne  sauroit  satisfaire  à  d^^  —  pdx  —  qdy  z^  o^ 

que  dans  Thypothèse  de 

dZ  ,         dZ  ^^ 
-—--  da  -1 — rr-  tf  ^  =  0  ; 
,  da  dp 

mais  tf  et  ^  étant  absolument  indéterminés ,  on  peut  faire  iz=:p(a)i 

dZ    dZ 
f  désignant  une  fonction  qttdconqufi,  et  il  viendra  -7-  +  -77  ^'(^)  =  ^ 

Si  l'on  élimine  ^  et  ^  entre  les  trois  équations 

dZ        dZ 

*— ^(tf)  =  o,       Z  =  a,       — ^  +  — 7-^'(tf)  =  o; 

la  résultante  satisfera  encore  à  réquation  d[  — pdx^qdy  =  o ,  qui 
doit  avoir  Keu  quels  que  soient  ^  et  * ,  et  sera  par  conséquent  fînté- 
grale  de  la  proposée  ^  on  peut  la  représenter  par  le  système  des  deux 

I  d(Z\ 

équations  {Z)  =  o  ,  --^— ^  =  o  , 

du 

en  désignant  par  (Z)  ce  que  devient  Z^  loisqu'oay  met  p{a)  au 

lieu  de  *. 

En  général,  si  Z=o  diésigne  l'intégrale  d'imeéquatioàdifférentielle 

partielle  du  premier  ordre ,  entre  m  variables ,  et  que  Z  renferme 

m^-^i  constantes  arbirr^res,  on  eit  pourra  tirer  Tiatégrale  fédérale  , 

qui-  doit  contenir  une  âdacûca  arbitraire  de  /»  -r-  i  qu^HTCité»  diâë* 

rentes.   Soit  Z  une  fbmztidA  de^^  ^^^^f^y^Z  et  des  constates 

4 ,.  f  ^  c ,  ^  ;.  sa  diâËseoûelle ^  prise  en  faisoM^vaner  a^  b  ,  c^e ^ 

en  même  tems  que  £^  i^j.  o:,  jr^  :^,  sera 

dZ  dZ  dZ  dZ    ^         dZ.    . 

d[  =     •.y^dt  +  ~^du  +  —-dx  +  —-dy  +  'j--di 
di  du^  dx  dy  dT^ 

dZ  dZ  dZ    ^  dZ    ^    . 

^ — T—da'\"-jr-db  +  -j-dc  +  ——de  , 
da  dh  de.  de 

et  satisfera  encore  à  Féquation  différentielle  parrielle  proposée  y  si 

dZ       *    dZ  ,,       dZ  ^  dZ       ' 

——da  +  '-rrdb.'\,  --—-de  4-  —j-dc  =  o.      , 
da  dp  de  dt 


y 


«  I 
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Otk  remplira  cette  condition  en  établissant  entre  les  tjuantités  indéter- 
minées tf,  *  ,  c,  tf,  la  relation  c  =^(tf  ,*,  c),  dans  laquelle  ^  désigne 
une  fonction  quelconque,  et  qui  donne  de  —  9'da'\-p''db-\'P'*'dci 
réquation  ci- dessus  se  changera  en 

/dz.  dz  A.     /^^    ^^   A r,    r^2    ^^  m\  , 

fe+77»  )'^+(-5r+-ir»>*+(7r+-ir»  )■''  =  '■ 

et  se  partagera  dans  les  suivantes 

dZ  -  dZ    ,  dZ     dZ   „      .  dZ  ^  dZ  ,^,     • 

rf^r^^^e-^  '        dh^  dt^  '        dc^  de  ^ 

qui  serviront ,  conjointement  aVec  Téquation  e=^  (  <«  j  *  i  ^^  ) ,  à  élimi- 
ner  les  quantités  tf ,  *  ^t  c ,  de  Téquati^n  Z  =  o  :  Tint^rale  générale 
de  la  proposée  sera  donc  exprimée  par  le  système  des  quatre  équations 

(^)=**»     -77=°'     "^-°'     -7r  =  ^» 

(Z)  étant  ce  que  devient  Z  quand  on  y  substitue  ^  (  « ,  *  ,  ^  )  au 

lieu  de  €. 

732.  En  se  rappelant  maintenant  ce  qui  a  été  dit,  n*,  71T  ,  sur  les 
équations  à  trois  variables  ,  et  ce  que  montre  évidemment  Tintégralcf 
y=:  ^(Ty  U)  :  que  chacune  des  équations  T=:ay  l/=  b^  y=:c, 
satisfait  en  particulier  à  Téquatidn  différentielle  partielle  d*oii  cette 
intégrale  pst  tirée ,  on  en  conclura  que  pour  avoir  une  valeur  de  q  qui 
satis&sse  à  Téquation  (1)  et  qui  ne  contienne  qu'une  constante  arbi- 
traire ,  il  suffit  de  déduire  des  équations  (1.)  une  seule  équation  inté« 
grable.  Si  l'on  pouvolt  en  obtenir  deux  contenant  en  même  tems  les 
quantités  ^  9  J^  9  {  et  f ,  l'élimination  de  q  entre  leurs  intégrales ,  con- 
duiroit  à  une  équation  primitive  entre  x  ^  y^  ^et  deux  constantes 
arbitraires,  par  le  moyen  de  laquelle  oir  trou veroit  l'intégrale  générale 
de  la  proposée ,  sui^nt  le  procédé  du  numéro  précédent.  Enfin ,  quand 
on  aura  les  trois  équations  primitives  T==  a^  17=  b,  /^=  c ,  on  en 
éliminera  le  coefficient  q  et  l'une  des  constantes  arbitraires  3  pour 
parvenir  à  une  résultante  qui  ne  renferme  que  les  variables  x^y^ict 
deux  constantes. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  la  seconde  des  équations  (  2  )  ,  se 

dp 
change  en    d^-^pdx — qdy=zo^  lorsqu'on  en  chasse  -=-  par  le 

dq 

moyen  de  la  première* 

Rrra 


."»» 
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Appliquons  ce  qui  précède  à  Téquation  P  =  {qy  +  lYi   nous 
en  tirerons 

les  équations  (  i  )  deviendront' 

■ 

^y~    4(1^  +  1)1^^  =  0, 

^t  éliminant  jy+ç  entre  la  première  et  la  dernière ,  nous  trouverons 
i  l^y+y^i  =  0,  d'où  nous  tirerons  qy""  =  a.  Cette  seule  intégrale 
nous  suffira ,  et  en  substituant  la  valeur  de  q  qu'elle  donne  ^  dans 
réquation  d^^^^qy  +  ^ydx  —  qdy  =  o  ,  qui  résulte  de 
dl — pdx — qdy^=o^  lorsqu'on  en  chassé  p^  nous  trouverons 

— l-çW^— *  —^dy=o^  équation  qui  s'intégre  facilement 

par  le  procédé  du  n''.  703  ,  en  supposant  d'abord  que  x  soit  constant  i 
car  on  trouvera  successivement 

Cdx  =  dCs^  X   =  —'^  —  t,'C=^^^ 


x+  b 

ai 
et  enfin    i-\ 1.  — r— =  o  ,    ou    ({y,+ a)  {x +' b)  +  y  :=  o; 

Faisant  bz=z^{a)  et  différentiant  ensuite  par  rapport  à  a  seulement^ 
on  aura  pour  l'intégrale  de  la  proposée  le  système  des  deux  équations 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  ^  ,  ce  qui  f^e  pourra  s'effectuer 
qu'après  qu'on  aura  donné  à  la  fonction  ^  une  forme  déterminée. 

Nous  allons  passer  en  revue  les  cas  dans  lesquels  on  peut  intégrer 
les  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  et  noi^ 
commeoœrcins  par  ceux  oii ,  cpmme  dans  l'exemple  ci-dessus ,  les 
équations  (x)  conduisent  immédiatement  à  une<équation  du  premier 
ordre  qui  soit  intégrable. 

.733.  Pour  que  l'équation  dq -^(--^-^^  q  —  ^dx  7=  o  soit  inté- 

grable  indépendamment  des  deux  autres  y  il  faut  que  la  proposée  soit 


I 

/ 
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elle  qu'il  en  résulte -p+ y -7^  =  f  (j,  :i:)  .  f  désignant  une  fonction 

dy       di 

donnée.    En  considérant  dans  cette  dernière   équation  p  comme 

une  fonction  desTariables  q^x  ^y  tt^^tx  en  Tintégrant  sous  ce  point 

de  vue ,  par  la  règle  du  n**.  716 ,  elle  fera  connoître  la  forme  que  doit 

avoir  la  proposée  pour  tomber  dans  le  cas  actuel.  Or  on  en  tir^ 

dp  dp  * 

--p  =f(y,jf)  —  q  -j-  ;       substituant  è^s 
dy  di  , 

on  parvient  aux  équations 

dq=zO^     dx=:0,      d^  —  qdy  =  0,     ^/^  —  f  (f  j  ^)  ^>'=  O  , 

dont  les  intégrales  sont 
q  —  a^      x=zb^      l  —  qyz^e^        P^y£iiyx)  =  e, 

«t  qui  donnent  par  conséquent  p — y^q^^)  =  ^(f>^>î — iy)  p 
p  ét^nt  une  fiaysçtion  quelconque  des  trois  quantités  ?>  ^  et  i — qy. 

Quand  on  aura  en  effet   p  =  J'f(î,^)  +  k(f ,  ^^  l — 9y)  9 
réquation       di  —  pdx  —  q  dy  =  o       deviendra 
di — y  dx{(q^x)  —  dx^(^q^Xji  —  qy) — qdy  =  O,  de  laquelle 
il  faudra  éliminer  •  f  ou  x  ^  au  moyen  de  Fintégrale  de  l'équation 
dq  —  dx{(^q^  x)  =  o.    Celle-ci   changera  la   précédente    en 

di—ydq'—qdy  —  dx^{q,x,  ^  —  qy)z=zOi 

si  Ton  intégre  cette  dernière  par  rapport  à  ;[  et  à^  ,  d'après  la  méthode 
du  n^  703 ,  on  aura 

^—qy  =  C^  dC  —  dx(p{q,x^  C)  , 
en  remplaçant  { —  qy  par  C  ;•  et  coq||||e ,  en  vertu  de  l'équation 
dq  —  dxfÇq  j  x)z:=i  Oj  ^est  \ine  fonction  de  x  seul ,  la  quantité  C 
sera  aussi  une  fonction  de  la  même  variable  :  l'équation  i  —  qy  -=.0 
contiendra  deux  constantes  arbitraires ,  Tune  venant  de  q  et  l'autre 
de  C,  et  conduira  par  conséquent  à  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

EnTédiiisant  l'expression  générale  de  /^  à  cette  forme  particulière, 
/=^(î>  ^^î  — fj')»  c'est-à-dire,  en. ai^)posant  f(^,:r)  =  o, 
on  a  dq  z=i  o^  ce  qui  donne  q  =.  a  \  ;  et  C  s'obtiendra  par 
le  moyeiï  de  ^C  =  </ji:^  (d,  ar,  C). 

Si  la  fonction  ^  ne  contient  pas  { — qy^  on  ^XiVaiÇ'=fdx^{ayx')^^h 


I 
\ 
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et  par  conséquent  [ — ay-^fdx  tÇ^a^x)  =  *  ;  posant  *  =  4  (tf)  ; 
et  difFérentiant  par  rapport  à  a ,  on  formera  ce  système  d'équations  : 

l'^ay^fdxf{a^x)  =  '{{a)    y 

7— =  ^(^)  S 


^•^y — fdx 


da 


quî  représentera  l'intégrale  de  la  proposée  p  :=z,^(^q^»x). 

Lorsque  Ton  a  «f|ilemenf  A^  ^  (?)  »  ^^  fonctions  f  {#»^)  et 

— ^-^ — -  se  rédtosent  à  ^  (4)  et  /(« )  ;  il  en  résulte 

t  — *>'— '*<P(^)=4(tf)     > 

-  j.-x*'(a)  =  4'(^)  f  • 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu^on  a  trouvé  ,  n^.  342  ,  pour  les  surfaces 
développables ,  dont  /^  =  ^  (*;  )  représente  l'équatîaa  dî^rentieile 

partielle  du  premier  ordre. 

« 

734.  Si  l'on  tiroit  de  la  proposée  la  valeur  de  f ,  ^Ueu  de  celle 
de  /y  9  il  f^udroit  changer  /;  en  q^  jk:  en  y ,  et  récipro^Kment  ^  dans 

les  équations  (i)  j  l'équation  dq — {^^^^)àx^=  o,  seroit 

S  dy         d  7  4 

remplacée  par  dp^^\'-j-'\'P'j-\dyc3zQ^  et  en  opérant  comme 

ci-dessus  ^  on  trouvera  que  cçlle-ci  prendra  la  forme  dq — dy{{p^'^)=iO  ; 
lorsque  la  proposée  donnera  pour  q  une  expression  comprise  dans  la 
formule  î  =  f(/^,  j^>  +  ^C/',  j^,  l—P^)^ 

73  5«  Si  l'on  élimine  dx  entre  la  première  et  la  dernière  des 
équations  (i) ,  on  obtiendra 

^nation  qui  sera  intégrable  lorsqu'on  aura 

parce  qu^elle  deviendra  dans  ce  cas  <rff +f  (  f ,  y  )<^>'=s=  o.  En  tirant 
de  cette  dernière  l'expressio;!  p ,  comme  on  l'a  fait  à  l'égard  de  celle 
du  n**.  73  3  ^  on  trouvera 


t' 
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Soit  T=*,i*mt^ale  de  ^^  +  f(?  ,  y)dy  —  ^\  on  s'en  servira 
pour  cUmîncrj^  de  réqiiatiom  </ç— ^4^  =  0,  qui  donne  î— A^=«t 
et  on  attra  par  conséqoent  /!r==(p(^,  T,  ç — fiqdy). 

Il  faut  observer  qire  la  fonction  f  étant  indéf erniinée ,  ta  fonction  T 
le  sera  pareillement. 

Toute    équation    différentielle    partielle    qui  donnera  pour  p 
une  valeur  de  cette  forme,  s'intégrera  facilement;  car  en  faisant 

l — fqdy-rziVy    OU    d:^ — qdyi=:^dv^    'ilitàt^  d[z=ipdx  •Jjr  qdy  ^ 

il  vient  dv  -r^pâx  ;.  .substituant  la  valeus^dtr/»  ,  on  trouve 
i/v  =  ^j»r(p(r,r,  y),  équation  qui  ne  renferme  que  deux  va- 
fiables,  savoir:  v  et  at,  pmsqu'en  vertu  de  ^^+f(^,  y^dyrmo 
on  a  r  =  * ,  et  dont  Tintégr aie  contiendra  deux.  COttSlames  arbi- 
traires (*). 


i^Mki 


'(*)  Legefldre,.  qui  a  traité  le  sujetr  dcmt  noàs  nous  oceuposs  1er,  dain  uii 
Mémoire  lu  à  T  Académie  des  ScieirceSi' en  1787  ,  a  reitiarqué  que  si  Kon  voblok 
vérifier  l'expresslo»  générale  de  p ,  c'est-à-dire ,  s'assurer  qu'elle  rend  l'équatîon 
,di^r=tpèx-\'qdy  intégrable,  il  feudroit  ttoafvcr,  dans  Thypothèsc  oîi  ^  et  y 
seroteftt  iiidépendahs^  les  coeffici«is  différentiels  de  ^intégrale  fq  dy ,  dans  laquelle, 
on  a  supposé  la-  foifction  7  constantei  Voici  ceaitfïêift  cvè  résouf  cette  question  : 
soit  wz=ifWd^  ^  /i^  étant  une  fonction  quelconque  de  ^  et  de  y  ;  il  est  évident 
que  pou^compléter  Tintégrale  fWày ,  lorsqu'on'  Paura  obtenue ,  il  ftudra  y  ajouter 
une  fonction  arbitraire  de  la  quantité  prisepour  consfanfe;  on- aura  par  conséquent 
w=zjfVdy'\-'\{^T)  ^  et  en  difFérentiant ,  il  viendrav 

_  i^.+  —dyl. 

On  ne  sauroit  regarder  »  dans  cette  expression  ^  x  et  y  comme  indépendans ,  à  moins 

qu'elle  ne  soit  une  diflireiitklle  exacte,,  ce  qui  e^ge  qi/on  ait 

dW      dT  d.^'jT)    _dT   d.^fÇT) 
dq  dy         dq  df  dy         * 

condition  qui  servira  à  déterminer  lâ  fonction  4'(^)*  H  n'est  pas  nécessaire  néan*- 

moins  d'obtenir  cette  (bttction:  pouit  l'objet  que*  nous  avons  en  vue;  il  suffit  de 

et  d'observer  que  T  étant  l'intégrale  de  J^-l-f(^',  y)iy=:o,  il  en  résulte 

dT       ,^         .dfr  '  „,  dp  Jp        dp 

J^  —  f(î^y)-^  =  o,  pour  rendre  l'équation  ^+q^~^((^q,  y) 

dentiqae  »  au  moyen  de  la  vaknr  de  p^ 


>- 
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Ea  préparant  les  équations(i),  d'après  la  remarque  du^n^.  précédent; 
et  en  opérant  comme  ci  -  dessus ,  on  trouveroit  que  Téquation 
différeijtielle  partielle ,  qui  conduiroit  à  une  valeur  de  la  forme 

f—piy^  r»  t—^^) ,  r  désignant  l'intégrale  de  dp+{(j}^x)Jx:=io, 
est  intégra  ble. 

73^.  Si  on  élimine  dx  entre  la  dernière  et  Tavant-dermère  des 
équations  (z)  ,  on  |(puYera 


àq{ï 


dq) 


-h{ 


dp         dp  \ 


)f(f.O. 


et  cette  équation  deviendra  intégrable  lorsqu'elle  pourra  se  réduire  à 
dq  —  f(y>î)^C  =  o,  ce  qui  suppose  qu'on  ait 

Jy      *dl       V        "dq 

d'où  on  tirera 

dx  =  o^  dq  —  t{q^l)qdy—0^   ^{— f<r=0,  dp—pi{q^i)dy^o: 

La  ^dernière  équation  se  mettra  sous  la  forme  qdp — pdq:=zo^ 

*  dq     ^ 

quand  on  y  aura  remplacé  f(f ,  Ody  par  sa  valeur  —  ,  tirée  de  la 

•  rdr 

seconde  ;  et  d  i — q  dy=zo^  aura  pour  intégrale  y  —  / — i-  =  f , 

jeu  chassant, y  ou  ;{;  par  le  moyen  de  celle  dt  dq  —  {(q^i)dizso, 
que  nous  désignerons  par  7=^:  nous  conclurons  de  là  que 

^-^i^,y—  f-^^T),  onp  =  q<p{x,y—P^,T). 

Pour  intégrer  les  équations  différentielles  partielles  qui  auront  cette 

/*  d{  .  dr 

forme  9  on  fera  j^—  1— î^=rv,  ce  qui  donnera  dy=idv'\ — ^z 

J     9  î 

et  réduira  l'équation  di=pdx^qdy,  à  pdx+qdv^rzo  ^  ou  à 

# 

~^:p+^v:;;;=o,  OU  enfin,  à  dxf(xyV^c)+dv=:o^  en  mettant 
1 

pour  ^  sa  valeur ,  et  en  changeant  y  —  /— ^  en  y ,  et  T,  en  ci 

Ce  cas  se  déduiroit  du  précédent  en  permutant  les  variables  ^  et  { 
entr'elles  ^  ç*est*à-dire  j  çn  prenant  y  pour  la  fonction  cherchée  ^  et 
fn  considérant  ;r  et  ^  comme  les  4eiuc  variables  indépendantes  ;  on 

atirpit 


ne     PLUSIEURS     variable  s.        50c 

auroit  ainsi  ^j^  =  -i  —  ^dx^  au  lieu  de  dizszpdx-^-qdy  ^  et  si 

?        9 

•          '                 *        "          I                       p 
Ton  changeoit  y  tn  i  ti  ^  ta  y  ^  q  tn  —  et  /^  en ,  dans 

q  q 

Texpression  de  p  du  n^  cité ,  on  retomberoit  sur  celle  que  nous 
venons  d'obtenir. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  l'équation  difiiéréntielle  partielle  pro- 
posée ne  renfermoit  que  /^ ,  j  et  { ,  on  auroit  pour  déterminer  q 

réquatîon  dq{p'—q^^^^^qdi=o , 

dans  laquelle  il  n'entreroit  que  les  deux  variables  ^  et  :[«  En  l'écrivant 

comme  il  suit ,        pdq  — q(  -f-dq-^-  —dr  )  =s:  o ,  on  en  tire  sur- 

\dq  d^       J 

h» Aamp  pdq-^qdp :=z o y  d'oïl  p=zaqi  combinant  cette  équation 

dr 
avec  di=zpdx+qdyy  on  obtient  -i-=^+tf^;c,et  en  mettant  tfj 

à  la  place  dep^  dans  la  proposée ,  on  en  déduira  une  expression  de  q 

df    • 
en  fonction  de  { ,  qui  rendra  -^  intégrable  :  on  aura  donc 

=>'+tf*+^,tf'et*  étant  deuxxonstantes  arbitraires. 

737.  Après  avoir  épuisé  les  cas  dans  lesquels  la  valeur  de  f  ; 
qui  satisfait  à  l'équation  (i)  du  n^  730,  ne  dépend  que  d'une  seule 
équation  du  premier  ordre  ^  nous  allons  indiquer  rapidement  ceux 
où  elle  peut  s'obtenir  en  intégrant  conjointement  deux  équations  du 
premier  ordre  à  trois  variables ,  ou ,  ce  qui  est  la  fl\ême  chose ,  une 
équation  du  second  ordre  à  deux  variables.  Ces  derniers  cas  sont  un 
peu  plus  simples  que  le  cas  général ,  parce  que ,  pour  parvenir  dans 
celui-ci  à  une  équation  intégrable ,  il  faut  éliminer  deux  des  quatre 
variablçs  q^  ^  9  y  et  { ,  entre  les  équations  (1)  ^  et  qu  alors  la  ré« 
sultante  s'élève  au  troisième  ordre. 

i"*.  La  première  et  la  dernière  des  équations  (1)  ne  seront  inté- 
grables  conjointement  qu'autant  qu'elles  ne  renfermeront  que^les  trois 
variables  q^  x  et  jr ;  il  faudra  donc  qu'on  ait 

Calcul  intigraU  S  s  S 
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La  pi'eniière  de  celles  -  ci  étant  intégrée  par  rapport  à  p  ,  donne 
p=fJq{{x^y^q)  +  (p(xjy^l)^  et  les  variables  at  et  j^  doivent 
être  regardées  comme  constantes  sous  le  signe  /(  n'*.  717  );  la 
fonctiop  iixyjr^q)  étant  arbitraire ,  pour  abréger,  nous  écrirons 
f(:c,^,y),  au  lieu  àe  fdp{(x^y ,  q)  ^  et  nous  aurons  par  là 
/^  =  f(:c,  j,^)  +^(^Xjy,  i).  Nous  prendrons  ensuite  les  valeurs 

de  —  ,    -y- ,  pour  les  substituer  dans  la  seconde  équation  de  condition 

dy      d[  I 

rapportée  ci-dessus»  qui  deviendra 

^•f(^»J»î)    ,_^^<P{x,y,[)  d.<p{x,y,i) 

1 1 Vq -;: =.Y{x^y^f), 


dy  .  dy  di 

dans  cet  état  elle  ne  peut  avoir  lieu,  en  supposant  que  les 
variables  ^>  ^ ,  î  et  ^  soient  indépendantes ,  ainsi  que  cela  doit  être 
dans  l'expression  de  p ,  que  quand  le  premier  membre  est ,  comme  le 
second ,   une  fonction  sans  :[ ,  condition  de  laquelle  il  résulte 

dydi  ^  di^  ^  .    ,         . 

Quoique  cette  équation  soit  entre  des  coefficiens  différentiels  du 
second  ordre ,  elle  peut  cependant  se  traiter  comme  celles  du  premier; 

_.  d.^(x^y^7)  ,,  ^  du       du 

car  en  faisant ^—r^ — ^^-^  =  ^ »  elle  se  change  en— +y-—  =  0; 

d^  dy       di 

et  conduit   par   son  intégration   à  «  =  4(f»'^>î— îj)»  o« 

^— i^  =:4(  r  )  seulement,  parce  que  ^  ne  comient  pas  q  :  on 

di 

a  donc  ç(*",^,^)=t4(*^)  9  €t  par  conséquent  f=î{x^y^  ?)+{4(^)* 
Voilà  sous  ouelle  forme  doit  se  présenter  la  valeur  de  p ,  dans  le 
calque  nous  traitons;  on  voit  qu'elle  peut  contenir  :[  sous  certaines 
conditions. 

Si  cette  variable  ne  s*y  trouvoit  point ,  on  auroit  alors  />=f(:r ,  j,  q)\ 
c^est  donc  à  ce  cas  que  se  rapporte  toute  équation  différentielle  par- 
tielle du  premier  ordre  entre  p^q^x^Xy^tX  son  intégration  ne 
présentera  pas  plus  de  difficulté  que  celle  de  l'équation  où  /r  et  f  ne 
montent  qu'au  premier  degré,  parce  que  di^^pdx  —  qdyz=iOj 
deviendra  immédiatement  intégrable  par  la  substitution  des  valeurs 
de/7  et  de^. 
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1*.  La  dernière  et  Tavant-dernière  des  équations  (z) ,  combinées 
ensemble^  deviendront  intégrabies  conjointement  si  Ton  a 

parce  qu'elles  ne  renfermeront  alors  que  les  trois  variables  q^xtX  [. 
La  première  de  ces  conditions  donne  —  =f(f>^>î)+^(  ^^yy  {  ) 

ou  /F=f  (^,  Xy  {)  +  q(p{x  »^,  î  ),  en  changeant  la  fonction  f  ;  en  opérant 
comme  dans  le  cas  précédent  ^  on  verra  qu'il  faut ,  pour  satisfaire  à  la 

seconde  condition  ,  que ^^  +  q —r-^ — ^  soit  une 

dy  di 

fonction  sans  jK  9  ou  que 

dy^  dyd[ 

on  tirera  de  là  (p  {x^  y ,  i)=y  -^  (A:),en  observant  que  ^ 
ne  contient  pas  j  ,  et  on  aura  enfin /^  =f(y,:r,ç)  +fj^4  (^). 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  ce  cas  peut  se  déduire  du 
précédent ,  en  prenant  y  pour  la  fonction  cherchée ,  ji^  et  {  pour 
les  variables  indépendantes ,  et  en  écrivant  y  au  lieu  de  { ^  et  { 

au  lieu  de  ^ ,  —  et au  lieu  de  ?  et  de  /^ ,  d'après  la  formuU 

3"*.  Si  Ton  chasse  dx  des  trois  équations  (  1  ),  les  résultantes 
seront  intégrabies  conjointement^  lorsque  Ton  aura 

^P  ^P  tf  N  ^P  ^P        ^P  r^  t 

Sans  recourir  à  l'intégration  ^  on  peut  découvrir  facilement  la 
forme  de  la  valeur  de  jp  ^  qui  satisfait  à  ces  dernières  équations  ; 
et  avec  un  peu  d'attention  ,  on  verra  que  si  p  'contient  x  ^  ce  ne 
peut  être  que  dans  un  facteur  indépendant  des  autres  variables 

f  >  J^  f  { 9  €^  ^^^  )  se  trouvant  commun  aux  quantités 

dp    dp    dp        .         ^  ,  , 

P  y-y  ^T^  >  T"  *  disparoitra  par  la  divisioa  :  on  prendra  donc 

dq     dy     tf{ 

Sss  1 
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p  ^==  (p  {x)  -^^  {q  ,  y  ^[) ,  et  on  observera  que  la  fonction  4  étant 
liée  avec  la  fonction  f ,  restera  indéterminée  comme  elle. 

Si  on  substitue  cette  expression  de/?  dans  d^  — pdx*—qdy  =  o, 
on  obtiendra  l'équation  V:j  —  qdy  —  ^^^(^)4(î>>'jî)  =o, 
dans  laquelle  on  pourra  changer  dx (p{^x^  tn  dx' ^  et  faire  par 
conséquent  x'  =/(p  {^x^dx ^  sans' nuire  à  la  généralité  du  résultat , 

puisque  q  ne  contient  pas  Jt;  on  aura  alors  do^  =:>    ^  \  f 

équation  dont  le  second  membre  deviendra ,  après  la  substitution  de  la 
valeur  de  q ,  une  diiFérentielle  exacte  par  rapport  aux  variables  j^  et  {• 

738.  Il  sera  possible ,  dans  beaucoup  de  cas,  de  ramener  aux 
formes  déterminées  précédemment  ^  des  équations  qui  paroissent  s^y 
refuser ,  en  employant  des  transformations  convenables.  Nous  allons 
en  faire  connoître  une  des  plus  remarquables ,  qui  conduit  à  l'in- 
tégration d^une  classe  d'équations  très-étendue ,  et  qui  nous  sera 
d'un  grand  secours  lorsque  nous  passerons  aux  équations  diâféren- 
tiçlles  partielles  du  second  ordre. 

Cette  transformation  s'effectue  en  faisant  px  +  fy  — {;==v,ce 
qui  donne  dv  z=z  xdp  +  y  d  q.  Si  on  parvenoit  à  rendre  la  fonc- 
tion xdp  +  ydq  intégrable ,  la  fonction /»</x  +  qdyU  deviendroit- 
en  même-tems ,  puisqu  en  intégrant  par  parties  on  a 
lz=^px  +  qy — J  {xdp  +  ydq).  Dans  le  cas  oh  l'équation  proposée 
seroit  entre  les  quantités  x^y^p^  qtxp x+qy  —  {  ou  v ,  on  pourroit , 
en  vertu  de  l'équation  dv  :=:  x  d  p  +  y  d  q  ^  regarder  p  et  q 
comme  les  variables  indépendantes  ,  *  v  comme  U  fonction  cher- 
chée 9  X  et  y  comme  ses  coefficiens  différentiels. 

Il  suit  dé  là,  que  l'équation  x  +  y  f  (/?,  f  *  ^  )  =  F  (  />,  y,  t') 
s'intégreroit  par  la  méthode  du  n"".  716 ,  et  dépendroit  immédiatement 
des  équations  dq  —  ^P^{p  3^9  0  =^>  ^^  —  ^P^iPy  f  >^)  =0^ 
Si  Ton  parvenoit  à  tirer  de  celles-ci  des  équations  primitives.^ 
U  =a^  F=i^  on  élimineroit /?  et  q  entre  ces  dernières  et  la  pro- 
posée ;  la  résultante  contenant  deux  constantes  arbitraires  ^  don- 
neroit  l'intégrale  générale  demandée  (  n%  73 1  ). 

739*  Au  lieu  d'éliminer  entre  les  équations  (2)  pour  en  déduire 
«ne  résultante  qui  ne  renferme  plus  que  deux  variables  j  on  peut 
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chercher  à  les  intégrer  conjointement  suivant  le  procédé  du  n?.  656. 
Si  on  muniplie  la  première  par  f^  ^  la  seconde  par  iji!  ,  la  troisième 
par  fji^ ,  et  qu'on  les  ajoute,  ensuite  »  on  trouvera 

il  faudra  déterminer  /u  ,  (/et  (/\  de  manière  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  soit  une  différentielle  exacte  ;  mais  comme  cette 
détermination  surpasse  de  beaucoup  lés  forces  actuelles  de  l'ana- 
lyse y  renversons  la  question  ainsi  que  Ta  fait  Legendre  dans  le 
mémoire  dont  cet  article  et  les  deux  précédens  sont  extraits  :  supposons 
que  9  =  a  soit  l'intégrale  de  l'équation  ci-dessus ,  et  cherchons  la 
forme  de  l'équation  différentielle  partielle  qui  répond  à  cette  in- 
tégrale. En  faisant 

et  en  comparant  avec  la  proposée ,  nous  aurons 

les  trois  premières  équations  donneront  immédiatement  les  facteurs 

fA^  '(/  et  /ea"':    nous  emploierons  la  dernière  à  déterminer  p   au 

dp 
moyen  des  variables  q  y  x  ^  y  ti  [^  tt  en  prenant  la  valeur  —  , 

dy 

nous  trouverons  par  la  méthode  du  n*.  716  y  que  pour  cela  il  feut 
intégrer  les  quatre  équations 

l/'dq+  {(^'q+f4.)dy=:Oj   ^  f  d9=o  ; 

dx=0  *    f      #       •-     1      ^        \      i  dx:=sO  j 

j        j  r  équivalentes  à  <  ^        , 

fl{— f^=0,  l  I  d;^qdyz=zo  ^ 

H'''dp+(^l+f4,'p)dy=o^  )  '   ^dp'\^(i'+lip)dy=zo^ 

car  si  Ton  met  dans  la  première  pour  /x ,  (/et (/^  leurs  valeurs , 
elle  se  changera  en  (tdq  +  jiqdy  +  ydy=Oj  et  sera  ce  que 
devient  </  •  =  o ,  en  vertu  de  la  seconde  et  de  la  troisième.  Cela 
posé  ,  on  tirera  de  9^=ia  une  valeur  de  j  en  :kr ,  j^  et  ;[  ,  qui  rendra 
l'équation  d^'-^dy  =  o  intégrable,  parce  que  dxz=:^o  donne  ^  =  ^, 
Soit  X  =  1; ,  l'équation  primitive  dont  elle  dérive  ;  on  pourra , 
au  moyen  de  cette  équation  et  de  9  :::=  ^  ^  chasser  ^  et  i  de  «^  ^,  S"; 
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l'équation  *  ^/  +  (  <r.  +  /8/>  )  ^^^  =  o    aura  alors  pour  intégrale 

P^cJ    •   (r-jJ    •   -r^j^  +  O  («'-547). 

et  comme  lorsqu'on  a  5=tf,  T=iij  U=zc^  y=Cy  il  s'ensuit 
f'  =  <p  (  5 ,  r,  B^)  ;  cela  revient  à  faire  e  =  p(tf,A,c):  mettant 
donc  cette  expression  pour^^  en  substituant  au  lieu  de  a^  b^  c, 
leurs  valeurs ,  fl  ,  ;i:  et  x  ,  on  aura 

En  prenant  0  à  volonté ,  on  déduira  de  cette  expression  une  infinité 
d'équations  différentielles  partielles  ,  pour  lesquelles  on  aura  une 
valeur  de  q  contenant  une.constante  arbitraire,  et  qui  comprendront 
celles  que  nous  avons  obtenues  dans  les  articles  précédens. 

Soit  pour  exemple  9  =  •^— ^  =  a  ;  on  aura  dans  ce  cas 

y 
y         y    ^         y^    ^     y 

a.  —  ~~iP  —  —  »y  — ~i* — — »       9  —  —  » 

y        y  y  y  ^i 

réquation  d^  —  qdy^=^o  deviendra  [d^ ^^—^  =  o  ;  Ton  en 


î 1"==^  — ^>  î= ; s  et 


tirera  j" ==x=rc,  ^= — ::-,  et  on  trouvera  ensuite 

x' 

ay  /»_      ay  £ ay 

*  T./ ' *  «""cx+tfV»*  «~~    i/ -* 

x*Vcx  +  ay  "^  a:*Kcx  +  <ï^* 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de/»,  et  e^ctuant  les  intégrations , 
on  obtiendra         /»eï=(/c*  +  <i^)   *( ,  +  *)» 


XX* 


—        ex 

X  étant  regardé  comme  constant  y  on  peut  prendre  tx* ,    au 


tx^ 


lieu  de  ^ ,  et  comme      ^ at  +  ^ y  =  ;c £%        7* =  ;^* —  qyi^ 

x 

il  viendra  enfin 


*  l 
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Lorsque  Ton  tombera  sur  une  équation   diiFérentîelIe  partielle  de 
cette  forme ,   la  valeur  j  =  — ,  et  celle  de  p  qui  en  est  la  con- 

séquence ,  rendront  intégrable  Téquation  d^  — pdx  —  qdy  =  o. 

740.  On  facilite  beaucoup  dans  un  grand  nombre  de  cas  l'intégration 
des  équations 'différentielles  partielles  du  premier  ordre,  à  trois  va- 
riables^ en  les  partageant  en  deux  autres  par  Hutroduction  d'une 
quantité  indéterminée ,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  les  exemples 
suivans : 

I^  Soit  Téquation  f  (  /? ,  jc  )  ==  F  (  ^ ,  jk  )  i  si  on  fait  f  (  /? ,  ^  )  =  «  , 
on  aura  en  même-tems  F(^,j^)=«,  et  on  déduira  de  ces  deux 
équations  /;  =  f^(»,:r),  q  =  F,{tù,y), 

f,  et  F^  étant  des  fonctions  inverses  de  celles  que  désignent  f  et  F, 
L'équation  d^  =pdx  +  qdy  deviendra 

di  =  dx  {^(^(à^x)Jr  ^y^si^^y)  ; 

en  y  regardant  «  comme  constant ,  elle  pourra  s'intégrer ,  ^et  donnera 

i=fdx(^{cé,x)  +fdaF,(io,y)  +  C: 

supposant  ensuite  6"=:  ^  (^tù)  et  faisant  varier  a  seulement  ^  on  aura 
pour  l'intégrale  de  la  proposée ,  le  sysitêmè  des  équations 

l=fdx{^(ù^,x)  +fdy¥^{a^y)  +  (p(«)  ^ 
o=fdx \rjdy — •+?>(«)  \ 


du 


(^  On  parviendrott  au  même  résultat ,  en  supposant  a  variable ,  dans  l'équation 
rfç=</jcf^(»,  Jc)  +  i>'F^(»,y)  ;  car  si  on  représente  par  P  et   par  Q   les 
'intégrales  /</*fy  (»,«)>   fdyfj{»»y)f  prises    en  n'ayant  égard  qu'aux  va- 
fiables  x  tt  y^  on  trouvera ,  en  intégrant  par  parties , 

{aeP4-Q--/T— --(---^  )i«»(  n*.  361  ),  et  il  faudra,  pour  que  la  dernière 

dP       dO  . 

intégration  indiquée  puisse  s'effectuer ,  que  —  -|-  — =^'(  »  ) ,  d'oîi  il  s'ensuivra 

U  suffit  souvent  de  substituer  dans  l'équation  d[  =/»  dx  +  qdy^  la  valeur  iep 
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x\  Pour  traiter  Téquation  p^zq^'XYZ  ,  dans  laquelle  X  ^Ytt  Z^ 
ne  renferment  respectivement  que^t,^  et  ç,  on  fera/;  =  «  JfZ' ; 

il  en  résultera  q^'fZzzzzfé  Z\  d'oîi  on  tirera  q  r=  \/^   ^  et  si; 

z'  v"  y 

pour  abréger,  on  fait—  =  Z'"*,  il  viendra  y  =  Z"l/^  

substituant  dans  d[::xipdx  -{'  qdy  ^  on  trouvera 

di=é^xrdx+rdy\/^^. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  ramènera  ce  cas  au  précédent ,  en  prenant 

dz  -     dy 

Z'^=z  Z'  ;  car  on  aura  alors         -~  ;=  «  4^^*  +  •"  H^i 

^f   Y 

/dr  -  r*dy 

—  =  ujXdx  +  'fJ'y=y+(^' 


mmn 


OU  deqi  tirée  Immédiatement  de  la  proposée ,  et  d'Intégrer  ensuite  le  résultat  par 
parties.  Lorsqu'on  a,  par  exemple,  /?=f(^),  il  vient  </î=</*f(f  )  +  ^t/y, 
et  on  trouve  {:==*f(f)  +  ^y  "-^/(  *f'(y)+y)<^f>  ^^  comme  rintégratioo 
indiquée  ne  peut  s'eflFectuer  qu'en  prenant  *f'(^) +>'  =  <P'(^) ,  il  en  résulta 

l^^(q)  =  x{iq)  +  qy,  ^\q)=x  r(q)+y. 

Soit  encore  p=yf(f,*) -J- F (^,*);  on  aura  dans  ce  cas 

dl  =  ydxf(q,x)  +  dx'Piq,:x)+qdy: 
fin  intégrant  dVibord  p^r  rapport  à  y ,  on  trouvera. 

l  =  qy^f[ydq—ydxf{q,x)  —  dxF{q,x)] 

=^y—fy[^i—^x^(^i*)]+fdxF{q,x). 

Si  on  &it  (JL[d q-^dx £ {q ^ x)'\=^dv 9  /*  éunt  le  facteur  propre  à  rendre  le 
premier  membre  différentielle  exacte ,  et  que  )'on  tire  de  l'intj^rale  nne  valeur  de  q 
en  V  et  Jir ,  on  changera  fdxVf^q^  3^)  en  /ixF^(v,x};  désignant  par  V  ce 
que  devient  cette  dernière  intégrale ,  lorsqu'eUç  est  prise  par  rapport  à  x  seul  i 

on  ohûeain  fd^fV, {y. x):^F-r/^dy,  et  ^r=;qy:i'F^f(l 

y      dr 
^'oji  l'pn  djjduira  ^— —  ==ç'(v),  c(  par  conséquent 

résultat  dans  lequel  on  doit  remplacer  q  par  sa  valeur  en  v  et  x.  C'est  ^  peu  près 
^insi  qu'Euler,  à  quî  l'pn  doit  le  Calcul  intégral  des  différentielles  paiti^i»y 
irrite  lc9  équations  du  premier  ordre  à  trois  yariable^» 

la 
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la  fonction  inconnue  Z'  sera  4éterminée  par  l'équation 

2'=  Z":=^  K    -^  »  qui  donnera        Z'=  -^;::^. 

La  décomposition  de  réquation  proposée  en  deux  autres^  peut 
iVffectuer  d'une  infinité  de  manières ,  et  il  n'est  pas  toujours  aussi  aisé 
que  dans  les  exemples  ci- dessus,  de  tomber  sur  celle  qui  mène  à 
des  expressions  de  p  tt  de  q  y  propres  à  rendre  l'équation 
d^^^pdx  —  qdy=.  o  intégrable^  en  n'ayant  égard  qu'aux  va- 
riables Xyyet[\  mais  en  combinant  ce  moyen  avec  c^lui  de  Charpit  ; 
on  en  déduira  de  nouvelles  transformations  des  équations  (i)  et  (i)é 
EneflFet,  lorsqu'on  exprime  les  valeurs  de/>  et  de  q  en  x^y^  i 
et  en  «,  on  trouve,  en  faisant  tout  varier,  des  différentielles 

complètes  de  la  forme 

dp=.Adx  +  Bdy  +  Ciî+  Ddu 
dq  =  Adx  +  B'dy+  Cdi+  D'dié 

et  si  Pon  regarde  «  comme  une  fonction  inconnue  de:v,^  et  {,  on 
aura 

dx  dx        dy  dy-  di  di 

dx  Jx       dy  dy       d\  rfç  ' 

ce  qui  changera  l'équation  (  i  )  en  cette  aytre  : 

dy  dx    _  d^ 

dont  il  faudra  tij;er  une  valeur  de  »  avec  une  constante  arbitraire. 
Ayant  obtenu  cette  valeur ,  on  la  substituera  dans  celles  de  /^  et  de  f , 
et  par  ce  moyen  ^£  —  pdx-'^qdy=zo  deviendra  susceptible  de 
dériver  d'une  seule  équation  primitive. 

741.  Charpit  a  étendu  sa  méthode  aux  équations  différentielles 
partielles  contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  ;  mais  l'ap-* 
plication  que  j'en  vais  faire ,  aux  équations  à  quatre  variables , 
suffira  pour  en  donner  une  idée  complète.  Soit  donc , 
di^^^zndu'^'  pdx  +  qdy  ^  et  supposons  que  l'équation  proposée 
reoferme les  variables  u^x^y^i^tl  le$ coefficiens diffirentie^ls  13,/^ etf  ; 
CaUtU  intégral.  T 1 1 


\ 
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on  prendra  la  valeur  de  Tun  de  âes  derniers ,  de  n  par  exemple  ; 
et  lorsqu'on  l'aura  substituée  dans  d^'^ndu-^pdx-^qdy^xo^ 
il  suffira  de  déterminer  les  deux  autres  p  ttq ,  de  manière  que  cette 
équation  puisse  dériver  d'une  seule  équation  primitive  entre  u,  x^  y 
et  { 9  ce  qui  exige  que  les  équations 

dn      dp         dn         ^P  ,^ 

di~Tu'^^Ti'~'^dl^^ 

dn       déf  dn  dq  «    ^  . 

dy       dx^^di      ^  di 

soient  satisfaites  (  n*.  7 10  ).  Les  deux  premières  donneront  l'expression 
de  p  et  celle  de  q ,  lorsqu'on  en  aura  chassé  n  au  moyen  de  l'équation 
proposée  ;  mais  ces  expressions  ne  pourront  être  admises  que  lors^ 
qu'elles  rendront  la  troisième  équation  identique.  Avant  d'appliquer 
ici  le  procédé  du  n*.  716 ,  il  faut  observer  que  n  étante  en  vertu  de 
l'équation  proposée ,  une  fonction  des  quantités  x^y^^^ptlq^SiL 
difiérentielle  complète  doit  avoir  la  forme 

dn  =  Adu  +  Bdx  +  Cdy  +  JJdi  +  E dp  +  Fdq  , 
et  qu'on  doit  par  conséquent  changer  7-  »  -7-  >    y^^ 

dx      dy       d[ 
dx  dx  dx 

dy       .  dy  dy  , 


d[  di  d{ 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières  équations  (  i  ) ,  on 
trouvera 


I 
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cé$ttltats  auxquels  on  pourra  donner  la  forme 

en  observant  que  d  après  ta  trotsième  équation  (  i  ) 

iL  jLaii-  —  iijL  vil 

Si  Ton  regarde  ^  dans  la  première  de  ces  équations ,  les  coef- 
ficiens  q  tx.  n  ^  et  dans  la  seconde  les  coefficiens  p  etn  ^  comme 
des  fonctions  données  tnu,x,y^iy  et  que  Ton  en  tire  les  valeurs 

dp  dg 

de  -7-.  »  et  de  -T^  4  pour  les  substituer  dans 
du  du    ^  , 

'  suivant  le  procédé  du  n'.jxS,  «m  trouvera 

+^('fi'^i^P+P9^n)du) 
d^^(C+Di)du=:    ■^(dx+Edu)+^{dy+Fdu) 


-.(3) 


dq 


+ /  (  «^  {[  +  (^/'+ ^f — «) ''«) 


d'oîi  l'on  conclura  que,  pour  arriver  aux  équations  primitives 
qui  doivent  donner  p  et  q ,  'û  hat  intégrer  ces  deux  systèmes 
d'équations 

dx+  Edu  =so  \    .  dx+  Edu^=:o 

dy+Fdu=»o9  dy+  Fdu  =  0 

di-\r{Ep-\-Fq-^n)duzszo  f   </^+ (£/»+^j— /i)^«=:0 

<//— ( Rj^Dp)du  =  o  )  dq—iCJr  Dq)du  =  o 

Ttt  X 


5i6  Ch.  IV.  Intégration  des  fon ctions 

mais  les  trois  premières  équations  de  chaque  système  étant  les  mêmes  > 
il  suffira  d'intégrer  conjointement  les  cinq  équations 

dx  +  E  du  =  o 
dy  +  F  du^=^o^ 
di+(Ep  +  Fq—n)du  =  o  y (4) 

dp  —  (B  +  Dp)  du  =  o 
^y  — (  C  +Dq)du=ù 

qui  comprennent   entr'elles  les  six  variables  ^yX^y^^^p  et  f  j 
opération  qu'on  peut  toujours  supposer  possible  (n\  ^52.). 

Nous  observerons  qu'il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'employer 
pour  /y  et  f  ,  les  expressions  les  plus  générales  qui  puissent  satisfaire 
aux  équations  (2).  On  atteindra  le  but  qu'on  se  propose  dès  qu'on 
aura  une  valeur  àt  p  tt  une  de  q ,  contenant  chacune  une  cons- 
tante arbitraire  ,  et  satisfaisant  à  la  troisième  équation  (  i  )  ;  parce 
que  ces  valeurs ,  jointes  à  celles  de  /i ,  rendront  possible  Hnté- 
gration  de  l'équation  ^{  —  ndu  -^pdx  -^qdy^^o,  par  une  seule 
équation  primitive  renfermant   une  troisième  constante  arbitraire  ^ 

■ 

et  de  laquelle  on  déduira  l'intégrale  générale  de  h  proposée  ,  d'après 
le  procédé  du  n^7JI•.  , 

Mais  lorsque  les  valeurs  de  /?  et  de  ^ ,  obtenues  seulement  avec 
des  constantes  5^  ne  satisferont  pas  à  la  troisième  équation  (i),^  il 
faudra  recourir  aux  expressions  générales ,  et  chercher  à  déterminer 
par  cette  équation  les  fonctions  arbitraires  qu  elles  renferment. 

741.  Eclaircissons  ce  qui  précède^  par  quelques  applications: 
1*.  soient  A^)  P9  Q%  ^^ois  fonctions  données,  contenant respectl-* 
vcment  netu^pttxyqetyi  proposons-nous  d'intégrer  1  équa- 
tion A^=f(P,  Q),f  désignant  une  fonction  quelconque.  Ea 
faisant 

nous  aurons 
-j^u^^n^V{^-dx^j^^dpY^^ 

posant  -7—  =  JV',  nous  trouverons 
dtk 
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A''  du  *  JV'  dx*  N'  dy* 

f  dP  {"  dQ 

et  les  équations  (4)  deviendront 

y'dx  +  {'^du  =  o,         JVVv  +  f"^</«  =  o, 

JN'd7-\-({'p^  +  {''q-^du—N'ndu^Oy 

N'dp-.i'^duz=Oy         N'dq-^C^dusso. 
dx  dy 

Si  par  le  moyen  des  deux  prenûères  on  élimine  du.  des  deux  dèr* 
mère$>  il  viendra 

dP  .        dP ,  dQ^        dQ  ^ 

équations  dont  les  intégrales  sont  P=:ay  Q=  ^9  ^t  donnent 
par  conséquent  N  =^f(^a,  b).Là  résolution  des  trois  équations 

pourra  conduire  à  des  résultats  de  la  forme 

et  dans  lesquels  il  faut  observer  que  N^  est  une  fonction  dea^ietu^ 
P^une  fonction  dç  a  tt  x  ,  Q^  une  fonction  de  b  et  y.  Les  valeurs 
de  /'.et  de  ç  satisfont  évidemment  à  la  troisième  équation  (i),  et 
l'équation  d^  =  ndu  +  pdx  +  qdy  se  changera  par  la  substitution  de 
ces  valeurs  en  cette  autre,  di^=:N/Iu  +  P^dx  -{-  Q^dy  ,  dont 
chaque  terme. pourra  s'intégrer  à  part ^  en  sorte  qu'on  aura 

ç  +  c  =fN,du  ^JP^dx  +  f(ldy  ,       . 
équation  qui  renferme  trois  constantes  arbitraires  y  savoir  :  a^Btic^ 

Supposons ,  pour  donner  un  exemple  y  que 

17,  X  et  y  ne  renfermant  respectivement  que  »,  x  et  j^  ;  les  équations 
P ^^a^  Q=  *,  JV  =  f(tf,^)j  donneront  alors 

_f(^,^)       '  a  b 


/ 
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d'où  l'on  tirera 

Si  l'on  fait  ^  =  f  (tf,  ^  9)  »  dc=  ^àn-^-^'^dh  ^  et  qu'on  différentîe 
l'équation  ci-dessus  par  .rapport  à  ^ ,  et  par  rapport  à  ^  ,  intégrale 
générale  de  la  proposée  sera  exprimée  par  le  système  des  équations 

Nous  observerons  qu'en  imitant  le  procédé  du  n^  740  ,  on  peut 
partager  toute  équation  différentielle  partielle  à  quatre  variables  v 
en  trois  autres  ^  en  y  introduisant  deux  indéterminées  $  et  tirer  ensuite 
des  valeurs  de  n^p^  q^  eti  fonction  de  ces  indéterminées.  D'après 
cette  méthode  ,  on  feroit  immédiatement  P=ia^  Qr=h ,  dans  l'équa- 
tion A^=f(/^^Q),  d'oîi  il  résulteroit  A^=f(tf,^);  et  on  auroît 
comme  ci-dessus  /i  ==  JV^  ^  );  =s  P^ ,  ^  =  (^. 

i*".  On  pourroit  chercher  quelle  doit  être  l'équation  différentielle 
partielle  proposée  pour  que  les  équations  (4)  conduisent  à  deux 
équations  immédiatement  intégrables ,  et  faire  dans  le  cas  actuel  ^ 
comme  dans  celui  de  trois  variables ,  Ténumération  des  formes  qui  se 
prêtent  le  plus  facilement  à  l'intégration.  Nous  ne  donnerons  qu'un 
seul  exemple  de  cette  recherche  ;  et  nous  supposerons  que  les  deux 
dernières  des  équations  (4)  »  savoir  : 

dp'^{B  +  Dp)du^o^ 

dq^  {C  ^  Dq)du  =  0^ 

soient  de  la  forme 

dp^{{p,  q,  u)du^o^ 

nous  aurons  par  conséquent 

B+  Dp  =  i{p,q,u), 
C+Dq  =  f,{p,q,u). 


s 
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Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  B  et  de  C  pour  les  substituer 
dans  l'expression  de  i//z ,  (  n%  précéd.  )  nous  obtiendrons 

dn^ dxî {p,  q,  «)— iyf,  (/»,  f ,  «  ) 

sjdu+ D  (^di^^dx'—qdy)  +  Edp + Fdq  , 

résultat  dont  llntégtation  dépend  de  celle  de 

^tf  =  Oy       ^  =  0,       dqzz^o  f 
di-^pdx—qd^zi^O^       dn—dxi{p,qyu)^dyi,  (/^,^,»)^0, 

et  qui  donne  par  conséquent 

puisque  d'après  les  trois  premières  équations ,  u^p  tt  q^  peuvent  être 
regardés  comme  constans  dans  les  déur  dernières. 

Quand  la  proposée  sera  comprise  dans  cette  forme  ^  on  fera 

:[— /x— 2y=v,  ce  qui  donntn  d^'^^pdx'^qdy  —  xdp  — ydq  =:dy^ 
et  changera  l'équation  di  -^  ndu  —  pdx  —  qdy  =  o  en 

dv  =  ndu  —  xdp  '^ydq , 
qui  deviendra  dv^=du(p{u  ^p^  ?  9  ^)  9  après  qu'on  -f  aura  mis  la  valeur 
de  n  et  celles  de  dp  et  de  dq.  Cette  équation  ne  renfermera  que  deux 
variables  ;  car  il  suit  de  l'hypothèse  établie  y  que  p  ^tq  sont  des  fonc- 

.         dp       dp       dp       dû       dq     dq 

dons  de  »,  que  les  fonctions  -7-^    -y-,   -7-,  -5-,   -7^5  -r»  «ont 

dx       dy       d[       dx       dy      d[ 

nulles  j  et  que  par  conséquent  la  troisième  équation  (i)  est  satbfaite. 

3"".  Il  existe  pour  les  équations  à  quatre  variables  une  transformation 

analogue  à  celle  du  n\  738,  et  qui  procure  les  mêmes  avantages. 

5i  l'on  fait  ^;^nU'^px^^y  =iy  ^  on  aura  dy  =udn'\'Xdp'\'ydq ^ 
à  cause  de  diz=:ndu+pdx+qdy  i  et  il  suit  de-là  que  dans  toute 
équation  de  la  forme  i{nypyq^VyU^x^y)-=^o  y  on  pourra  trai- 
ter n,  p.^q  comme  des  variables  indépendantes ,  et  v  comme  une 
fonction  cherchée  dont  les  cpefficiens  différentiels  sont  u^  x  ^  y. 
Quand  cette  équation  sera 

«  +  *f,  (;i,/^,   q,  v)  +yf^(n,p,q,v)=f^{n,p,q,v), 
on  lui  appliquera  immédiatement  la  méthode  du  n*.  716  ,  puisque  les 
coefficiens  différentiels  u^  x  ety  ny  passeront  pas  le  premier  degré  ; 
et  si  l'on  parvient  à  trois  équations  primitives ,  contenant  chacune 
une  constante  arbitraire ,  on  les  combinera  avec  la  proposée ,  pour 
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•éliminer  u^ptiq^  «t  on  déduira  de  la  résultante^  par  le  procédé 

du  n"*.  731,  l'intégrale  cherchée. 

Quand  la  proposée  est  seulement  de  la  forme  f  (  » ,  /^ ,  y ,  v  )  =  o , 

on  y  peut  supposer  72,  p^  ^,  constans  ;    parce  que   dans  cette 

hypothèse  l'équation  A'=«</^  +  P^^dp  +ydq  donne  aussi  y  constant: 

on  prendra  donc  alors  n=  ^  {p y  q  )  p  désignant  une  fonction 

arbitraire,   et  l'intégrale  cherdiée  sera  représentée  par  \t  système 

des   équations 

d  f^  dV 

dp  dq   * 

dans  lesquelles  F  z=f[(p  (/',î),/^,î,v]. 
De r Intégration      743.  Lorsquon  passe  au  second  ordre ,  les  coefHciens  différentiels 

des  équations  dif-    1^1  ^  1  1  -  r        •         1     \ 

féreniieUes  par-  ^^  ^^^  ordrj5  sont  au  nombre  de  trois  pour  une  fonction  de  deux 
tielles  des  ordres  yariables ,  et  une  équation  différentielle  partielle  du  même  ordre 
njier.  P^^^  exprimer  en  général  une  relation  entre  les  variables  indépen- 

dantes ,  la  fonction  cherchée ,  et  ses  coefficiens  différentiels, ,  tant 
jdu  second  ordre  que  du  premier.  ^» 

L'analogie  fait  voir  quç  l'équation  générale  d'un  ordre  quel- 
conque ,  et  d'un  nombre  quelconque  de  variables ,  doit  renfermer 
les  variables  indépendantes  ^  la  fonction  cherchée ,  et  ses  coef« 
'ficiens  différentiels  depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  l'ordre  dont  elle 
lest  inclusivement.  Avant  de  nous  occuper  de  ce  cas  général ,  nous 
jen  ferons  connoitrç  quelques  -  uns  qui  s'abaissent  à  des  ordres 
inférieurs  à  celui  dont  ils  sont, 

1%  Toutç  équation  à  trois  vanables  qui  sera  de  la  forme 

I    '^'dy'    dxdy^'    dx'dy' d^'^dyi'^   ' 

quoique  de  l'ordre  /»+/i ,  se  ramène  sur-le-champ  à  une  équation 
de  Tordre  m^  en  faisant  -r^  ==  ^  ^  parce  qu'elle  se  chan|;e  en 

a  y 

^\  dv         d^v  d^v  \ 

On  y  doit  supposer  alors  y  constant ,  puisque  tous  les  coefficîens 
différentiels  de  v  qu'elle  contient  sont  relatifs  à  ;ç ,  et  <elle  peut  par 
conséquent  se  traiter  par  les  méthodes  du  chapitre  précédent)  comme 

ne 
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ne  contenant  que' deux  variables ,  savoir:  jc  et  f  ;  mais  il  est 
évident  que  pour  donner  à  l'expression  de  v  toute  la  généralité 
dont  elle  est  susceptible ,  il  sera  nécessaire  de  remplacer  les  m  cons* 
tantes  arbitraires  qu'elle  doit  renfermer ,  par  autant  de  fonctions 
arbitraires  de  la  variable  y  prise  d'abord   pour  constante.  Ayant 

obtenu  v^  on  remontera à^,  par  le  moyen  de  l'équation  — ^  ==  ^  ï 

»y 

tians  laquelle  on  doit  maintenant  regarder  x  comme  constant  i  et 

^ui  9  devenant  par  là  une  équation  de  l'ordre  n  entre  deux  variables 

seulement^  pourra  se  traitet  par  la  méthode  du  chapitre  précédent ^ 

«n  observant  néanmoins  de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  :^ , 

les  n  constantes  arbitraires  introduites  pu  cette  nouvelle  intégration, 

a"",  hts  équations  de  la  forme 

<*'^'«»^'f> $)  =  «' 

peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement ,  comme  s'il  n'y 
«ntroit  que  deux  variables  ,  savoir  :  x  et  i  dans  la  première»  y  et  i 
dans  la  seconde  ;  et  après  '  l'intégration  ,  on  substituera  aux 
constantes ,  dans  l'une  des  fonctions  de  ^  »  et  dans  l'autre  des 
fonctions  de  x.  ^ 

Les  équations  du  second  ordre  i 

dxdy  dx  dxdy  dy 

dans  lesquelles  P  et  Q  ne  contiennent  que  ^  et  y  »  se  rapportent 

dz 
à  la  première  forme.  En  faisant  -^  =  v,  la  première  devient 

dv 

—  +  Pvz=z(l^  équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ^ 

par  rapport  aux  variables  v  et  j^ ,  et  dont  l'intégrale  est 
V  =:4-f^^  (/e/P^  qdy  +  C)  (  n-.  547  )• 

dz 

Si  l'on   met  pour   v  sa  valeur  —r^ ,  et  qu'oft  change  C  en  f{x) , 

dx 

dz 

on  Aura  —  =(i  ^^"^  [  f^^^r  (Idy  +  ^(x)  ]  \  en  intégrant  cette 

dx  ^ 

C^Ucul  inUgrat.  V  v  V 


• 


51Z    Ch.  IV,  iNTÈCnATlOH  VES  FONCTIONS 

fois ,  par  rapport  à  j  et  à  or  seuls ,  on  trouvera 

en  traitant  de  même  la  seconde  équation,  on  arriveroil  à 

Lorsqu'on  aura  P=o,les  résultats  ci-dessus  se  réduiront 

.     l  =  fJ^fQdy+fdx^(x)+4(y), 
dans  un  cas ,  et  dans  l'autre  à 

mais  comtne  la  fonction  ^  est  arbitraire  ,  on  écrira  simplement 

l=fdxfQdy+é(x)+4{y), 
{=/^yfQd^  +  <p(y)  +  'l{x). 

Nous  observerons  que  ces  deux  cas  ne  dépendent  que  de  l'inté- 
gration des  fonctions  d  une  seule  variable  ^  et  ont  été^  traités  sous 
ce  point  de  vue,  dans  le  n"*.  510. 

On  a^des  exemples  de  la  seconde  forme  générale  dans  les  deux 
équations 

lorsqu'on  suppose  que  -P  et  ^  renferment  x  ^  y  ti  [\  la  première 
doit  être  traitée  comme  une  équation  du  premier  degré  et  du  second 
ordre  ,  entre  les  variables  xtt[y  les  constantes  arbitraires  dues  à  son 
intégration  seront  des  fonctions  de  j  :  on  opérera  de  la  même 
manière  sur  la  deuxième ,  par  rapport  aux  variables  j^  et  ^ ,  et 
on  changera  les  constantes  arbitraires  en  fonctions  de  x.  Pour  ne 
donner  que  le  cas  le  plus  simple ,  nous  réduirons  les   équations 

proposées  à  ^=<2,         ^.=  C» 

et  nous  supposerons  que  Q  ne  contienne  que  ^  et  ^  ;  les  formules 
du  n*".  486  nous  donneront  immédiatement 

[=Jdxf(ldx^CxJrC,     i  =  fdy(lfdy  +  Cy^C , 
d'oïl  nous  conclurons 

î=/^^/Q^+^?(7)+4(r) ,     V^dyfQdyJtyfix)^'4ix). 

744.  Il  existe  des  formes  analogues  pour  les  équations  différentielles 
partielles  d^un  nombre  quelconque  de  variaJ^les  ^  ^ans  le  cas  oti  it 
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y  en zvin  quatre p  savoir  :  UpX^y,{9  Véqmûon correspondante  à 
la  première  du  n^,  précédent  ^  sera . 

tju'on  changera  en 

f{«.*,J',v,-. j^^-o, 

si  Ton  fait  =  v ,  et  qu'il  faudra  intégrer  en  regardant  «  et^ 

comme  constans.  Qn  remplacera  par  conséquent  les  constantes 
arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  de  x  et  de^,  et  en  dé- 
signant par  f^(  «yJT,^^  v)=  o  le  résultat ,  on  aura   Téquation 

(d^^^T  \  d^r      ' 

^9*7  y  9  j  n'j  p  )~  ^i  ^*ûs  laquelle  on  supposera  --~ » n^, 
dx  dy^  /  •    %    dy^ 

Uy  X  p  y^  -— -  J  =  p.  Dans  cette  nouvelle 

équation ,  x^  et  ^  devront  être  traités  comme  constans  ,  et  les 
constantes  arbitraires  ren^lacées  par  des  fonctions  de  x^  et  de  jr  ; 
si  Ton  en  tire  l'équation  primitive  f^,  (  ^ ,  Jir ,  j^ ,  w^  )  =  o ,  il  ne 
restera  plus  pour  avoir  { ,  qu'à  intégrer  ,  par  rapport  à  j<  et  à  ^ , 

dy 

les -constantes  arbitraires  en  fonctions  arbitraires  de  u  et  de  x.  On 
voit  par  ce.  procédé ,'  que  l'intégrale  de  la  proposée  renfermera 
trois  espèces  de  fonctions  arbitraires  ;  les  unes  ne  contenant  que  x 
il  y  ;  les  autres  que  ir  et  j^ ,  et  les  dernières  que  x^  et  jt  ,  et  c'est 
en  eff^t  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n*.  519»  en  intégrant 

l'équation  —-r—T-=  V^  comprise  dans  celle  que  nous  venons  de 

dxdyd^ 

considérer. 
Le&  équations  de  la  forme 

qui  ne  ctmtiennent  que  les  coefficiens  différentiels  de  ;;; ,  pris  par 
rapport  à  une  seule  des  variables  indépendantes ,  ne  sont  au  fond 

Vvv  X 


«,jf,y*-^ — p  )  =  o,   en  observant  de  changer 
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que  des  équations  différentielles  à  deux  variables  ,  dans  Tintégrale 
desquelles  il  faut  changer  les  constantes  arbitraires  en  fonctions  des 
variables  supposées  constantes. 

745*  Passons  maintenant  aux  équations  à  trois  variables ,  qui 
renferment  tous  les  jroefHciens  différentiels  de  Tordre  le  plus  élevé., 
et  commençons  par  celle  du  second  y  en  supposant  que  les  coefEciehs 
différentiels  de  cet  ordre  soient  au  premier  degré  seulement.  Pour 
simplifier  les  calculs,  nous  ferons  usage  des  dénominations  établies 
n\  713,  savoir  :     , 

di=pdx+qdy 

dp  =  rdx  •+•  sdy  ,  ^  =  sdx  +  idy 

^  d\  :=:dpdx  -4-  dqdy  =  rdx*  +  xsdxdy  +  tdy*. 

Uéquation  différentielle  partielle  du  second  ordre  et  à  trois  va« 
xiables ,  considérée  dans  le  cas  général  ,  ne  peut  donner  que  l'ex- 
pression de  l'un  des  coefficiens  r ,  j ,  ^ ,  en  fonction  des  deu^c  autres 
et  des  quantités  p^  ^^^^^^{^itt^iXz  combinant  avec  les  équations 
dp=^rdx+  sdy ,  dq  ^sdx  '\'  tdy  ^  on  ne  pourra  éliminer  que  deux 
•  de  ces  coefficiens.  Représentons  la  proposée  par  iîr+5j  +  37=f^, 
et  supposons  que  les  quantités  A,  S  y  T  et  V  renferment,  d'une 
manière  quelconque  ^x  9  y  ^i^^  p  tt  q\  substituons-y  les  valeurs 
de  r  et  de  r  ,  tirées  des  équafions  dp  =  rdx  4-  sdy  ydq^=^  sdx + tify  ^ 
et  quL  sont 

dp  —  sdy  dq  —  sdx 


dx^      *  dy 

nous  trouver4>ns 

Rdpdy  +  Tdqdx^  Vdxdy  ==  s  (R dy^ — Sdxdy  +  T^jr*); 
équation  dans  laquelle  le  coefficient  5  reste  indéterminé,  et  qui' 
seroit  satisfaite  indépendamment  de  ce  eoefficient ,  si  l'on  avoit 
en  même-tems^ 

Rdpdy  4"  Tdqdx  —  Vdxdy  =  O- 
Rdy^  —  Sdxdy  +  Tdx^  =  o. 

En  résolvant  ta  dernière  de  ces  équations  par  rapporta  dy^  on 
en  déduira  deux  autres  qui  pourront  être  représentées  par 
dy  —  m'  dx=zOy      dy  — m?  dx  =  o ,      m'  et  mf'  étant  les  racines 
de  l'équation  Rm^^—Sm  +  T  =  o.  Si  Ton  met  successivement  xhacune 
des   valeurs,  de   dy    dans    Kdpdy  -^tTdqdx^^V dxdy^=iX>^y 
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Ofi  aura  les  deux  systèmes  d'équations  : 

Rm'dp+Tdq^Vmdx=o    P^^*  Rni^dp^Tdq—Vné'dx^o   j  Uir  ' 

à  chacun  desquels  tl  faudra  joindre  l'équation  d[  =Lpix  -f  qdy ,  q«i 
exprime  la  relation  qu'ont  avec  la  fonction  {  ,  les  coefficienS' 
pttqi  et  si  on  peut  tirer  de  Tu»  quelconque  de  ces  systèmes,, 
deux  équations-  primitives  de  la  forme  M=:za,  N^  b ,  llntégrale. 
première  de  la  proposée  sera  N  =  ^  (M)  ,  ^  désignant  une  fonction^ 
arbitraire.  Cette  proposition  est  analogue  à  celle  du  n"*.  71  r  ^  et  se 
jprouve  de  la  même  manière. 
Par  les  équations  M=^a^  N=:  b^  on  z  d'abord        ^ 

dM  ^        dM  ^        dM  ,        dU  ,        dM  ^ 
dN  /      dN  ^         dN   ,        dN  ^         dN  , 

^dx  +  -^dy+^dl  +  ^dp+—dq^O, 

mettatit  dans  ces. dernières ,  au  lieu  de  di^^,  sa  valeur   tirée  dis, 
di=pdx'^qdy^  et  celles  de  dy  et  de  dq^  tirées  des  équations  (i)  ,  o» 
trouvera 

j^dM       ,dM     ,  ,^im     Vni  dM^^       /dU       Rm'  dMK  , 

(îr+ "V+f '■■^'"^■'■r  ■^>+(^-  -f-^)'''-=°' 

équations  qui  doivent  être  identiques ,    et  qui  se  partagent  par 
conséquent  dans  les  suivantes  ^      * 

dM  -dM      ,  .  ,^dM       Fm'  dM 

^dx^  dy^^^^^      ^  di   ^    T     dq        ^ 


dM 
dp 

Rm'  dM 

"   T     dq^"* 

dN 
dx 

,.dM      , 

+   -      dy  +^P 

dM 
dp 

Rm' dM 

dM        Vm'  dM  __ 
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L'équation  JV=f  (Af)  étant  4i>fiér«ntiée ,  donne  dN  m  f '(iW)  iM,  oa 
dN  ,        dN  ,        dN  ,        dN  ,        dN   . 

,/wvî''^  ^        dM   .        dM  ,         dM  ,         dM        X 

si  Ton  substitue  dans  cette  dernière  les  valeurs  de 

dM  -    dM       4N       dN         .      j       ,  ^     '' 

— r—  >  ~7^  9  ~r-  9  —i —  >  P"^**^^  ^^"*  ï^  quatre  précédentes. 

ax  dp  dx  dp 

et  (|u  oa  change  ^^  en  pdx  +  ^ ^ ,  on  obtiendra 

/dN        dN\  I    4/JV 

(— +?— jC'/j'— 'n'^^)+y  -^(R^dp+Td^rfi/dx):^ 

»'w{(^+î^y>'~^'^)+y  ^(Rm'dp^-Tdr-rm^dxd, 

ce  qui  revient  à        /î m'dp-^ Tdq^^ Vm'dx z=zm{dy  —  xo'i/ jkt ) , 


en  faisant  »=:s 


^^        ^^         .^/dM        dM. 
I  /dN  n'gxdM\ 


Si  l'on  remet  rdx+sdy  et  sdx+tdy ,  pour  <//?  et  dq ,  et  que  Ton 
égale  à  zéro  ce  qui  multiplie  chacune  des  dififérentielles  indépenr 
dantes  dx  tt  dy  ^  on  obtiendra 

Rm'rJfTs—rm'^'^tém^  '  Rm's+Tt=^m^ 
d'pii  Rm'r  +R  m'*s  +  7i  4-  Tm'i —  Fm^zs:  o ,  en  chassant  #";  enfin 
1  équation  (A)  donnant  R  ot'*=  Sm'-^T  réduit  la  précédente  à 
m\  Rr+Ss+  7^  -^  /^)  te  o  >  et  Ton  rentre,  ainsi  dans  la  proposée. 
746.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  n'a  pas  la  mime 
généralité  que  eelui  du  n"".  7x1 ,  car  il  faut  bien  remarquer  que  les 
équations  (i)  peuvent  renfermer  à  la  fois  les  cinq  variables  x  ^  y  ^ 
Ij  p  tt  q  y  et  qu'en  y  joignant  même  l'équation  ii{  =pdx  +  fdy^ 
on  ne  sauroit  parvenir ,  par  l'élimination ,  qu'à  une  résultante 
contenant  trois  variables ,  laquelle  par  conséquent  ne  pourroit 
dériver  d\ine  seule  équation  primitive ,  qi>e  sous  certaines  condi- 
tions (  n*.  714).  On  se  tromperoit  néanmoins  si  l'on  concluoit  de 
là  que  quand  les  conditions  dont  on  vient,  de  parler  ne  sont  pas 
remplies ,  l'équation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle* 


n 
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même  dériver  d'aune  seule  équation  primitive.  Nous  reviendrons  sur 
ce  sujet  après  que  nou^  aurons  montré  le  parti  qa*on  peut  tirer 
du  théorème  précédent ,  et  des  analogues  qu'il  a  dans  tous  le$ 

ordres.  ^ 

747*  Considérons  d'abord  Téqiiation  ^r  +  JJx  +  Cr  =  ^ ,  dans 
laquelle  Ay  B  ti  C  sont  constans  ^  et  ^  est  une  fonction  de  ^ 
et  de  y.  L'équatioft  (A)  devient  pout  ce  cas  Am''  -*-  Bm  4.  C  3±:  o  ; 
ses  racines  m'  et  /»"'  sont  constantes,  et  les  deux  systèmes  d'équa* 
tion  (i)  et  (1)  donnent  par  Tint^ration^ 

Am'p^Cq-^m'fVdx^b  $  Am''p^Cq^mjrdx  t=z  b'  }' 
l'intégrale /^^;i^  ne  dépend  que  d'une  seule  variable  1  parce  qu^orl 
peut  chasser  y  à^  V^  z^x  moyen  de  sa  valeur  prise  dans  la  pre* 
mière  équation  de  chaque  système*  On  aura  donc  en  même  tems  ces 
deux  intégrales  premières  de  la  proposée  , 

AnJ p  ^  Cq  —  m'JFdxz=i^Ç^y'^m'x)  , 
Am^'p-Y  Cq-^m!'ff^dx  =  ^(^y  —  w;'x)  ; 
et  en  intégrant  Tiitie  quelconque  de  ces  équations ,  on  arrivera  à 
l'intégrale  seconde.  Prenons  la  première ,  par  exemple ,  elle  donne 

C  I 

p  —  '^—,q  +  ;t/^^*  +  ^(>— '«'^)i  on  pcfut  pour  simplifier, 

C 

mettre  iw^'  au  lieu  de  — , ,  -  puisqu'en   vertu   de  Téquation    (^) 

C 

m'm":=z—;  en  substituant  dtos^{^=/^rf;f  +  ^dy  ^  on  trouvera 

A  ,  •  ^ 

dx 
d[  —  "7/^''*  ""  dx(p{y  —  rn'x  )=q{dy'^  m'^dx)  : 

hs  équations  à  intégrer  seront  donc 

dx 
dy~m"dx=o  ^         d[ T^-^^^  —  dx^i^y-^m'x)  =±:  o. 

On  tire  àt^viXit^  y-^  m''x^=:z^  ^  de  qui  change  Pautne  en 

d{ —fFdx^dx^la^{m'^^m')x'\~Q/ 

dont   l'intégrale  est 


^  tu  ■— ■  /»     ■       ^ 
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et  devient      i —fdxJVdx — ^{y — m'x)  =*',  lorsqu'on  remet 

pour  M  6a  valeur  ,  en  observant  que  ^  est  une  foncâon  arbitraire  ; 
dont  les  dérivées  sont  arbitraires  aussi ,  et  dans  laquelle  on  peut  ccm- 
prendre  telle  quantité  constante  qu'on  voudra.  H  faut  aussi  remarquer 
çue  pour  chvtnxrfdxfydx  ^  on  doit  intégrer  une  prenûère  fois  par 
rapport  à  jr ,  en  substituant  au  lieu  Aty  %9l  valeur ,  tirée  de  Téqua- 
tipn  y — mV  =?=  a  ^  comme  il  a  été  dit  pkis  haut  ;  mais  lorsqu'on  sera 
parvenu  au  résulut ,  on  remettra  3a  lieu  de  «  sa  valeur  y  —  mf  x^ 
et  avant  d'effectuer  la  seconde  intégration ,  on  changera  y  en 
A^-^-mf'x  ^  jiinsi  que  Texige  réquatk>n  y  —  m'^x  x=  ^  trouvée  en 
dernier  lieu»  EiU  général ,  quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successives  à  effectuer ,  on  ne  pourra  jamais  «içployer  à  leur  simpUr 
fication  que  les  .équations  qui  doivent  avoir  lieu  en  même^tems 
qu'elles.  Avec  ces  attentions ,  Tintégrale  seconde  de  Téquation  pro«r 
posée  y  -^r.+  Bs^  Ct=.Vy  sera 

l^^JdxJVix^^iiy^nix)  +  4(y— i»''*V 

Prenons  pour  exemple  féquation  r  +  -ffj  +  Ct::;=ixy\  nous  aurons 
1^  ^7  I; réquation  {A)  deviendrai»^  —  Bm  +  C=q?  o;  nous  pourrons 
par  conséquent  mettre  ni '\' m^  i^omx  B  tint' m"  pour  Ci  les  intégrales 
premières  donneront  alors 

f^ni'q^\{^xy^nix^):=zip[y^nix), 
p  J^  niq—\{ix^y'^ni'x^)='{{y'^m"x)i 
rintégr^le  secpnde  ser^ 

Il  est  évident  que  les  valeurs  de  /^  et  de  f  ,  tirées  des  deux  intégrales 
premières  combinées  ensemble ,  doiyent  rendre  l'équation 
4t  =::  pdx  +  qdy  àiSérenûàlt  exacte;  on  pourra  donc  obtenir  l'in- 
tégrale seconde  toutes  les  fois  que  Fondera  parvenu  aux  deux  intégrales 
premières ,  et  pour  pda  on  n'aura  qu'à  substituer^  les  valeurs  de 
p  et  de  q  dans  ^  =  pdx  +  qdy ,  et  à  intégrer  ensuite  cette  équation 

;SMivant  k  procédé  du  n%  703. 

'  Ea 
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Eq  appliquant  cette  méthode  à  l'exemple  ci*-dessus  ^  on  trouvera 

O  IW  — /w 

r 

19  l'on  met  ^'  et  4'  pour  ^  et  4»  Pour  intégrer  d[  ==  /></:c + qdy  ,  on 
regardera  d abord  or  comme* constante ,  et  on  aura  {;=y^4x+^i 
multipliant  la  râleur  de  q  par  dy  ^  on  obtiendra 


ensuite^  par  rapport  à  x ,  il  en  résultera 

''=**^+ ^H^^iiP — \ ^n- 

comparant  enfin  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  plus  haut,  on  en 

déduira         •f  =  —  ^(^m'+m'')x',       C7  =  — ^      ^^^      , 

dx  6  .4*0 

et  par  conséquent 

p  4«o 

en  changeant  les  fonctions  arbitraires. 

748.  Les  deux  équations 

jrV  +  ^xys  4"  J^*^  =^  O  ,  ^r  —  xpqs  +  />*/  =  o  J 

slnt^rent très- facilement  parla  méthode  du  n"".  745.  L'équation (^) 

y 
a  ses  racines  égales  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas .  et  donne  m'  =  - 

:«•  * 

pour  le  premier  ;  d'oh  il  suit 

y  • 

1/^— -  dx  '=10  y  xdp  4.  j^^fj  =  o  :  en  intégrant  on  trouve 

X 

yisszax^    p  -^  aq=:  b^  et  par  conséquent    p  +  —=z  ^f'^X 

Si  Ton  traite  cette  intégtàle  première  par  le  procédé  du  n^.  716, 
on  la  fera  dépendre  dés  équations 

xdy — ydx=sio^  ^^— rfjc^^-^  =  o, 

dont  la  première  conduit  encore  h  y^=z  ax  ;  on  tire  alors  de  la 

seconde:;;  — ATç^-î^^  =*,  et  il  en  résulte{;=Af  f  (^^+4  (-\ 
Calcul  indçf  al.  Xxx 
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Telle  est  l'intégrale  seconde  de  la  première  des  deux  équations 
proposées. 
Pour  l'équation  jV  -^ipqs  +/?■/=  o  ,  nous  aurons 

=  —  -  ,         pdx  4-  qdy  =  o^  ou  d[=iOy  et  qdp'-^dq  ^=z  o^ 


m 


oe  qur  donne  sur-le-champ  ^  =  « >   ^=s  ^^  et  par  conséquent  , 
p:sz^^(l^  Cette  intégrale  première  se* ramène  aux  équations 

dxf(l)'^dy;^0,  ^{  =  0, 

et  fait  trouver  {:  =  4[*f(0+J']  ?^^  l'intégrale  seconde  cherchée, 
résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  j^  =  ^  ^  (0  +4  ({)• 

749.  Il  n'est  pas  toujours  aussi  facile  que  dans  les  exemples  pré«^ 
cédens ,  die  passer  des  int^ales  premières  aux  intégrales  secondes. 
Soit  l'équation  r  (  i  +  j*  +^q  )  +  ^  (  ?*— /^'  )— /  (i  +P^+pq)  =  o  ; 
en  y  faisant  pour  abréger />+  î=;*,  elle  deviendra. 

r(  I  +  î«)+  s{q — p)tt — /(  I  +/^*)  =  o; 
l'équation  {A)  se  changera  en  (i  +jct)/w* — (f — pyttm — (i  4-/7«)=o> 

1  "1"  p  et 

et  donnera  par  sa  résolution   tw  =  i ,  /«  = ;  la  proposée 

se  trouve  ainsi  ramenée  aux  deux  systèmes  d'équations 

dy^dx  =  o    )   dy{i'^qdL)  +  dx{iJ^ptt)=zO  1 

On  tire  d'abord  de  la  deuxième  équation  du  second ^  p  +q=:lf  ^ 
et   la   première,    dy +  dx  +  ôL{pdx  +  fdy)  =  o  ^   conduit   à 

y+x  +  (/  + j){  =  tf,d'oîiiIsuity  +  ^+  (p  +î)c  =  <p(/^+?). 
Le  premier  système  donne  y — x  =  a,  et  pour  en  intégrer  la^ 
seconde  équation ,  il  est  commode  de  prendre/  —  q^=fii  il  résulte 
de  là ,  et  de^  +  ^  =  et ,  que 

;,=^(et  +  /9),     ^  =  ^(^— iS),    dp  =  i(d^  +  dfi),     dq  =  i{da—d^)^ 

et  qu'alors  ^;>(i+î*)  —  ^î(i+/^*)=o,  peut  se  mettre  sous  la 
formé  —  =  AJL  :  on  aura  donc  ^8  =  ^  /  2  +  «%  et  par  conséquent 


L'intégrale  première  rrouvéeJ'abord,  contenant  à  la  fois ,  sous  la 
fonction  atbitraire^t  hors  de  cette  (onction  ,  les  coeificiens/'  et  ^  >  ne 
mèneroit  pas  aisément  à  Hntégrale  seconde.  En  donnante  l'équation 
di  =  pdx  -f  qdy^  la  forme  d[z=:p  (  dx  —  dy)  +  (/^  -^qy^yy  ^^ 


• 


\ 
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auroit  à  intégrer  dx-^dy^Oj  d^  —  {p  +  q)  dy  =  bftt  Toh 
y  parviendroit  en  particularisant  la  fonction  ^ ,  parce  qu'on  pourroit 
prendre  alors  la  valeur ^e  p  +  ^etix^y^i^  pour  la  substituer  dans 
la  seconde  des  équations  ci-dessus  ;  mais  ce  procédé  a  l'inconvénient 
^'exiger  que  l'oft  traite  à  part  chacun  des  cas  particuliers  que  peut 
présenter  Téquation  différentielle  partielle  x+y  +  i(jp  +  q)'=(p{p + y  ): 
d'ailleurs  y  il    s'appliqueroit    à  toutes  les    équations  de  la  forme 

f  étant  une  fonction  donnée ,  et  ^  une  fonction  arbitraire. 

L'intégrale  première/? —  y  =  4  i^—y)  ^  ^  +(/^  +  ?)*  ^^^  nous 
avons  obtenue  en  dernier  lieu  ^  va  nous  donner  l'intégrale  seconde 
de  la  proposée,  en  y  faisant  p  +  y  =  *,  p-~q^=  f^i  ^^  q^î  ^^ 
change  en  j8=4(^ — y^  V^  1  +  et*.  En  effet ,  on  a  dans  la  même 
hypothèse 
'  d:^  =  ^{^+fi)dx+'^Ç^<t^fi)dy^^a{dx^dy)Jr{^{dx^dy)i 

et  s^  Ton  met  pour  fi  sa  valeur ,  il  viendra 

•di  =  ^<tidx+dy)Jr{{dx^dy)^x^y)  V x  +  a\ 
équation  qui  est  intégrable  lorsqu'on  y  regarde  et  comme  constant: 
d'après  le  n"".  740 ,  l'intégrale  de  la  proposée  sera  donc  représentée 
par  le  système  des  équations 

750.  Les  géomètres  se  sont  beaucoup  occupés  de  l'équation 

Rr  +  Ss  ^Tt-^-Pp -^rQfi  +  Ni^My 
qui  est  du  premier  degré ,  tant  par  rapport  aux  .coefficiens  différentiels 

du  premier  ordre  ^  qite  par  rapport  à  ceux  du  second  et  à  la  fonction 

cherchée  [  ,  parce  qu'on  y  suppose  que  R^  5,  T,  P ,  Q ,  A^  et  îlf ,  ne 

contiennent  que  les  variables  x  et  y.  En  y  appliquant  la  méthode 

du  n*.  745 ,  on  obtiendra  deux  systèmes  d'équations  de  la  forme 

dy  —  mdx=:o  ^  1   (  \ 

Rmdp  +  Tdq+{Pp+Qq  +  Ni^M)mdx  =  o  \  ^'^V 

qu'on  ne   sauroit  intégrer  en  général ,   quelle  que  soît  celle  des 

valeurs  de  m  qu'on  emploie ,  lors  même  que  les  quantités  R ,  S, 

T^  Py  Q  et  Ny  seroient  constantes ,  puisqu'ils  renferment  à  la  fois 

ks  variables  x^  y^  ^^  p  et  f  j  cherchons  donc  les  équations  de 

Xxx  1 


1 
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condition  ^\x\  doivent  avoir  lieu  pour    qu'on  puisse  en  déduiïê 
des  équations  primitives. 

L'équation  dy-^mdx  z=zo  ne  renfermant  que  les  deux  seules 
variables  x  tt  y  j  est  nécessairement  intégrable  :  concevons  qu'on 
en  ait  tiré  la  valeur  de  ^^  en';r  ;  on  pourra  par  son  moyen  réduire 
réquation  • 

Rmdp  -^^  Tdq  +  (P/^+  Qq  +  JVç  —  M)mdx  ==  o  , 
à  ne  contenir  que  quatre  variables ,  savoir  >  x  ^:^y  pet  qi  on  joindra 
à  cette  dernière  l'équation  ^{=/'^jr  +  qdy^  mise  sous  la  forme 
di=  {p  +  mq)dx  ,  et  on  cherchera  à  les  intégrer  conjointement.  ' 
Pour  cela  on  multipliera  la  première  par  f*^  ^  la  seconde  par  (/  ; 
en  ajoutant  les  résultats  ^  il  viendra 

f^Rmdp+i^Tdq+f^'dl  1  =  0; 
+  [(/'*'5w/'— ft')/7  +  (fA/»  Q — f/m^q+(JLmN:(^ — iAmM']dx  y 
l'équation  ci-dessus  étant  du  premier  degré  par  rapport  aux  va- 
riables/^^  ?9  {t  et  à  leurs  différentielles,  ne  peut  résulter  que  d'une 
équation  primitive  de  la  forme  ^tp  ^  fiq  +  y[  +  S'^=^  b ^ 
qui  donneroit  adp  +  (èdq  +  yd^  +  pda,  +  qdfi  +  [dy  +  V/J'^s  0  : 
il  faudra  donc  qu'on  ait  ft/î/w  =  «  ,      f*r=  j8 ,      y!  z=iy  j 

et  par  conséquent  d^yiRm  =  (  ^imP  —  ^')  dx 

d.iiT   =  \iimQ  —  tJt!m)dx 

dii!        :=^  iimNdx 

di        === — iimMdx. 
La  dernière  de  ces  équations  servira  à  déterminct  <r  lorsque  /*  sera 
connu  ;  en  éliminant  f*' entre  la  première  et  laseconde,  on  obtiendra 

md.fjLRm  —  d.(jLT=:z{mP — Q)  mf^dx (a), 

équation  dans  laquelle  on  pourra  séparer  les  variables  ft  et  :if ,  en  lui 
donnant  la  forme 

dfi  _  (mPdx  -^  Qdx  —  d.Rm)  m  +  dT 

et  qui  s'intégrera  puisque  l'on  suppose  que  P ,  Q,  ^,  Tetni  sont 
changés  en  fonctions  de  at,  au  moyen  de  l'intégrale  de  l'équation 
dy^^mdx  =^0.  La  première  des  équations  qui  nous  occupent  » 

donne  immédiatement 

^  fjLmPdx  —  d.fâ^Rm 

UL   SES  — ■— II**        ■'   ''   —  ■      l'i    ■   '    « 
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et  si  Ton  substitue  dans  la  troisième  ^  la  différentielle  de  cette  valeur  ^ 
on  trouvera 

dxd.t^mP''^d^.fjiRm-=zii.mNdx^ •   (^); 

il  faudra  que  la  valeur  de  fi,  déduite  de  (  a  ),  satisfasse  encore  à  cette 
équation ,  qui  exprimera  par  conséquent  la  condition  qui  doit  avoir 
pour  que  Ton  puisse  déduire  des  équations  différentielles  (i)  ^  deux 
équations  primitives.  On  obtiendra  la  relation  que  cette  condition 
suppose  entre  les  quantités  R^  T^Py  Q ,  -V  et  /w ,  en  éliminfint  f*  de  (^) 
par  le  moyen  de  (a)  ,  et  si  l'on  vouloit  effectuer  les  diâFérentiations 
avant  que^  ait  été  chassé  des  fonctions  R^T^P^  Q,  ^et  my\\  faùdroît 

au  lieu  de  dR ,  par  exemple,  écrire  T— — h  «^^-p  )  ^  ,  quantité  à   ^ 

laquelle  se  réduit  là  différentielle  complète  de  R ,  dans  le  cas  oh 

dy  —  mdx  =  o  :  on  auroit  également  dm=^(  —  +  ^  j^j ^^>  et 

il  en  seroit  de  même  de  toutes  les  quantités  à  difSérentier ,  excepté  des 
facteurs  (a  et  (/^  qui  ne  contiennent  point  y^ 

751*  Au  lieu  d'effectuer  ces  calcuh  qui  meneroient  à  des  résultats 
aussi  compliqués  qu'inutiles ,  il  vaudra  mieux  appliquer  immédia* 
tement  les  équations  (a)  et  (i)  à  quelques  exemples.  Pour  cela  nous 
particulariserons  l'équation  différentielle  proposée  ^  en  supposant  que 
les  quantités  R^S^TyP^QtxM  soient  constantes  ;  dans  cette  hy- 
pothèse m  sera  constante  j  les    équations  {a)  et  {b)  deviendront 

(  Rm"—  T)dfA=(mP—Q)  myJx^ 
PdxdfJL'-Rd^fjL  =z(jLNdx^; 

si,  pour  abréger ,  on  fait  — - — ~r^  =  « ,  la  première  donnera 

dii, 

—  =  ndx  y         iJLz=^'  y 

et  substituantrexpressionde/E^dans  la  seconde,  on  aura  Pn — Rn*=N; 

lorsque  les  quantités  R ,  5,r,  PjQeiN^  satisferont  à  cette  équation, 

la  proposée  sera  intégrable.  En  effet ,  l'équation 

(jtmPdx — d.fiRm    .  ,  ^  «  «v 

/= ::: —  donnera  i^' ^mfP-^nR)^"  : 

dx  ^ 

et  l'on  conclura  de  là 
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quoique  H  puisse  contenir  j^ ,  V\Tiié%XK\tfM€:'^*dx  ne  dépendra 
pourtant  que  de  la  seule  variable  x ,  parce  queTëquation  dy-^^rndx^o 
donne^  —  mx  :::=^4pht système  des  équations  (i)  conduira  donc  à 

y  —  mxi^al 

et  les  intégrales  premières  de  la  proposée  seront 

e''''[m'Rp+T^  +  m\P^n'R)i']^m'fMt''"dx=^(y^m'x) 
ir"%m"Rp^  Tq+mXP-n'R)  (\^myM't^'^'dx:=^'^  {yr^m'^x)  , 
tif  et  n[\  M!  et  W^  étant  ce  que  deviennent  n  tiM^  lorsqu'on  y 
jsubstitue ,  à  la  place  de  /n  ,  les  deux  racines  de  lequation 
ffjn^  — Sm^  r=  ©•  Pour  obtenir  l'intégrale  seconde ,  on  mettra 
La  première  des  équations  ci-dessus  sous  la  forme 

T 

tTi  observant  que  -7--  =:  /«^  j  çt  on  jaura  à  traiter  les  équations 

mR  * 

dy  —  m"dx:=szo^ 

P n'R  r*''dx 

di+-  ^  ^-      i^x—   '    ^   ^./M'^'^dx-^c^'dx  ^  (y  —  m'x)  —  0, 

>R  R'  . 

On  tirera  de  Tune^  *—  mf'pc  js=:  fif  ^  et  l'autre  deviendra ,  en  vertu  de 
celle-ci ,  une  équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  à  deux 
Viariables  ;  son  intégration  ne  dépendra  que  de  celle  des  fonctions 
d  une  seule  variable  ^  lorsqu'on  aura  P  —  nf  Rz=:t. 

Nous  prendrons  pour  second  exemple  (x  +  y  )  (r— r)  +  4/7=0; 
nous  aurons  JR.  =  ^^T=x^y^  5=0,  P=4,  Q=?o,  A^=o,  M==  o  , 
d'oîi  nous  conclurons /w  =  ±  i.En  employant  la  première  valeur 
de  /7J,  réquation  ^y-^mdxzszo^  nous  donne  j^.«rr  or  =;??  ^ ,  d'oîx  il 

wit/{  s;?  j  +  i:r,  T=  —  (<ï  +  xx) ,  — =: Q, etf* c(?/2it ,  expressions 

qui  rendeat  Téquatiori  (^)  identique;  faisant  /*=  i,  nons trou- 
verons 

et  ei^  •  rei?9ett^nt  pour  a  sa  valeur  y  —  x  y  nous  obtiendrons 
pour  Tune  des  intégrale^  premières  de  la  proposée. 
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On  déduira  llntégrale  seconde  ,  de>  celles  des  équations 


dx-\-dy  =  0,       </î+ 


»î 


dx 


dx 


dont  la  première^  donnant  :r  +jr=s/i'^  réduit  la  seconde  à 


^î  + 


X[dx       dx 


a  a 

cette  dernière  a  pour  intégrale 


7ç(tf'  —  2Ji;)  =  o: 


9jr 


î  =  «.n/<^— *(«'—»*) +  ^')i 


et  on  en  tirera  par  conséquent 

w 

**        H  dx 


^x)  +  4(û'), 


résultat  dans  lequel  il  faudra  substituer  a:  +  y  au  lieu  de  a'  ^  apris 
qu'on  aura  effectué  l'intégration  indiquée  ,  ce  qui  ne  pourra  avoir 
lieu  qu'ensuite  d'une  détermination  particulière  de  la  fonction  ^. 
Si  nous  eussions  fait  /tz  =  —  i  ,  nous  aurions  eu 

/?=iï,  r= — a,  dR=Oy  ^/T=o,  — =s ,  et^ie  =  — ;  mais  al  ors 

Sdx 
l'équation  (B)^  au  lieu  d'être  identique^  seroit  devenue  -. ==  o  ï   , 

on  ne  peut  donc  obtenir  qu'une  seule  équation  du  premier  ordre  , 
entre/' ^^yX^y  tt  i^  qui  satisfasse  la  proposée ,  laquelle  n'îa  par 
conséquent  qu'une  seule  intégrale  première.  Nous  expliquerons  plus 
bas  cette  espèce  de  paradoxe^  en  faisant  Voir  qu'il  y  a  des  équa- 
tions qui  n'en  ont  aucOne^  et  qui  dérivent  cependant  d'une  équation 
primitive. 

751.  Les  équations  du  troisième  ordre  dans  lesquelles  les  coef-  . 
ficiens  différentiels  de  cet  ordre  ne  passent  pas  le  premier  degré , 
peuvent  être  traitées  par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n".  745, 
Ces  équations  sont  de  la  forme 


d'i  ,  „  A      ^  A 


dx^ 


d\ 


dx^dy 


+  C i—  +Z>— ^  =  F. 

^     dxdy'^      dy^        ^ 


JjB^  C^DyV  étant  des  fonctions  de  ^,j^,î ,  et  des  coefficient 
différentiels  desordresinférieurs  au  troisième.  En. conservant  ,-dans  cet 
article,  les  notations  établies  dans  les précédens  ^  nous  ferons  de  plus, 
pour  abréger, 
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.,       ,     <^r  d^z  ^z 

ds  =  J.'^—^  =    /      ,     dx  +  ---^  dY=:Adx  +  y  dv. 

dxdy      -dx^dy        ^  dxdy""    -^       ^    *-r7»7^ 

d^Z  d?z  d^i 

ce  qui  nous  donnera 

d?i=.Adx^^  ^(idx*dy+  iydx dy*+  S^dy^ ^ 
et  changera  l'équation  proposée  en 

En  la  combinant  avec  \es  troi$  suivantes  : 

dr  =  euix  +  fidy,         dS" m /idx  +  yd^ ^         dt  :=zydx  A^  i^dy} 

on  pourra  éliminer  trois  des  coefficiens  ftjfi^y^J'i  le$  trois  derniers  ; 
par  exemple,  opération  qui  s'effectuera  commodément  ainsi  qu'il  suit^ 
On  multipliera  la  proposée  par  dx ,  on  fera ,  pour  abréger  dy=mdx  , 
pt  on  9ura 

Jitdx  +  J3fidx  +  Cydx  -{rDS^dx  =  Fdx  , 

dr^^ttdx -{^  f^mdx  ^  f  Adx^dr^^f^mdx 

ds  =  lidx  ^  ymdx   >   d'où   \  fidx=ids  —  ymdx 
dt=zydx  '\'  f'mdx   j  V  ydx'^dt^^i'mdx ^ 

{t  p^r  conç^quent      adx^izdr^^mds  -^^  m^dt — i'm^dxy 

^dxp=i  ^J  — /»  df  -{-  S'rn^dx y 

rydxz=^  dt  y^S'm  dx ^ 

d'oîion  tirera        ^jidr+(B^Jm)ds+{C'^Bm+Am^)df-^Fdx 

j^i^dxÇAm^-^Bm^+Cm^G)} 

S"  restera  indéterminé  dans  cette  équation  ,  qui  seroit  satisfdte  in-* 
dépendamment  de  ce  coefficient ,  si  Ton  avoit  en  même  tems 

j4  rr?  —5  m*  +  C  ï?i  r—  Z)  :=  o (^ 

4dr'{'{B'^Am)ds  +  {C'^Bm^Am^)dtT^Vdx::::zo. 

dy 
Si  on   rempttoît  pour   m  sa  yaleur  ^  >  on  changeroit  ces  4eu» 

équations  en 

4iy^—Bdxdy^'\'CdxUy'^Ddx^=0 

Âdrdx*+  {Bdx^^Adxdy)ds+.{Cdx^^Bdxdy+Ady^)dt^ydx^=o: 

Cela 
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Cela  posé ,  si  Ton  parvieni  à  intégrer  conjointement  les  deux 
équations 

dy^^mdx'=-0  \  (  \ 

ou  à  en  tirer  deux  équations  primitives  de  la  forme  M  =  ay  Nz=:'b^ 
on  aura  N=i^(M)^  pour  Tune  des  intégrales  premières  de  la 
proposée. 

Il  faut  observer  que  les  équations  (i)  renferment  en  général  huit 
variables ,  savoir  :  x^y^i^p^  ;  »  r,s,t^  entre  lesquelles  on  aura  les 
trois  équations 

di=pdx  +  qdyl  dipirzrdx  +  sdyi  df^=isdx+edyz 

en  supposant  donc  qu'on  élimine  le  plus  grand  nombre  possible  de 
Ces  variables ,  il  en  restera  encore  quatre  dans  la  résultante  ^  qui ,  par 
conséquent  ne  pourra  s'intégrer  qu'avec  certaines  conditions.  Lorsque 
les  trois  systèmes  d'équations  (t)  sont  difFérens^  et  intégrables  chacun' 
en  particulier ,  on  obtient  par  leur  moyen  trois  intégrales  premières 
de  la  proposée. 

En  procédant  comme  dans  le  n''^  745  ,  nous  allons  prouver  la 
vérité  de  la  proposition  avancée  ci  -  dessus.  Nous  aurons  d'abord 


N 


dM:^^d.f^djr+—d,+^+—d, 

dM  ,      dM  ,      dM  , 
+-r-dr+—r-ds+-T-dt 
dr  ds  dt 

.,„       diJ  ,        dN  ,       dN  ^  ,  dN  ,      dN 
dN  =  — i*+  ^4,+  ^^+-^^+^ 


=  0; 


-      dN  ^      dN  ^      dN 

nous  mettrons  ensuite  ^  au  lieu  des  différentielles  1  ^{»  ^et  ^  ^  leurs 
valeurs 

fdx  +  qdy^         rdx  +  sdy^         sdx  +  idy; 

m 

nous  éliminerons  d[y  et  Jr,  au  moyen  des  équations  (i)^  et  nous 
égalerons  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  des  différen* 
tielles  restantes,  dx^  ds  tt  di\  nous  trouverons  ainsi: 
Calcul  intégrale  ^YJ 


y 
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iU    .    </iW.       dM  ,  \       dM,         ,      ^iW,  ,     dM     y 

</iW^      dMB-^Jm  dM        dM  C—Bm+Jm* 

ds  dr         A  *      dt  dr  A  *' 

dH    /dN  '      dN  ^       ^    ■  dN ,  ^      dN ,  ^     dN      F 

rfiV        ^A^  B^Am  dN        dN   C—Am+Am' 


ds  dr       A  *      dt  dr  A 

Nous  tirerons  de  ces  équations ,  les  vateurs  de 

dM     dM     dM  dN      dN      dN 

^  M--_^—  -  _____  * 

dx   *    ds    *     dt  *    .       d3;   *    ds   ^  17  ' 

pour  les  substituer  dans  le  développeiïiep^de<^JV  =  ^(3f)</iH,  qui 
prendra  par  ce  moyen  '  la  forme 

/dN     dN       dN        dN    \ 

I   dN 

lAdr-{-(B—Am)ds+  (C'—Bm+Am')de—Fdx1 


A    dr 

'dU     dM       dM       dM 

^  dy        d[  dp  dq 


//  .-X    /^^  ^^  «^  «^        \    ^     ,  t        X  ' 


A       dr 

et  se  changera  en  " 

Adr'\-(^B—^Am)ds-\-{^C—Bm'{'Am^yt—Vdx  =  t^{^dy—mdx)^ 

si  Ton  fait 

i/A?      dU    \    dN         dN        \.^:^/dM    \dM       'dM       dM  K 

*""  I    ^JSr         ^\M)    dM  * 

A    dr  A         dr 

en  remplaçant  rfr,  di  et  rfr,  par  leurs  valeurs 

tLdx-\-^dy  ^       f^dx^ydy  ^        ydx^S'dy  ^ 

égalant  ensuite  à  zéro  ce  qui  multfplie  dx  et'  ce  qui  multiplie  dy^ 
on  obtiendra  les  équations  i^ 

A<t+{B-^Am)fi  +  (C'-^Bm+Am*)y — V=^^um^ 

Ali  +  (^B^Am)y+{C'^Bm+Am^)  <r=«, 
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entre  lesquelles  éliminant  »  ^  il  viendra. 

mais  réquation  {A)  donnant  Cm—Bm^Jr^^^=J^y  réduit  la  pré- 
cédente à  la  proposée  y  qui,  comme  on  voit^  a  lieu  indépendamment 
de  ». 

La  marche  des  calculs  précédens  est  absolument  la^ême  que  celle 
des  calculs  du  n°.  745  ;  les  uns  et  les  autres  sont  fondés  sur  les  mêmes 
raisonnemens ,  et  leur  rapprochement  prouve  d'une  manière  évidente 
qu'ils  peuvent  s'appliquer  à  l'équation  différentielle  partielle 

d^^     dx'^'dy^      dx^'^dy''  ^     dxdy""^'^  dy'' 

qui  représente  toutes  celles  de  l'ordre  n ,  dans  ksquelles  les  coefficîens 
de  cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier  degré  :  on  ramènera  donc  cette 
équation  à  deux  autres ,  d'une  forme  analogue  à  celle  des  équa- 
tions (i)  y  et  qui  ne  pourront  s'intégrer  conjointement  qu'avec 
certaines  conditions. 

753.  Proposons-nous  maintenant  djntégrer  Péquatîon 

ou  AôL-^-  B^^Cy  +  D^=Vy 

dans  le  cas  bii  les  quantités  A^B^C^D  sont  des  constantes  ^  etoti 
la  fonction  V  ne  renferme  que  les  variables  x  et  y.    Les  valeurs 
de  m  sont  constantes  alors,  et  les  équations  (i)  donnent 
y  —  wlx  =  a 

^r  +  (5  —  ^/w')  5  +  (  C— 5m'+^/7î'*  )t—fVJx=ihy 
en  observant  de  remplacer  y  dans  fVdx  ,  par  sa  valeur  à  +  m' x  ^ 
tirée  de  la  première;  et  en  désignant  par  ^',  ce  que  devient  f'par 
cette  substitution,  on  aura  par  conséquent  pour  l'intégrale  première 
de  la  proposée , 

Ar+{B—Am' )s+ ( C—Bm'+Am'^ )  t—fF' dx=p  (>—  m'x  )  ; 
lorsque  les  trois  racines  de  l'équation  {A)  seront  inégales ,  on  aura 
encore  les  deux  intégrales  suivantes  : 

^r+  (  5  —  ^m''  )5  +  (  C  —  Bm'^+^  m'"^  )  t—fV"  dx=x{y—^''  x) 
Ar+  (5~  Am'y+(C^  Bm'''+  A  m!''')  t—fr'Jx=^{y—m''x) 
Py  4  et  w ,  étant  trois  fonctions  arbitraires* 

Yyy  1 


V 
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Faisons  pour  plus  de  simplicité  f^=o,  nous  aurons  Téquatioii 

J<t  +  Bl^  +  Cy  +  DS'^o 
dont  les  trois  intégrales  premières  seront  : 

Ar-^{B  —  Am')s  +  {C—Bm'  +^;72'*  )  r=  ç  (y  —  m' a:)  , 
Ar-\^{B  —  Am')sJr(,C-Bm''^Am"^)t=:^{y—m''x)^ 

754.  Il  seroit  facile  de  remonter ,  par  des  intégrations  successives  ^ 
de  Tune  quelconque  de  ces  équations ,  à  l'intégrale  troisième  de_  la 
proposée  ;  on  pourroit  encore  y  parvenir  en  prenant  les  valeurs  des 
coefficiens  différentiels  r ,  ^  et  / ,  et  en  les  substituant  dans  réguation. 
d*i  =  rdx''+  isdxdy  +  fdy*^  qui  deviendroit  alors  une  dîfFéren- 
tielle  exacte  ;  mais  on  l'obtiendra  immédiatement ,  en  prenant 

l—f{y—^'^)  +  X  {y—^'x )  +  4  {j^wl"x ).  Cette  remarque 
est  fondée  sur  ce  que  chacune  des  trois  équations 

satisfait  en  particulier  à  la  proposée  9  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer 

en  cherchant  les  expressions  des  coeftciens  différentiels.  On  trouvera 

pour  la  première  ,  par  exemple  , 

et  =  — m^  f^"  {y--m'x )  ,  /8  =  m»  ?>'''  (^—  m'x  ) 

y^^m<i;'\y—wlx),         -   cr=       ^'"{^y  —  m!x), 

valeurs  qui  réduiront  la  proposée  à       Am^  — B  ot*  +  Cm  — Z?=  o  ; 

et  en  raisonnant  ici^  comme  on  l'a  fait  à  l'égard  des  équations 

différentielles  à  deux  variables  dans  le  n"".  647 ,  on  se  convaincra 

que  la  valeur  générale  de  la  fonction  {  doit  être  composée  de  la 

somme  des  valeurs  particulières  rapportées  ci-dessus. 

755.  L'équation  générale 

dx-^     dx^-'dy ^    Jx'-'dy'        ^   ^      dxdy-' ^     dy"^ 

se  traite  de  la  même  manière  ;  on  y  satisfait  en  faisant  [=i^[y^^mx  )  ; 
car  dans  cette  hypothèse  les  expressions  des  coefHciens  différentiels 
sont  de  la  forme 

^AT»  '     dx^^-^'^y     ^^  '        dxdy""   '  dy""      ^     * 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  n  est  pair ,  et  Je  signe  infé- 
rieur lorsque  cet  exposant  est  impair  ^  a  désignant  d'ailleurs  une 
fonction  dérivée  de  ^  ;  en  les  substituant  dans  la  proposée,  on  aura 

^/7Z"=p-ff/W--' —  T/TJ  +  C^=o      (^, 
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équation  qui  détermine  la  constante  m.  Si  Ton  représente  ses  racines 
^2Lxm\wl'  yw!"  ^wl"\^  etc,  on  pourra  prendre 
î=p(j— ^'^)  +  x(>— '^"^)  ^'\{y—rri"x  )  +  eo  {y-^m"'x^  +  etc. 
Cette  valeur  de  \  perdra  de  sa  généralité  lortque  Tcquatiçn  {A)  aura 
des  racines  égales  entr'elles ,  parce  que  dans  ce  cas  plusieurs 
des  fonctions  arbitraires  renfermeront  la  même  quantité  et  n'çn 
représenteront  plus  qu'une  par  conséquent.  Si  Ton  avoit ,  par  exemple, 
m''=:m\  les  deux  termes  ^{y — m'x) + ^iy — rfi^'x)  deviendroient  équi- 
valens  ^^^^y-^^m'x).  On  obvie  à  cet  inconvénient  par  le  même  artifice 
d'analyse  qu'on  emploie  à  l'égard  des  équations  à  deux  variables  dans 
un  cas  semblable  (  n°.  648).  On  prend  m''=/72'+i  ,  et  x  {y  —  ^"^  ) 
devient  xiy'^^'^ — Jt;c);  on  développe  cette  dernière  fonction  suivant 
les  puissances  de  A  ,  et  on  obtient  par  le  théorème  de  Taylor: 

kx  A*Jt* 

I  I  •  z 

on  fait  ensuite  — k^!  {y  —  ''^'^)=  Xi  {y  —  ^'^)>  d'où  il  suit 
Mx'^  {y  —  ^'^  )  =  —  A  x!x{y  —  ^^'x)  )  etc.  ;  les  deux  premiers 
termes^  de  la  valeur  de  {  se  trouvent  alors  remplacés  par  la  série 

kx^ 

ç  {^y—jjJx)  +  xiy—m'x  ) + ^Xi  {y—^'x) ')C^  {y-^^'x  )  +  etc.  ; 

2 

changeant  comme  ci-dessus,  f^,{y — 7ri!x)-\'X{y — w'«v)en  ^,(^ — '^/.r), 
en  faisant  â:=o,  on  aura  seulement  ^^{^y — ni!x^'\-xxXY—rnx)^  quan- 
tité irréductible  ,  qui  contient  encore  deux  fonctions  arbitraires. 

L'expression  de  jf  se  particularisera  de  nouveau ,  si  on  a  en  même 
temps  w!''  =  m' ^=  m!  ;  la  fonction  4  s'ajoutera  avec  la  fonction  (p^  ; 
mais  si  on  fait  nî^'  ^=^  m'  +  k  y  on  aura 

I  I.l  1.2.3 

on  changera      -  ^,{y  —  m' x)  ^r  -{{y — ^'^)en(p^(y  —  ^'x)^ 

Xiiy  —  ^' X  )  —H\y  —m[x)  tnxJ^y^-m'x)^ 

—  4"(^  —  »»'*  )  en  4.  (  j. — œ'x  ) , 
ce  qui^  donnera       k^ -{^"{y  —  ^'^  )  =  ^  *  4'*  (j^  —  ^^'^')  ,  ^tc. 
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les  trois  premiers  termes  de  Texpression  de  i  seront  remplacés  par  la 


série 


^.(y— 'w'^)+^Xs(j^— ^'^)+*Hs(y— ^'^)  + -Wiy-^m'x)  +  etc. 

3 

qui  se  réduit  à 

quand  on  suppose  *  ==  o ,  ou  /»'^'  =  ni'  =  m'.  Ceci  suffit  pour  faire 
voir  la  forme  que  doit  avoir  [-,  lorsque  Téquation  {J)  a  un  nombre 
quelconque  de  racines  égales. 

756.  Pour  donner  un  exemple  propre  au  troisième  ordre  ^  nous 
prendrons  l'équation  ^a  +  jr'uli  +  ^  eu*y+  i^i'^zo  ,  dans 

laquelle  2/  .=^  — ^+  ^  i* — re.  L*équation  (A)  devenant  pour  ce  cas 

u 
t^rrr — ^ i^um^  +  iiu^m — u^z=zo={em — «)^  ,  donne  m:r=^  ;    Its 

équations  (i)  se  réduisent  alors  à 

u 

dy ^  =  0,  i^dr '\'  \tnds  ^  U^dt-rrz  0\ 

en  chassera  ds  de  la  seconde^  au  moyen  de  «= — j+  ^^  s^  —  rty  qui 

_                        r/  +  ^*           .  -           u(rde  +  tdr  +  udw)  —  rtdu 
donne  5  = ,      tfi= ^ ,  et 

on  obtiendra  u?de^*^u^ tdu  —  rtudt  +  rt^du  =i=  o.  Ce  résultat  peut 

être  écrit  ainsi  :  (^udt — tdu^  («* — rt)  =  0,  et  se  décompose  par 

conséquent  en  deux"  facteurs,,    dont  le  premier  a  pour  Intégrale 

U  u 

-  =  tf.  L'équation  i/)' dx  =  o  s'intégre  avec  le  secours  de*  la 

précédente  ;  on  en  tire  dy^i^adxy  y=ax+b  ^  et  on  a  pour  l'intégrale 

première  de  la  proposée  j' ==- :=»:  +  ?  {  -  J.  Si  l'on  remettoit  pour 

u  sa  valeur  ,  cette  équation  passeroit  le  premier  degré  par  rap- 
port aux  coefEciens  du  second  ordre ,  et  ne  pôurroit  pas  s'intégrer 
par  le  procédé  du  n"".  745  ;  mais  on  peut  employer  à  sa  plac€  les 

u  u 

deux  équations  dy 4r=o,     -  =tf  ,  en  les  mettant  sous  la  forme 

^^— tfi/A:  =  o,  r  +  xas  ^  a^t^r^o. 

La  dernière  a  pour  intégrale  [^=x{y — ^^)  +y4(>' — ^^)  (  o^préc.); 
mais  d'après  ce  qui  a  été  démontré  n"".  752  ^  il  suffit  d'obtenir  deux 
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«équations  primitives 'qui  satisfassent  aux  équaticxns  (i),  pour  in- 
tégrer à  la  proposée  ;  or  ,  celle  que  nous  venons  d'obtenir  satisfait 


u 


déjà  à  -=tf  :  en  la  combinant  donc  avec  l'intégrale  de  dy — adx=Oy 

qui  est  j^  =  ax  +  ^  9  et  faisant  ^  =  f  (s)  »  on  en  déduira  une  équa« 
tion  primitive  qui  satisfera  nécessairement  à  la  proposée,  et  qui 
sera  i  =  ^{ç(a))  +^4(^(^)>,  ou  î==x(^)  +^4  W,en 
changçant  les  fonctions  x^^'^'  ^^  quantité  a  sera  déterminée  par 
réquation  jr  s;  «  x  +  f  «.  Le  systâme  de  ces  deux  équations  ne  con* 
tenant  plus  de  coefiiciens*  différentiels  ,  sera  l'intégrale  troisième  de 
la  proposée.  Nous  ferons  remarquer  que  ces  deux  équations  sont 
celles  qui  ont  été  trouvées  da^s  le  Q°.  344,  pour  les  surfaces  en- 
gendrées par  le  mouvement  d'une  ligne  droite  >  dont  la  proposée 
est  par  conséquent  l'équation  différentielle  ;  et  nous  donnerons  bientôt 
un  moyen  fort  simple  pour  revenir  des  premières  à  la  dernière. 

757.  L'application  que  nous  allons  faire  de  la  méthode  du  n"".  745  , 
aux  équations  différentielles  partielles  du  second  ordre  à  quatre 
variables ,  montrera  comment  cette  méthode  peut  s'étendre  aux 
équations  dans  lesquelles  lescoefHciens  différentiels  de  l'ordre  le  plus 
•é)evé  ne  pai'oissent  qu*au  premier  degré  ,  qtiels  que  soient  d'ailleurs 
cet  ordre  et  le  nombre  des  variables.   Soit     y 


du'    "^    ~ZF"^       dy' 


'i 


=  F. 


dudx  '      dudy   '      dxdy 

Ay  B,  C,  D^EyF^  F  y  étant  des  fonctions  des  Quatre  variables 
*»*»>'»  t  >  et  des  coefficîens  différentiels  du  premier  ordre  ; 


on  aura 


d. 


du 


d.Z     ,  dz     ,       '     dz     , 

^    du  +  -j^dx  +  —;^dy 


du 
du^ 


dx 


dy 


d'^Z  d^T 

du  +  ,    ,    dx  +  -~r  dy 


dudx 


n. 


du  + 


dxr 
X 


d^ 


dxdu 

«•-7^  =  — —du  + 

dy        dydu  dydx 

du 


dx-{- 


dudy 

dxdy 
d\ 


dy 


dx  +  -j-;^dy. 


En  faisant  pour  abréger 


n 


il 

dx 


dy 


=P 


dy 
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on  tirera  des  équations  ci-dessus 

au*        du\  duix  dudy    "^  J 

7^"d;cVP'^diax'^'"'db^^y) 

_^  ___!_/■.  d\  ^^    d^^  V 

dy*  '^  dy\      "^ dudy  dxdy    *  / 

et  par  le  moyen  de  ces  valeurs ,  la  proposée  deviendra 

^dndxdy  +  Bdpdudy  +"  Cdqdudx^—  FdudxdyZ 

—i-  (  Adx''dy^B du*dy  —  Ddudxdy) 

d'z 
+  jj-iAdxdy^+Cdu'dx—Edudxdy) 

d^dy  -^  ^  ^  é 

•       •  *  i^  •  d^7  d^z  d*r 

nen  m  deterinine  le$  trois  coempeos  -7—7-  ,   —-—  ,  -7—7- ;€t  pour 

dudx      dudy      dxdy 

que  réquation  que  nous  venons  d'obtenir  aît  lîeu  indépendamment 
de  ces  coefficiens,  il  faudra  qu'on  ait  en  même  tems 

Adx^dy  +  Bdu^dy  ^^^Pdudxdy  =0 
Adxdy^^Cdu^'dy  —  Edudxdy^O 
Bdudy''+  Cdudx^ — Fdudxdytrzo 
^dndxdy  +  Bdpdudy -i^  Cdqdudx — Vdudxdy^s:^  O. 

$i  Ton  fait  dx  =z  hdu  ^  dy  :==z  kdu  ^\^s  trois  premières  dç  ces  équations 
pourront  être  misçs  sous  la  forme 

jh^^Dh  +1?  =0  ^ 
Ak^-Ek  +  C  =o\  (^A)^ 
Bk^^Fhk+œ—o  ) 

■ 

et  comme  elles  ne  renferment  que  deux  inconnues^  elles  ne  pourroitf 
avoir  lieu  simultanément  que  d'après  une  condition  exprimée  par 
l'çquation  qui  résulte  de  l'élimination  de  h  et  de  k.  Cette  équation  ?$t 

^/?*  +  BE^  +  CP  =  j^BC  +  DEf, 

et 


A. 
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et  quand  elle  sera  satisfaite  »  on  aura  entre  les  sept  variables»,  x^ 
•X»  îi 'S /^"^^f  >  1^5  suivantes  : 

ix  —  hdun^zo  ^ 

djr  -^  kdu==:0  >    (Oî 

4h1idn+  BkJp-^-CkJq^Fkkdu^o) 

on  prouvera ,  comme  dans  le  n**.  751,  que  si  Ton  peu^ tirer  de  ces 
dernière's  trois  équations  primitives  de  la  forme  L^ayM^^i ,  N=c  , 
rinté^ale  première  de  ta  proposée  sera  N  =  ^  {L,  M  ).  Pour  fa- 
ciliter l'intégration  des  équations  (i)  ,  on  y  joindra  ,  s'il  est  né- 
cessaire, l'équation  ^{  = /2^i<  +  pdx.+  qdy  ^  qui  contient  la  relation 
qu'ont  j  avec  la  fonction  { y  les  coefficiens  n^p^q. 

11  est  bon  de  remarquer  que  l'équation  de  condition  rapportée  plus 
haut  est  précisément  la  même  que  celle  qui  doit  avoir  lieu  pour  que 
le  polynôme        ^tt*+5Ar*+C^*+/)tfx+£i^^+F:«ry 
soit  décomposable  m  deux  facteurs  de  la  £>rme    AU'\'^X'\-yy. 

758.  Si  Ton  suppose  que  les  quantités  ^^  By  C,  Z?,  E^F^  soient 
constantes ,  qu'elles  Satisfassent  à  l'équation  de  condition  trouvée 
plus  haut,  et  que  ^ne  renferme  que  u^  x  Qiy  ^1^%  équations  (i) 
auront  pour  intégrales      x — hu=ay 

y^ku=b, 
.  ^j4hJbn  +  Bkp  +  Chi^fFkkdu:^c^ 
dont  les  detrx  premières  serviront  à  chasser  jir  et^  de  ^,dans  la  dernière. 
On  déduira  de  là  AkJai + Bkp  -t-  Chq-^hk/ydu^pÇx-^hu ,  y^ku)  ^ 
et  en  suhstituaiit  successivement  dans  ce  résultat ,  les  deux  valeurs 
dont  chacune  des  quantités  A  et  à  est  susceptible  ',  on  obtiendra  le$ 
deux  intégrales  premières  de  la  proposée*  11  faudra  ^  après  l'intégracioa 
àtfFdu  y  remettre  au  lieu  des  constantes  Attb  leurs  valeurs. 

En  appliquant  le  procédé  du  n"".  716 ,  à  l'équation  précédente  ; 
on  trouvera  que   l'intégrale  seconde  de    la  proposée  dépend  de 

.  ^jc-i-.AV«  =  0,         dy  —  k'du  =  Oy 
Ad['\-  dufFdU'^duifi^x  —  hu^y'-'^ku)  =0^ 
en  observant  que  si  l'on  désigne  par  h  et  A%  A:  et  k\  les  valeurs  de  h  et 
de  A,  on  aura  9  par  les  deux  premières  équations  {A)^  B=zAhh\ 
C^=Akk.  Les  deux  premières  équations  ci-^dfssus  donneront 

x^h'u^a\         y^k'u  —  b'. 
Calcul  inUpaU  Z  z  z 


/ 


I 

4 
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.  et  par  leur  moyen^  la  troisième  condutra  à 

La  seconde  intégration  du  terme  fduJVdu ,  s'effectuera  en  substituant 
dans  l'expression  de  /F du  ^  obtenue  par  la  première  f  les  valeucs 
de  X  et  de j^,  en  a\  ^'  et  »;  de  plus,  il  est  faillie  de  voir  i|iic  Ufx pression 
^ufla'  +  {  h'—h)u ,  b'  +  {k!—  *)  «]  peut  s'identifier  avec  la 
dîtférentielrede»,  [a'  +  (V-.A)xi,  *'(*'—*)«]»  dont  la  forme 
sera  )  suivant  la  notation  que  nous  avons  adoptée  }usqu*ki  ^ 

pour  cela  il  suffit  de  décomposer  la  fonction  arbitraire  f  en. deux 
parties ,  dont  l*une  soît  p\  .  {k'  —  i) ^ii,  et  l'autre  f'\  .  (  *'  —  k}du^ 
D'après  ces  remârquies  y  la  dernière  des  intégrales  trouvées  prjké* 
demment  se  chaînera  en 

J[^fdup'du  —  f^{x^huyy-^ku)  =  c^ 

lorsqu'on  remplacera  a'  et  ^'  par  leurs,  valeurs  ^  et  l'on  en  conclura 
que  l'intégrale  seconde  de  la  proposée  est 

•759.  Nou^  lavons  déj4  fait  observer  (n*.  746)  qu'il  ne  falfôtt  pds 
croire  que  les  équations  difFétentielles  partielles  proposé»^  fassent 
impossibles ,  ou  n'eussent  point  dlâtégrale  seconde  ^  lorsque  le 
systëdte  d*équàtiôn«  difFé're>i{ielle!s  totales  ^  auquel  on  les  ramène  ^ 
lit  Iwtttôit  ttynàuire  à  deux  équatiofts  ptitnîtîves  ;  tious  allons 
ptftûvtt  cette  assièttîott  piit  ds  èxein|>1es  ,  et  nous  teittotttwbtti  th^ 
«rttt  à  fa  êinft*  de  l'espètè  de>itcyd«îrè  t^^^t  semble  prferentet  nti 
J»ieihiW  «iip-d'iKi<.  Ct  poiht ,  l\ift  des  pKte  împortâfts  de  la  théorit 
iltt  'éqùàtiôtos  diWnBfttkllw  partielles ,  ft*â  pâà  lencôre  été  su*îsamfn«lt 
éclairci ,  dû  moifts  dâite  fottS  1«5  traités  qcfi  ôiit  parti  jusqu'i  ce  jour  i 
maii  noi»  èspèfùttS  que  ce  t|tiî  suit  tie  laissitta  mtctrût  obscwtité  sur 

Dès  les  premii^rs  p»  t|u^ler  fit  llaiis  l6  Calcul  intégral  des 
différenriell^  pâvtiellel ,  il  remarqua  qû^tl  y  avdt  dès  ëqtiations  du 
second  ù\àtt  ^cii  titi  "pouvoïent  s'intégrer ,  et  auxquelles  tepettdsinl 
M  iSàtisfâBoit  d\ifte  iftIfÎAité  de  manières  ^  telle  est  par  exemple  t'équa* 

tion  très*  simple  «3^-  aai«t«  Ea  y  faisaril  {  «3  ^J4t*'Y^  et  en  supposant 


âY 

\vii  T  ne  renferme  que^ ,  on  trouve  «e**  -j-  =  a^^'Y  ^  ce  qui  4onae 

^=  — :^  ,  Y=:e  '  ,  et  patf  conséqu^t  i  =  Ar      • .  Les  quan- 

tités  A  tt  J  demeurant  indéterminées  dans  cette  expression  ,  il  s'en-» 
iôti^ue  r©ii  peut  preodre 

■  î=  ^^^^  +  BtT^^  +  Ce*"*-"?  +  etc. 

et  donner  im  second  membre  autant  de  fermes  qit'o»  youdra. 

L'équation  Rr  +  »5^  +  TV  +  ^p  4-Qf +Aï^t'*=^>  ^^»  ^^^*  même 
tjue  R  ;  Sy  T,  P,  ^>  iV.,  sotit  constans ,  ne  peut  tTintégrer  par  k  pro«- 
cédé  du  n*.  750 ,  qu'arec  irte  condition  ,  «e  réduit  à         •  •  . 

par  la  supposition  de  1  =  ^c  '"'^^  ^  «t  comme  ^  reste  indéterminé 
ainsi  que  Ttin  des  exposans  m^n^  on  aura  y  si  Ton  veut , 
.    r  =  ^^'+«r  +  jS^-'^^-V  +  a^'^y  +  et^  . 

^urvu  qu'il  y  ait  entre  m!^  et  n'i  ^eoire  m^L^  n"\  etc.  les  mêmei^/ro^ 
lations  qu'entre  m  ci  n. 

760.  Ces  solutions  sont ,  comme  dn  iroît ,  très-générales ,  mais 

jolies  n'ont  pas  cependant  la  même  étendue  qu£  cell^qui  contiennent 

deux  fonctions  arbitraires  ,  et  l'on  peut  en  obtenir  de  cette  espèce 

dans  quelques-uns  des  caj|>rà  Tûù  ne  satiroit  intégrer  îes  équations  {ff. 

*L'équ^ion  .    ^  ^  ,: 

.  dx^      dy       xdx^        V,.  X  • 

conduit  aux  deux  systèmes  d'équations  différentielles  totales  « 

j  ^    j         ■ 

doi^t  aucuq  ne  satisfait  à  W  condition  du  n"*.  7  50'^  eè  cepei^dant  f  équsl^ 

tipn  proposée  a  pour  intégrale  seconde 

î=  *(y +^)  +  VCj^  7-*) -*C*'(^  +  *)~4'(j' --*)], 

^  et  4  ^^^^   des   fonctions  arbitraires  dont  ^'  et  4^^  représentent 
les  coefficiens  différentiels ,  en  sorte  que     (  -       <  /    '^ 

d:^{x^y)=^\x^^y)[dxJcày) ,      d.A,{y^x)=^\y^x){dx^^y). 

Si  l'on  liâbeotie>celCp  intégr^ky  pour  en  é](fldn«^  lt«  foafc«î<^  adb^ 

Zzz'i    ^ 
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traîresy  on  reconnoîtra*  bientôt  pourquoi  les  équations  {a)  ne  coo-» 
duisent  point  à  sa  différentielle  première.  En  effet ,  oo  trouve 

résultat  dont  H  tst  impossible  d'éliminer  une  des  deux  fonctions  ar- 
bitraires y  et  de  déduire  par  conséquent ,  entre  p^  i^^^y  tt  i-autre 
fonctioo  arbitraire^  une  équalion  prinvtive»  comme  seroît  celle  que 
donneroient  les  équations  (  i) ,  si  elles  et  oient  oonjointemenr  ioté^ 
grablef.  En  passant  9u  second  ordre ,  oa  obtient 

r=-  wiy-^x)  +  r  (ir-^)}-*[r(j'4-*)~r(j'-*)i 

la  dernière  de  ces  équations  étant  retranchée  de  la  première,  conduit 
â' la  suivante  :  r— r=-— i[f"  (j^  +  *)  +  4*  (^  — *)  J, 

dont  le  second  membre  est  égal  à  —  ^  en  vertu  de  Tune  des  diffé* 
rcntielles  premières ,  et  Ton  retombe  par  conséquent  sur  la  proposée 
r^^t —  —  =  o.  Ojji  voit ,  par  «  ^  précède ,  que  celte  équatîoi> 

X  , 

ne  sauroit  avoir  d'intégrale  première ,  dans  le  sens  qu*on  attache  à  ce 

mot,  parce  que  le«  deu«  fonçtioas  arbitraires  ne  peiivent  s'éliminer 

qu'en  même  tems  ,  et  seulement  lorsqu'on  est  parvenu  au  second  ordre. 

Si  Ton  prend  les  différentiell  es  totales  des  expressions  dé  ptidcf, 

on  aura  ces  deux  équations 

+x{dy—dx)r'{y+x)+(Jy-dx)-i.\y'-x^^ 
d'oh  Ton  pourra  chasser  alternativement  Tune  et  Tautre  des  fonctions 
ç  et  4,  au  moyen  de  la  valeur  àt  p,  et  il  viendra 

dp  +  da+^{dy^Jx)^^%x{Jy  +  dxyf'"{y  +  x} 
dp^^q^^  (dy  +  dx}^ -^.WP; i'dyr-'df^yiyiy-^) 
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tes  dênaiières  éififations  tiennent,  en  quelque  sorte,  lieu  des )ntégrale$ 
premières  qui  manquent  à  la^ proposée^  mais  eltes  ne  peuvent  néan« 
moins  les  remplacer  parce  qu'on  ne  sauioit  les  intégrer  conjointement. 
En  les  ajoutant  et  en  les  retranchant  ^  on  en  déduit 

dp—  t dx=  —X  {dy+dx  )  p'"  (y+x)^x(  dy-dx )  V(y—*) 
dq+  ^  dy=  -.r  (Jy+dx  )  ^  ( J' +* )  +  *  (  iy-^  )  r'(^— *) 

*  X 

I 

la  première  de  ceUes>ci  a  pour  intégrale 
valeur  qui  change  la  seconde  en 

^x{dy^dx)-\"'{y—x)  5"" 

+  {dy-^dx^"  Cy-*)  S 

et  en  intégrant  on  parvient  à 

,  =  -*[,"  (^+x)-r(j'-*)]  +  9\y\-x)  +  4'(>'-*). 

La  valeur  de/^et  celte  de  q  étant  substituées  ensuite  dans  é^^s^pdx^qdy 
donnent  un  résultat  intégrable ,  et  duquel  on  tire 

on  intégreroit  dont  la  pi^^lkosee'  si  1  on  pou  voit  déduire  à  priori  les 
équations  (^)  des  équations  {a). 
Il  est  facile  de  voir  oEfaintenant  pourquoi  Téqualion 

4 
r—t+   — — y7  =  o, 

que  nous  avons  traitée  dans  le  n^.  751 ,  n*a  qu'une  seule  intégrale 
première  :  c'est  qu'il  est  impossible  de  faire  disparottre,avant  le  second 
ordre^la  fonction  f  affectée  du  signe /^  et  qu'on  ne  peut  éliminer 
au  premier  que  la  fonction  4*  ' 

761.  En  suivant  ces  considérations,  on  est  conduit  naturellement 
à  .chercher  s'il  est  toujours  possible  de  supposer  qu'une  équation 
différentielle  partielle  du  second  ordre  dérive  d'une  équation  pri» 
mitive  renfermant  deux  fonctions  arbitraires.  En  différentiant ,  jus^ 
qu^au  second  ordre  ,  ime  équation  Uss^o  ^  entre  ^  9  ^  et  { ,  par  rapport 


\ 


« 
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à  chacune  des  variables  indépendantes  >  on  n'a  que  U$  six  ^cpiation» 

1/    =0,  -; =0,  — =SO, 

entre  lesquelles  on  ne  peut  par  conséquent  éliminer  qufti^inq  quan- 
tités ;  cependant  si  17  contenait  deux  fonctions  arbitraires  ç(<)  ,  4C»)  ^ 
il  faudroit,  pour  arriver  à  une  équation  délivrée  de  ces  fonction» , 
pouvoir  chasser  des  équations  ci*dessiis^  les  six  quantités ^( /),  ^'(/)  ^ 
^''  (  ^  )  »  4  00  \  "^^  W  »  4^  («)  f  ce  qui  ne  Sil^roit  s'effectuer  à  moins 
qu'il  n'en  disparoisse  plusieurs  à  la  fois*  Si  Too  prend  pour  exempk/ 
l'équation  M=s^  (t )  +A^4  (^}  %  oo  obtiendra ^  par  un  calcul  facile  > 
mais  trop  lonig  P^^r  trouver  place  ici ,  l'équation  de  condition  qui 
doit  avoir  lieu  entre  les  fonctions  donnée  M.^N  ^t  %tUy  pour  qtie  les 
fonctions  arbitraires  ^  el^  puissent  s'éliminer  par  deux  différentlatlons. 

En  effectuant  le  même  calcul  sur  l'équation  particulière 
j=ç  (  X  '\-y  )  +  jçy4  (^-"J')  >  ^^  n'écrivant  pour  abréger  que  f ,  4  etc.  ; 
au  lieu  de  ?  (  jt  +  j^  )  /4  (<*  -^J'  )  etc. ,  on  aura  les  six  équations 


-.  i 


f=,*+jr^4"— 1*4': 
la  seconde  et  la  troisième  donnent  d'abord 

/'— f=»*>4'  +{j'r-*)4 >>.... («)*= 

ca  tire  eosuite  des  trois  dermères  »  les  équations 

r  — «=aO<  +  *H'. r.(*3 

r— t*  +/=4^^4"+4(y  — *)4'— 14... (<)j„ 

et  l'on  n'a  pour  éliminer  les  trois  fonctions  indéterminées  4  •  4'  t  4^'  » 
qu'tts  psTcil  nombre  d'équations,  savoir  :  {a)*  (^)  et  (<;). 
Oft  s'en  procureta  une  quatrième  en  prenant  la  difiérentieUe  totale 
de  (*),  qui  sera  dr-'dt=sx{dy{-dx)-\'  ■\-x{y^x)-\,"(dy~-^(ii. 
L'équation  primidve  proposée  conduira  donc  à  une  équation  <&l* 
féteotieUe  totale  entre  les  coeActens  des  deiur«remiefs  ocdres  et  lét 
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Vdriâbles  indépendantes  ;  il  est  à  propos  de  remarquer  qu'une  sem- 
blable équation  équivaut  à  deux  équations  difFé^ntielles  partielles 
ilu  trokiéffle  ordre  ^  parce  qu'en  substituant  au  lieu  de  dr^ds  ^  dt^ 
leufi  valeurs  eei^  '\'  ^dy  ^f^dx  ^  ydy  ^  ydx  +  H  y  ,  (  n**.  751  ) , 

on  pourra  égaler  séparément  à  zéro  ,  K  quantité  qui  multiplie  dx 
et  celle  qui  multiplie  iy.  On  trouveroit  le  même  résultat  en  formant 
immédiatement  toutes  les  différentielles  de  la  proposée  jusqu^au 
troisième  ordre  inclusivement  ;  car  on  obtiendroit  par  ce  moyen  dix 
équations ,  en  comptant  la  proposée  ^  et  Ton  n'auroit  à  éliminer 
que  les  huit  indàerminées  ç  ,  ^\  ^\  V  *  4 •  4'^  4'' ,  4'''  -  il  resteroii 
donc  deux  équations  .délifrées  des  fonctions  arbitraires  ^  et  4^ 

* 

761.  On  peut  prévoir  aisément  à  quel  ordre  doit  s'élever  féqua- 
floh  résultante  de  TéUmination  d'un  nombre  m  de  fonctions  arbi- 
traires contenues  dans  une  équation  prinihv^.  Supposons  ,  par 
exemple I  que  cette  équation  ne  renferme  que  trois  variables^  elle 
fournira  2  équations  au  premier  ordre ,  3  au  second,  4  au  troisième  ; 
et  par  conséquent  le  nombre  total  des  équations  obtenues  jusqu'au 
n^"«  ordre  inclusivement  »  en  y  comprenant  aussi  la  proposée  ,  sera 
exprimé  par 

1  +  1+  •....  ^An  +  I  )— ^— ^- — ^    ■     ■ — ij 

mdis  d'un  autre  côt^  ,  chaque  dlffêréntiation  introduit  dans  le  calcul 
une  ttouvelte  fonction  arbii raire,  en  sorte  quf  le  nombre  des  inconnues» 
augmente  dem  ei)  passant  d'un  ordre  quelconque  à  celui  qui  le  suit , 
tt  que  par  conséquent  ce  nombfe  sera  m  \n\  \^  ^w  n^^  ordre  :  il 
faudra  dont ,  pour  que  rélimination  devienfie  possible^  que  Ton  ait , 

4ii(n+i)<> ' \ — ^>  ou^«tt<;/i+^,  ou>B>iin-«^x  ^ 

2 

t'cst-à-dîre  qif  il  faudra  pousser  les  dîlférentîalions  jusqu'à  Tordre  mar- 
qué par  am— *!  :  te  nombre  des  équations  restantes  «fArès  TéliminatkHi 

3cy^K+llil±ii_.«  ^^^  f  )•  Si  r<m  fok«  =  s,  l'on 

dura  /t  =  ^  ,  et  on  obtiendra  trois  équations  finales  entre  les  coeifi- 
cîerts  différentiels  du  5**^  ordre; 

Cest  par  de  semblables  considérations  que  Ton  calculeroit  Tordre 
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auquel  peut  s'élever  Téquation  résultante  de  l'élimination  d'une  fonc- 

_  «     • 

tion  quelconque  >  commune  à  deux  équatioos  différentielles  partielles 
de  tel  ordre  qu'on  voudra.  S'il  falloit ,  par  exemple ,  éliminer  entre 
deux  équations  différentielles  partielles  de  l'ordre  m  la  fonction  i , 
dépendante  des  trois  variables  « ,  *  et  ^ ,  on  verroit  que  cette  fonc- 
tion ayant  3  coefficiens  au  premier  ordre»  6  au  second»  lo  au  troi- 
sième ,  etc. ,  le  nombre  des  inconnues  >  lorsqu'on  sera  parvenu  à 
l'orar e  h ,  s'élèvera  à 

I+3+6  +  IO ^("+r)(«-t-0^(n+»)(«+aXn+3) 

mais  en  prenant  les  dîfFérentielles  partiel!^  de  chacune  des  proposées 
depuis  Tordre  /^  + 1  jusqu'à  Tordre  n  inclusivement ,  on  se  procurera 
un  nombre  d'équations  exprimé  par 

X  J-  3 

et  pour  que  l'élimination  puisse  avoir  lieu ,  il  faudra  que  fon  ait 

2 

Il  faut  bien  remarquer  que  Tordre  calculé  par  ces  formules ,  sera 
le  plus  élevé,  auquel  puisse  atteindre  Téquation  finale,  dans  le 
cas  général ,  mais  que  par  Teffet  des  relatiOM  particulières  qui  peuvent 
se  trouver  entre  les  termes  des  équations  proposées^  on  ob- 
tiendra des  résultats  plus  simples.  Lorsqu'il  s'agit ,  par  exemple  ^ 
d'éliminer  d'une  équation  primitive  à  trois  variables ,  des  fonc- 
tions arbitraires  qui  ne  comprennent  que  la  même  quantité,  il 
suffit  de  descendre  jusqu'à  Tordre  marqué  par  le  nombre  de  ces 
fonctions ,  et  le  procédé  d'élimination  se  simplifie  beaucoup.  En  efifet  » 
il  est  facile  de  conclure  du  n*".  727  ^  que  pour  revenir  de  Tintég|ale 
.jyi=::=9(AQ  à  Téquation  différentielle  partielle  qui  lui  correspond  ^  il 

n'y  a  qu'à  éliminer  ^ ,  entre  les  deux  équations  dM  =0,  i/A^  =  o  , 

prises  en  faisant  varier  en  même-tems  x  ,^ ,  ;[ ,  et  les  coefficiens  dif- 
férentiels. En  vertu  de  la  première,  f  {M)  doit  être  regardée  comme  une 
constante  et  disparoît  du  résultat  ;  et  si  Téquation  proposée  con« 
tenoit  çncQre  d'autres  fonctions  dç  Af ,  elles  ne  varieroient  pas  non 

plus. 
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plus  y  et  ne  se  retrouveroient  dans  le  résultat  que  comme  multi« 
plicateurs  des  quantités  variables  qu'elles  affectent.  Si  Ton  donne  à. 
ce  résukat  la  forme  JV'==4  (3<)  ,  4  étant  une  des  fonctions  arbi- 
traires restantes ,  une  nouvelle  différentiation  effectuée  dans  la  même 
hypothèse  que  la  précédente,  c'est-à-dire  en  prenant  i/3i  =  o  ,  . 
chassera  cette  fonction  ;  on  poursuivroit  de  même  s'il  y  avoit  plus 
de  deux  fonctions  arbitraires.  Les  exemples  suivans  feront  connoître 
l'utilité  de  cette  méthode. 

76}.*  Nous  avons  trouvé  tians  le  n*.  344 ,  que  l'équation  primitive  > 

■ 

des  surfaces  composées  de  lignes  droites  assujetties  à  passer  par  l'axe 
des  [ ,  étoît  î=^?  \  j  +4r-Jî  pour  arriver  à  l'équation  dif- 
férentielle partielle ,  il  faut  éliminer  les  fonctions  arbitraires  ^  et  4«  En 
regardant  la  quantité  -  comme  constante ,  on  bmxz  xdy — ydx=zo^ 

X 

et  en  différëntiant  dans  cette  hypothèse ,  il  viendra 

Jl  =  Jxff  -jOixpdx  +  qdy=zdxfÇ  -  J  ; 

dv 
chassant  y-  de  cette  équation  au  moyen  de  La  première ,  on  ob« 

dx  * 

tiendra /yjc  +  yy  =  af^  f  -  \  On  diflérentiera'de  nouveau  en  traitanît 

y 

toujours  -  comme  une  constante ,  et  on  trouvera 

pdx  +  xdp  +  qdy  +  yiiq  :s:z  dx<p(^  -  ^  , 

résultat  qu'on  changera  en 

(p  +  rx  +  sy)dx  +  {q^sx^  ^)^y  —  ^9(-^f 

X  ^ 

'  en  substituant  rdx  +  sdy  ^  sdx  +  tdy  au  lieu  de  4^  et  de  dq  ^  et  qui 
deviendra 

(/>  +  r«  +  i^  )  X  +  (  j  +  i*  +  (y )_y=  *fç(  -  ),• 

d'V 

après  l'élimination  de  -j-.  Si  on  en  retranche  l'équation 

dx  ' 

Calcul  intégrale  A  a  a  a 


s 
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on  aura  rx*  +  xsxy  +  ry»  =  o  pour  Téquatton  diffërentlelle  par^^ 
tielle  cherchée ,  qui  sera  par  conséquent  du  secoft<i  ordre* 

Quand  même  la  quantité  comprise  sous  les  foifetioos  arbitraires 
ne  seroit  pas  donnée  expUcitemenr,  mais  dépendroit  d^une  Seconde 
équation  ^  Tétiinination  s*opérêroit  encore  comme  ci^e^us.  Nous 
allons  prendre  pour  exemple  le  système  d'équations  * 

qui  appartient  à  toutes  les  surfaces  formées  de  lignes  droites  (  n*.344  )« 
Pour  pouvoir  supposer,  constante  la  qmantité  à  ^  il  faut  qu^n  ail 

dd  ds 

réquation  —  dx  +  —dy=.Oy  qui  ne  lious  apprend  autre  chose  , 

dy 

sinon  que  ~  a  une  valeur  particulière  •  ftaaîs  inconnue  ;  nous  dé« 

signerons  cette  valeur  par  m ,  et  nous  aurons  akisi  mdx  au  lieu  de  dy^ 
{p  +qm)Jx  au  lien  de  ^{;.  Dans  cette  hypothèse  les  différentîeUes 
des  équations  ci- dessus  dofîneront  .  mssz.  a  ^  p  '^mq^i  -l  {^^ 
d'où  on  tirera  /^  +:^?  =  4  (^)  } 

diâerentiant  ja  dernière  d«  celles-ci ,  il  viendra  r+/w+«('^+^^)=o  » 
en  observant  que 

dp=  {r  +  sm)dx^  df=  (s  +  tm)dx; 

mettant  pour  m  sa  valeur  a  ,  nous  trouverons  r  +  tas  +û*2f=  ô^ 
résultat  dans  lequel  il  n  y  a  plus  qu'à  éliminer  a.  Pour  cela ,  il  faut 
difFérentier  encore  une  fois  en  faisant  comme  précédemment  ^ 

,dr:=àdx  +  (idy^       ds  =  fidx+ydy^       dt=^ydx  +f^dy  ^ 

ce  qui  devient  d'après  Phypmhèse  établie     - 

dr  =  (ài  +  lim)dx^     ds  =  {fi  +ym)dx,     ^^=={>  +  fm)dx, 

et  donne 

substituant  a  au  lieu  de  m  dans  cette  dernière  équation^  nous 
aurons  enfin  le  système  des  équations 

r  +  %iês  '\'  a^  t  =o 

«  +  3^  +  3  «V  +  ^*«^=  o, 
qui  rentre  dans   celui  dont  nous  nous  sommes  occupa  n^.  j^6. 
On  trouveront  la  même  chose  en  diflfërentiapt  trois  fois  de  suite 
chacune  des  équations  proposées  ^  et  en  faisant 

dy  =  mdx  ^       dm^=z  m^dx  ,       dm'  =  m'^dx  ; 


DM      P  LV*S  I  EU  ns      rA.RIAS  L  E  s.  555 

en  auroit  de  cette  manière 

et  il  faudroit  éliminer  172  entre  les  deux  dermères. 

764.  Après  cette  digression ,  reprenons  la  suite  de  nos  remarques 
sur  la  nature  des  intégrales  des  équations  différentielles  partielles. 
Nous  avons  vu  qu'en  poussant  jusqu'au  second  ordre  les  différent 
tiations  relatif^es  à  chaque  variable,  on  tireroit  de  l'équation  primitive 
17  =  o  renfermant  x^y  et  {  ,  les  suivantes  : 

dx"^    ~     *  dxdy  '  dy  ' 

tout  ce  qu'on  peut  faire  dans  le  cas  général ,  c'est  d'éliminer  cinq 
constantes  entre  ces  six  équations ,  et  pour  cela  il  faut  les  employer 
toutes  à  la  fois ,  car  si  l'on  passoit  successivement  d'un  ordre  à 
un  autre  on  n'en  pourrcHt  xhasser  que  quatre.  En  eilet,  si 
l'on  élimine  d*abord  deux  constantes  entre  les  trots  premières , 
le  résultat  que  nous  désignerons  par  U*  z=io^  ne  sera  susceptible 

quededeux  différentielles  partielles  ~-^  z=z  o ,  -^—^  =0  ,  entre  les- 
quelles on  ne  pourra  éliminer  que  deux  nouvelles  constantes ,  et  dans 
le  passage  de  l'équation  primitive  à  l'équation  finale  du  second  ordre 
on  n'aura  fait  disparoitré  que  quatre  constantes.  Il  est  facile  d'étendre 
ces  considérations  à  un  ordre  quelconque',  et  l'on  verra  ainsi  que 
réquatioii  différentielle  partielle  de  l'ordre  n  ne  peut  résulter ,  en 

|;eneral ,  que  de  1  élimmation  de ^— —  ^    constantes 

dans  une  équation  primitive.  * 

Lagrange  qui  a  présenté  le  premier  la  formation  des  équations 
différentielles  partielles  sous  ce  point  de  vue ,  nonMne  Intigralcs 
tomptktts  celles  qui  renferment  autant  de  constantes  qu'en  comporte 
l'ordre  de  l'équation  différentielle  .qui  leur  correspond  5  pour  les 
distinguer  des  intégrales  générales  dans  lesquelles  il  entre  des  fonc^ 
lions  arbitraires.  U  suit  par  conséquent  de  ce  qui  précède ,  que  U 

Aaaa  & 
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première  intégrale  complète  ne  doit  renfermer  que^  deux  constantes 
arbitraires,  la  seconde  cinq,  la  troisième  neuf,  etc.  On  doit  aussi 
conclure  de  là  qu'il  existe  des  équations  différentielles  partielles  du 
second  ordre,  qui  ne  sauroient  avoir  des  intégrales  premières cpiu* 
plètes  ;  car  une  intégrale  de  cette  nature  ne  pouvant ,  en  général , 
contenir  que  deux  constantes  de  plus  que  l'équation  différentielle 
partielle  dont  ejle  est  tirée  ,    il  faudroit  que  les  cinq  constantes 
que  Ton   se  propose  d'éliminer  entrassent  dans  U  de  manière  à 
-4isparoître  en  deux  groupes,  Tun  de  trois  et  l'autre  de  deux. 
Nous  allons  éclairctr  ces  notions  par  quelques  exemples. 
Soit  d'abord  l'équation 

î  =  f (  tf ,  ^,  a\  b'\  c')  +  ax  +by+  a'x^  +  t'xy  +  c'y , 
f  désignant  une  fonction  dongée  ;  on  en  déduira  par  la  différentiatioa 
p^=a  +  xJx  +  i'y  ^        y  =  ^  +  y*  +  xiy , 

tirant  de  ces  dernières  les  valeurs  des  cinq  constantes  tf^^,  a'  »^'  >  <^' 
pour  les  substituer  dans  la  première,  on  aura 
l—pi')rqy—{{rx^'\'Xsxy^ty^)M(j>—rx^sy/  q^ty—sx ^  ^r,  s,  y): 
Si  l'on  veut  que  cette  équation  puisse  dériver  d'une. équation  du 
premier  ordre  contenant  seulement  deux  constantes ,  il  faut  nécessaîr 
rement  qu'il  en  disparoisse  en  même  tems  trois  à  la  première  diffé« 
rentiation  de  la  proposée;  or,  si  on  retranche  de  celle-ci  les  valeurs 
de  /F  et  de  ^,  multipliées  respectivement  par  x  et  par^,  on  trouve 

l-px—qy  =  ({a,b,a',b\c')  —  {a'x^^yxy-\^cy), 
.  résultat  qui  ne  rempliroit  la  condition  demandée ,  que  si  la  fonction  f 
ne  contenoit  point  a\b\c\  parce  qu'alors  on  élimineroit  par  son 
moyen  la  quantité  tfV+i'jrj^+i:^*:  Tequation  finale, 

xi^px  —  qy=  if  (tf,^)  +ax  +  by 
ne  rénfermeroit  plus  que  deux  constantes  aet  b,  et  seroit  l'intégrale 
première  de 

l=px  +  fy— îC  rx^  +  xsxy+ty^  )  +  ({p-^rx—sy,  q^ty—sx). 
765.  Pour  compléter  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer  ,  U 
nous  reste  à  montrer  la  relation  qui  existe  entre  les  intégrales  com-? 
plètes  et  les  intégrales  générales.  Nous  avons  -déjà  vu  n?.  73  '  J 
comment  on  introduisoit  une  fonction  arbitraire  dans  une  équation 
primitive  contenant  deux  constantes  arbitraires  ;  le  même  procédé 
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s^applique  en  général  à  l'intégrale  première  complète  de  toute  équation 

différentielle  partielle  à  trois  variables ,  de  quelque  ordre  qu'elle  soit. 

^  Si  C^  =  <i  est  9  par  exemple  9  l'intégrale  première  d'une  équation  du 

second  ordre,  que  U'  renferi^e  les  deux  constantes  a  et  ^  ^  et  que 

dU'  dV 

l'on  fesse  •— -  da  +  — —  ^iJ  =  o ,  l'équation  V  =^0  satisfera  encore 

da  db 

à  la  proposée  quoique  l'on  ait  cessé  de  regarder  a  et  h  comme  des 
constantes  9  puisqu  on  aura  toujours -^-^  ^jf  +  -~-—rfy^=o,  ainsi 

dx  dy 

qu'auparavant  :  posant  donc  ^  ==  ^  (a) ,  il  en  résultera 

dV    dir 

-3-  +  -jj-  ^'  (d)  =  o ,  et  l'intégrale  générale  sera  représentée  comme 

da         db 

dans  le  n"".  cité  ^  par  le  système  des  deux  équations  ^ 


Si  l'on  considère  aussi  comme  variables  les  cinq  constantes  arbi« 
traires  qui  entrent  dans  l'intégrale  seconde  et  complète  27=o ,  on  ne 
pourra  satisfaire  à  la  proposée  du  deuT^ième  ordre  ^  dans  cette  hy- 
pothèse  /  qu'en  supposant  que  les  fonctions  {^  P  ^^  1  $  ^^  partagent 
point  lès  changement  qu'éprouvent  ces  quantités;  c'est-à-dire,  que 
si  on  les  désigne  par  a,  b  ^  a^  Vy  c'y  il  faudra  qu'on  ait  ea 
même  tems  ;  '        • 


da 


daJh  —  dbJf—  da'+  -idB'+^  ic'=~o  , 
da       ^  db       ^  da'       ^  db'      -de'  ' 


ce  qui  revient  à 

dU  ,        dU  „       du  ,  ,     dU  „,     dU  ,  , 
^Ja  +  —,b  +  —da'+-dy+—dc'  =  o 

^V,  ,        dV,  ,^      dU,  ,  ,      dU,  ,^,     dV,  ,  ,  »  .  -  , 

^     da        ^   db        ^  da'         ^  db'        ^  de'  "^    l^   >> 

'  dV  du  du  dU  dU 

^Jl  da  +  — '-db  +  — '  </«'+  -JL  db'+  '—^  d  c'=  o 


da 


db 


da' 


db' 


de 


'v 
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en  Misant  pour  abréger  —^  =  ^i  »  -^^— ^  ==  t^/^ 

On  n'a  par  ce  moyen  que  trois  équations  pour  déterminer  les  cinq 
quantités  a^  b^  a\  b'  j  c' \  il  semblé  donc  qu'on  peut  regarder 
deux  d'entr'elles  comme  des  fonctions  arbitraires  des  trois  autres  > 
et  faire ,  par  exemple ,  ^ =^  (  a  ,  b\  c'  )  ,  ^=4  (  ^%  *%  <^'  )  i 

mais  pour  arriver  à  un  résultat ,  il  faut  parvenir  à  déduite  des 
équations  {J) ,  trois  équations  primitives  entre  les  variables  x,yyi 
et  les  quantités  a\b\  /^  en  restreignant  d'ailleurs  le  moins  qu'il  est 
possible  la  généralité  des  fonctions  (p  et  4. 
Soit,  pour  exemple,  Téquation 

l=ia'  +  b'x  +  cy  +  ax^  +  bxy  +  may* , 
qui  est  l'intégrale  seconde  complète  de  t  — mr  =  o;  les  équations  {A) 
deviendront 

da'+    xdl/-^     ydc'^  x^da+  xyib  '\'  my^daz:^  o  \ 
db'4r%xda^  .  ydb^ô  \    {a)i\ 

de' -4-,   X  db  -{-  xmyda^=^o  )     ** 

multipliant  la  seconde  par /bi  et  l'ajoutant  à  ta  dernière,  il  viendra 
fidy^-  dc'+x  (  i(4(fa  +  db)  +y  ( (ddb  +  xmda )  =o. 

'T 

Il  faut  faire'  en  sorte  que  les  deux  quantités  qui  afFectent^ ^  ^t  y, 
soient  multiples  l'une  de  Tautre  i  or  ,  c'est  ce  qui  arrivera  si  on  mel^  la 

seconde  sous  la  forme  /at  db  +  j  et  qu'on  fasse  —  =  f* ,  on 

aura  alors  f4,  z=:do  ^/m ,  et 


dc'^^db'y/^+^^x  +y\/lh)  {db  -^  ida[/ln)  =0   >  ^,* 


de' — dV^lh'\-{x'^y^%^  {db'^xday/^) 
Les  différentielles  '  . 

dc'+db'\/m^         db  +  xda{/^,^       dc'—db'y/lh^     .    db^-Uayfmi 
considérées  isolément ,  ont  pour  intégrales 
c'  +  y  y/Ht ,        b  +  itf^/7S»         ^'  —  *'v^  9        b  —  %a\^m  ; 
et  si ,  en  imitant  le  procédé  du  n*.  73 1 ,  on  fait 
^' +  i'^/m=.(p(*+ 2ûv/^),        c'  —  *'v^=4(* — r&y/Hn^  3 
les  équations  {b)  prenant  la  forme  d'équations  primitives  deviendront 
^\b+ià\rm)'\'X+y\/lh^Qy       '\!{b^i.a\rm  )+*— j^|/^*=o* 
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Posant  eosttite  jir+^^/7»=r ,      x-^y^/ln-^u^  et  appUijuant  les  ca- 
ractéristiques  des   fonctions  dans  un  sens  inverse ,  on  aura 

ce  qui  changera  les  équatimis  {h)  en 

d^'  +  db'^/lh  +  t^\{  r  )  3  =  O  ,  dc'-^db'ï/m  +  u^  (u)  du  =0> 

dont  les  intégrales  seront 

tirant  de  ces  équatipns  et  des  précédentes ,  les  valeurs  des  quatre 
^luntités  a^b  fb't  c\  on  trouve  , 


1 


[,(0-4  («)1 


chassant  ensuite  cet  quantités^  ainsi  que  x  tt  y^  de  la  première 
des  équations  (a)  ,  on  obtient  "'  ■ 


dà 


d'ob  il  svii 


4/ot 
ft'9'it)dt-fu*4'(u)du 


a 


4|/5i 


Enfin»  par  la  substitution. de  cette  valeur  et  des  précédentes ^  l'in* 
tégrale  complète  proposée  deviendra*^ 

_f^''ip\i)dt^\tftp\t)dî^  i^(p(t)      Ju^'{u)dtt^iufu^'(^u)iu+û^{u) 

et  comme  les  fonction^  f  et  4'fiont  absolument  arbitraires ,  on  pourra 
écrire  simplement  ;f  =  ^  (r)  -f;  4  C'^)  9  ou 

^=5f  (jr +jr  j/TTz)  +  4  (^— rv^), 
résultat  qu'on  déduiroit  immédiatement  de  r —  xar=  o>  par  la  mé* 
thode  dtt  n*.  745.  Get  exemple,  quoique  fort  simple ,  entraine , 
comme  on  voit  ^  un  Calcul  asse;E.  comiplîqué ,  et  l'on  ne  connoit 
encore  aucun  moyen  pour  déterminer  j  en  général,  la  forme  des 
fonctions  qtii  peuvent  satisfaire  aux  équations  {A). 

j6€i.  La. théorie  que  nous  venons  d'exposer  sur  les  intégrales  des 
équations  difiérentielles  partielles  ^  montre  que  ce  genre  d'équations 
a  aussi  ses  solutions  parlicuHères ,  et  donne  les  moyens  de  les  trouver» 
En  effet ,  si  27  =  o  >  désigne  l'intégrale  complète  d'une  léquatioa 
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différentielle  partielle  du  premier  ordre^  et  que  a  et  ^  soient  les  cous* 

tantes  arbitraires ,  le  système  des  équations 

dU ,         dU , 

da  db 

comprendra  toutes  les  manières  possi6te#  de  satisfaire  à  la  pro- 
posée 9  et  la  généralité  de  Tintégrale  Uzi^  o  dépenj^ra  de  celle  de 
la  ^détermination  des  quantités  a ,  b.  Nous  ayons  fait ,  dans  le 
O'*  731,  *=^(^)>  ce  qui  nous  a  conduits  à  Tintègrale  générale  ; 

.  .  ^  dl/    '  dV 

mais  on  peut  aussi  poser  en  meme*tems  — p-  =  0^        —--=0:  ces 

da  db 

m 

équations  détermineront  ^  çt  *  en  :r  ,^  et  :f.  Après  la  substitution  des 
valeurs  qu'elles  auront  données^  27  =  0  ne  contieodra  jrfus  de 
constantes  arbitraires  ^  et  sera  par  conséquent  la  solution  la  plus 
particulière  que  Ton  puisse  obtenir  pour  Téquatron  différentielle  par- 
tielle proposée.  Il  est  facile  de  voir  que  ce  raisonnement 
conduit  aussi  aux  solutions  particulières  des  équations  différen- 
tielles partielles  d^s  ordres  supérieurs,  lorsqu'on  connoît  leur  inté- 
^ale  première  complète  y  et  que  les  solutions  obtenues .  alors  sont 
exprimées  par  des  équations  d'un  ordre  immédiatement  inférieur. 

.    Soit  pour  e«mple.  Téquation  ;^^s=:.  ax  Ar  *^  +  f(tf,  *)^ 

dans  laquelle  f  représente  une  fonction  donnée  des  constantes  a^  b\ 
}1  est  facile  de  reconpoitre  que  cette  équation  est  l'intégrale  complète 
de  {  ^=^px  4-  «y  +  f  C/'  »  ^  )  >    ^     et  on  reviendroit  de  celle*-ci 

à  la  première,  par  la  transformation  du  q*.  7)8.  Cela  posé,  ^ 
faisaijt  varier  .^  et  * ,  on  trouvera 

xda,é*y^^  +  ^'d(L  +  TiA  =  o  , 
4'oîi  on  tirera  a;  +  f  =  o ,       J^  +  f '  =  o , 

équations  au  moyen  desquelles  on  éliminera  a  et  ^ ,  de 

:j;=*:tf:r  +  *y  +  f(tf,*), 

et  la  résultante  sera  la  solution  particulière  de    [^px + iy + f  (/» ,  ?  ). 

Si  l'on  avoit  f(a,*)  =  fltK  i  +a*+**,  l'intégrale  proposée  et 
^'équation  différentielle  parûelle  correspondante  devtendroient 

l=px  +  qy  +  Cl  )/ i+f,^  +  f  i 

les 
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les  équations  qui  doivent  doimer  la  solution  particulière  seroient  alors 
on  en  tireroit 


et  c^s  valeurs  conduiroient  à  l'équation 

ijuî  satisfait  à  l'équation  différentielle  partielle  proposée,  et  nest 
point  comprise  dan?  son  intégrale  complète  »  ni  même  dans  son 
intégrale  générale,  exprimée  par  le  système  des  équations 

-  ^^  I +  «•  +  «>  w 

Les  équations  {A)  du  n\  765  ,  jointes  à  27  ?:=  o ,  forment  un 
système  dans  lequel  sont  comprises  implicitement  toutes  les  équations 
primitives  qui  peuvent  satisf<^re  à  l'équation  difFéréntielle  partielle 
du  second  ordre  correspondante  à  £/  =  o.  Si  Ton  élimine  des  équa- 
tions {A)  deux  des  difFérentietles  da^db^dc^  da\  db\  qui  n'y  entrent 
qu'au  premier  degré  ,  et  qu'on  égale  séparément  à  zéro  les  coefE- 
ciens  des  trois  qui  restent  dans  l'équation  finale  ,  on  aura  trois  nou- 
velles équations  à  combiner  avec 

pour  chasser  les  cinq  quantités  a  ,^ ,  c ,  tf%  6^  :.  la  résultante  sera 
une  solution  particulière ,  du  premier  ordre ,  de  l'équation  du  second 
ordre  proposée. 

767.  En  appliquant  au  sujet  qui  nous  occupe  dans  ce  moment, 
les  principes  et  la  notation  employés  dans  le  n*".  668  ,  on  en  déduira 
le  procédé  qu'il  faut  suivre  pour  tirer  immédiatement  des  équations 
différentielles  partielles  leurs  solutions  particulières.  Soient 

Calcul  intégral.  B  b  b  b 
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les  parties  que  produisent  dans  la  différentielle  totale  des  fonctions 

dr     d?     d^r 

î,  T-»  T^»  -7-^j  etc.  la  variation  des  constantes   arbitraires  de 
dx    dy    dx,^ 

rintégrale  complète  ;  en  différentiant  la  proposée  par  rapport  à  la 
caractéristique  d' y  on  aura ,  si  cette  équation  est  du*  premier  ordre  ^ 
un  résultat  de  la  forme 

dit?  dJ*z 

qui  deviendra          />_-!■+(>  -—1  ^Rd'z=zo^ 

*        •  dx  dy  ^  ^ 

en  intervertissant  Tordre  des  caractéristiques  d  ^\.  d!  ^  et  sera  par 
rapport  à  /{ ,  une  équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre. 
Il  faut ,  dans  le  cas  des  solutions  particulières  ,  que  Ton  ne  puisse 
rendre  à  la  valeur  de  {  sa  généralité  par  le  moyen  de  celle  qu'auroit  d\y 
qui  contiendr  oit  nécessairement  une  fonction  arbitraire,  si  Ton  n'a  voit 
pas  en  même-tems  F  =  o,  Q=;o.  Telles  sont  les  équations  qui 
doivent  avoir  lieu  conjointement  avec  la  proposée  ^  pour  que  celle-ci 
ait  une  solution  particulière  ;  et  le  facteur  commun  qui  les  rend 
identiques  toutes  trois  ,  sera  la  solution  cherchée. 
Pour  déduire  immédiatement  deTéquation  différentielle  partielle 

l—px  -^  qy  ^i{pyq)y     ■  . 
la  solution  particulière  que  nous  avons  obtenue ,  au  moyen  de  son 
intégrale   complète ,  dans  le  xi%   précédent,    différentions-la    par 
rapport  à  la  caractéristique  d! ,    c*est-à  «dire  en  ne  faisant  varier 
que  les  fonctions  i^p.et  qi  nous  en  tirerons 

d\  =  {x  +  f)d'p+{y+{^^)d'q, 

et  nous  conclurons  de  là  les  équations 

Ar  +  f=o,  ^  +  f=o, 

qui ,  par  l'élimination  de  /^  et  de  q  j  nous  conduiront  au  même 
résultat  que  ci-dessus  ,  puisqu'elles  sont  de  la  même  forme  que  les 
équations  dérivées  de  l'intégrale  complète. 

Lorsque  fip^q)=àt,V'  i  +?""+  3V>  les  équations  précédentes 
deviendront 

etp  et  g 

y-t-     ^ L =o>      y+    ^ 1 r— =0, 


i 
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et  l'on  trouvera  par  conséG[uent ,  comme  ci-dessus  ^ 

pour  la  solution  particulière  de  l'équation 

Quand  Téquation  proposée  sera  du  second  ordre ,  sa  différentielle 
p  rise  par  rapport  à  la  caractéristique  ^' ,  pourra  être  représentée  par 

si  cette  dernière  restoit  complète ,  elle  seroit  du  second  ordre  par 
rapport  à  i^{,  et  pourroit  avoir  par  conséquent  la  même  géné- 
ralité que  .la  proposée  :  pour  la  restreindre ,  il  faudra  faire  dis- 
paroître  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevée  en  supposant 

/î==o,      ^=0,      r=o; 
et  lorsque  ces  dernières  s'accorderont  avec  la  proposée ,  le  facteur 
commun  qui  en  résultera  sera  la  solution  particulière  demandée. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  méthode  »  que  d'après  ce 
qui  précède  ,  il  est  facile  d'étendre  à  tel  ordre  et  à  tel  nombre  de 
variables  qu'on  voudra  ;  nous  l'avons  présentée  d'après  le  mémoire 
de  Legendre ,  déjà  cité  n^.  66^  i  niais  on  peut  aussi  la  déduire  des  prin« 
cîpes  de  Lagrange  exposés  dans  le  n"*.  580. 

7^8.  Après  avoir  inutilement  tenté  de  découvrir  l'intégrale  pre- 
mière  de  l'équation  --  -— ^  =  -7-^  +  -r  j^  laquelle  il  a  voit  été 

^  a*  dx^    .   dy^        x^  ^ 

conduit  J)ar  des  recherches  sur  la  propagation  du  son ,  Euler  îmagîna 
de  chercher  immédiatement  la  forme  de  son  intégrale  seconde ,  et 
trouva  que  Ton  pou  voit  satisfaire  à  cette  équation  par  la  suite 
indéfinie  t 

j=  Ay^iydtz  ax  )  +  5y"+>'  (  y:àz^x  )  +  Cf^p'*  (y^^x  )  +  etc. 
dans  laquelle  p ,  f',  f'%  etc.  représentent  les  coefficiens  différentiels  de  la 
fonction  p\  il  devina  la  forme  des  quantités  qui  dévoient  entrer  sous  les 
fonctions  arbitraires,  par  celles  que  renfermoit  l'intégrale  de  l'équation 

—  •— ^  =  YT9  ^^^^  ^*^»  P^^  rapport  aux  termes  du  second  ordre , 

la  même  que  la  précédente  et. qui  s'intégre  facilement.  Enfin,  pour 

Bbbb  2 


/ 
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déterminer  les  coefBciens  constans^,  B,  C,  etc.  il  substituâtes 
valeurs  de  { ,  ^-~ ,    j\  ^  dans  Téquation  proposée ,  et  il  égala 

ensuite  à  zéro  le  multiplicateur  de  chaque  foncdon  arbitraire.    En 

effectuant  ces  opérations  on  trouve . 

'  '  ^  J'Y' +  etc. 

+  xTiAy-'ip'  +  1  («  + 1  )By''^''  +  etc. 

+  ^y^''+  etc. 

:+  iB^j.--^  +  ^  ^j^""->'+  »  C^>''+  etc. 

les  fonctions  arbitraires  étant  indiquées  seulement  par  leurs  caracté* 
listiques  ^  pour  abréger ,  et  Ton  conclut  de  là 

(«  +  l)n-B+  2/ï^  +  i85  =  o, 

(7i  +  a)(/2+i)C+2(»+ i)5  +  i0C:=o,     " 
etc. 

La  première  de  ces  équations  exprime  une  condition  5  car  elle  déter- 
mine i8  et  donne  i8= — n{n — i)  ;  on  tire  ensuite  de  la  seconde  j5= — J^ 
et  les  équations  qui  viennent  après  ^e  réduisent  à 

m 

a(n+T)i?  +  2(2»+r  )C=o  \  (  (n+i)5+i(/ï+7)^=o 

2(«+i)C  +  2(3'*+3  )D=o  I  \  (»+i)C+3(;2+f)Z?=a 

2(/i+3T^+*(4«+6  )£  =  ©  >  ou  \  (/2+3)-D+4(/i+|)^  =  o 

2(\î  +  4)£+i(5«+io)f=o  \  i  («+4)iE:  +  5(;2+^>/'=o 

etc.                                         J  \     etc. 

Prenant  les  valeurs  des  coefficiens  ,  après  avoir  substitué  — A  au  lieu 
de  ^  y  on  aura 

4(«  +  T>  i«3'4(n 


5C«  +  t)  i.3-4-5(»  +  Î)(«  +  ï> 

etc. 


^ 
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On  rcconnoît  à  rinspeciion  décès  résultats,  que  la  série  prise 
pour  représenter  ;[,  $t  terminera  toutes  les  fois  que  /2'sera  ua 
nombre  entier  négatif.  Il  suit  de  là  que  Téquafion 

1    ^{  ^  d\         i(i^  i)i  ' 

dans  laquelle  se  change  la  proposée,  lorsqu'on  fait  n  =  —  ^*j  ce 
qui  donne  i8= — i(^i+  i),  a  pour  intégrale  seconde  une  équatioa 
de  la  forme 

+  etc *.. ; 

car  puisqu'on  y  satisfait  également  en  mettant  y  -^-tf-x  et  j'-t-*»  x  , 
sous  les  fonctions  arbitraires ,  on  peut  affecter  chacune  de  ces  quantités 
d'une  caractéristique  différente  et  comprendre  le  coefficient  indéter- 
miné A  dans  les  fonctions.  Si  l'on  prend  i=  i  ,  ce  qui  est  le  cas  le 
plus  simple ,  la  proposée  et  son  intégrale  deviendront  respectivement 

I    d\  ^  d\         :^ 

*t*  dx''       4y*        Jt*  • 
l—-i^(,y'\r^x)  +  '{{y  —  ttx)'\  —  (p\y  +  <tx)—\'{y  —  Axy. 

y 

La  même  méthode  pourroit  s'appliquer  à  l'équation  diffcreniielle 
partielle  du  second  ordre  et  du  premier  degré, 

si  Ton  parvenait  à  connoître  les  quantités  qui  doivent  entrer  sous> 
les  fonctions  ;  nouS'  allons'  montrer  »  par  une  transformation  très- 
remarquable  que  ces  quantités  ne  dépen'dent  que  wdes  termes  du 
second  ordre»  ' 

769.  Supposons  qu'à  la  place  des  variables  x  et  ^ ,  on  en  in- 
troduise  deux  autres  u  et  v ,  qui  soient  des  fonctions  quelconques 
des  premières  y  ;^sera  dans  cette  hypothèse  une  fonctionde  ugi  der  ^ 
et  l'on  aura 
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,         du  ^         du  ^ 

dv  .        dv   ^ 


^,  =  ^<..  +  'î 


dvi 


du         *   dv 

iubstituan^t  dans  la  dernière  équation  les  expressions  de  du  et  de  dv  ^ 
on  trouvera 

^\TuJi^^ll^li)^\Tud^^7id^)^' 
et  comparant  avec  d[  =Lpdx  +  qdy  ^  il  viendra 

d[du     d[dv  d[du     d[dv 

du  dx      dv  dx^  du  dy      dy  dy 

En  différentiant  ces  expressions  on  obtiendra 

^ç    du^  d\    du  dy  d^[  dv*  d^    d^u  d[   d^v. 

du*   dx*  dudv  dx  dx  dv*   dx*  du  dx*  Av   dx* 

d*i  du  du  d*[    dudv  d*[  dv.dv  d^    d*u  d[    d*v 

du*  dx  dy  dudv  dx  dy  dv*  dx  dy  du  dxdy  4v  dxdy 


d*i^    du  dv 


dudv  dy  dx 
^7    du*  d*i    dudv 


d* 


[    dv*         di   d^u 


du*    dy*      '     du  dv  dy  dy  '     dv*   dy*     *  du  dy^ 

par  la  substitution  de  ces  valeurs  l'équation 


+ 


dv  dy* 


deviendra 


( 


(^du  dv 


^  du*  du  du      ^di^\d*r 

R US— — i-r — )— i- 

dx*         dxdy        dy*/du^ 


'du  dv     du  dv 
\dx  dy     dy  dxJ 


/au  av     au  av\        ^au  av\ 


,du  dv\  d*i 


dy  dy/dudv 


/n^^' 

+(^-^ 


dv  dv     ^dv*\d*7 

+S +  7 )— ^ 

dx  dy         dy*  /  d\^ 


=  JM, 


+ 


^*// 


d*u 


A*U  du 


du\d  [ 


dxdy        dy^         dx         dy/du 
d*v      ^  d*v       ^d^v        dv      ^dv\dT 

'   dy*^    dx^^dyJlv 


\   dx* 


dx^        dxdy 


+  Ni 


Z' 
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On  peut  disposer  des  fonctions  u  tl  v  pour  simplifier  cette  équa« 
tioh  ;  si  Von  fait  ' 

te 

^  du*^       ^du  du      ^  di^ 

dx  dxdy  dy 

„  dv^  dvdv  dv"^  .^  ^  ^ 

R-J—+S +7 -.=  0 

dx*  dx  dy  dy"^ 

î     J^2  d*T 

les  termes  affectés  de --r\  et  de— ^  ,   disparoîtront  et  elle  prendra 

du*  dv""  *        ^  ^ 

la  forme 

on  changera  les  quantités  ^î, ,  P, ,  Q, ,  A^,  et  M^ ,  en  fonctions 
de  «  et  de  V ,  lorsqu'on  aura  déterminé  ces  dernières  par  le  moyen 
des  équations  posées  ci-dessus  ,   qui  se  réduiront  à 

Rm''  +Sm  +  T=o, 


Rn*  +  S 


n  +  T=  o,  f    ^    ^ 


•  „  ^ .  du  du  dv  dv 

SI  Ion  y  fait  —-  =  /»-—  •—  -^m-—. 

dx  dy  dx  dy 

Il  suit  de  là  ^  que  mt\n  seront  les  racines  de  Tune  quelconque  des 
équations  (i) ,  et  ne  renfermeront  que  les  variables  x  et  yi  substi* 

du      dv 

tuant  donc  les  valeurs  de  -7-  et  — -  •  dans  celles  àtdu,  et  de  dv^  on  aura 

dx     dx 

du  dv  • 

duz=z-—  (^dy  +  mdx)  ,  dv  =  ^-(^dy  +  ndx)  , 

dy  dy 

et  comme  il  ne  s'agit  que  de  satisfaire  aux  équations  (^  )»   on 

du      dy 

pourra  regarder  les  coefficiens  indéterminés  -p  €t  -—  ,  comme  les 

dy       dy 

facteurs  propres  à  rendre  les  fonaions  dy  +  mdxtxdy  +  ndx  , 
différentielles  exactes  ;  en  désignant  par  17  et  F  y  les  intégrales  d€ 
ces  différentielles,  on  aura  les  équations  u=  l/^  i/=f^,  qui 
serviront  à  déterminer  x  et  y  /tn  u  et  v.  {*) 


(*)  Si  Ton  pouvoît  intégrer  l'équation  (2),  l'équation  (i)  seroit  censée  intégrés, 
puisque  la  recherche  de  u  et  de  v  ne  dépend  que  des  équations  du  premier  ordre  ; 
or  voici  comment  Euter  traito  l'équation  (a).  Il  £iit  {=^:u;^ ,  et  tt  fi  étant  deux 
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770.  Supposons  maintenant  que  ^soit  développé  dans  une  série 
die  la  forme 

'J+  Bp{ct)  +  Cf'(a)  +  D  ^\a)  +  etc.  ' 
+  BM^)  +  C,4X*)  +  D,^\lè)  +  etc. 
€t  substituons  ^  dans  l'équation  (i)  ^  cette  expression  ainsi  que  celles 
qui  en  résultent  pour  les  -coefficiens  différentiels  de  ^ ,  afin  de  dé* 
terminer  les  quantités  «  et  jS  comprises  sous  les  fonctions  arbitraires. 
Nous  pourrons  Jabord  faire  abstraction  de  Tune  de  ces  fonctions, 
de  4  9  P^^  exemple  ;  car  il  est  aisé  de  voir  que  les  termes  qu'elle 
produira  dans  le  résultat  final ,  seront  semblables  à  ceux  que  donne 


foncîions  indéterminées  de  tf  et  de  v  ;  en  substituant  les  valeurs  de  £  et  de  ses 
coefficiens  différentiels  dans  la  proposée  ^  il  obtient 

'    «t  pour  réduite  cette  dernière  à  la  forme 


+  P,  >f  =  Af 


dudv       \dv  '    /du 

qui  s*intégre  facilemenit  par  rapport  à  la  fonction  /3 ,  lorsque  a  est  donné  ea  «et  r 

dtL 

(  n*.  743  ) ,  il  suppose  qu'on  ait  ---  +  Q,  =  o  ^ 

d^A     ,</*</«,„*«,  ^    i/*    ,    ^, 


dudv       du  dv  du  dy 

Il  tire  de  la  première  de  ces  équations,  et=:^-/Q|</i{-^r',  ^désignant  une  fionctîoa 

arbitraire  de  v ,  et  il  change  la  seconde  en       M— P, Qi—  -^  =  0  , 


dv 


en  y  mettant  à    la  place  de  -—  et  de  ■       .   ,  leurs  valeurs  — Qt  et  —    ^' 


du  dudv  ^  dv 

.  Lorsqtie  les  quantités  Ng-tP^  et  Qi ,  satisferont  à  cette  équation ,  là  proposée ^'inté-* 
grera  avec  deux  fonctions  arbitraires  »  Tune  de  u  et  l'autre  de  v  ;  c'est  pourquoi  on 
peut . négliger  V  dans  l'expression  de  «  :  on  obtiendra  fi,  en  changeant  x  en  » , 

det 

y  en  V,  Pcn  — •  +  P, ,  et  Q  en  Afit— *,  dans  l'intégrale  de  l'équation 

d*f  dr 

*    ^    +  P  -ji-:=  Q ,  trouvée  n*>.  743.  La  valeur  de  iVg ,  donnée  par  Téquation  de 

condition, étant  mise  dans  l'équation  (a),  celle-ci  devient 

ia 
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la  fonction  ^ ,  ,et  seroient  susceptibles  d'être  traités  comme  ces 
derniers.  En  prenant  donc  seulement 

Iz=zJ^Bç(ôl)  +  Cp'  («)  +  /?*"(«)  +  etc. 
nous  trouverons 

di  _dJ_        dB     _         dC 
du        d 


d[  _  dJ 
dv        dv 


+  B^^'(a)  +  C^fX»)  +  etc.  ) 

dB  dC  \ 

+    —*(«)+    ^*  (*)  +  etc.  i 
+  5-^?'('0  +  ^5;*"(«)  +  etc.  J 


dB  d»,   ,,  .   .    </C«^«   ,,,  ,   . 

if-ff  dcL     ,,  .  dC  da,.   ^  .  ^ 

+  -r-  —  *  («)  +    vT  77.  *  W  +  etc. 


:+iï 


^r  du 

d^A 
dudv 

dtt  det 


dv  du 


*'W  +  ^5ïï2;*"W  +  etc. 

d<t  di 


+^7::x:*''W  +  ^xx:A«)  +  etc. 


du  dv 


du  dv 


formule  qui  renferme  une  infinité  d'équations  intégrables  du  premier  degré  et  du 

second  ordre.  On  pourroit  faire  disparoître  dans  la  transformée  le  terme  afiècté 

d^  d^ 

de  -7-,  au  lieu  de  celui  qui  contient  -7- ,  et  l'on  arriyerolt  ainsi  à 
du 


Si  l'on  prend  pour  exemple  -; — r-+tf-7^+^-r^+cr=A/t  : 

dudv         du         dy       ^  '  ' 

on  trouvera  l'équation  de  condition     c — ^  ^  =  o  »  puis  «  =  — -  i  tf  ^  d'où 

dudv         du 

et  par  conséquent 

ç  =  e-«^*»/Vtf/<«»'+»»j|f  ,i  V  4-  c-»''(f  (tt)  +  r-**'^  (v). 
Calcul  intégrais  C  c  C  G 


I. 
I 
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substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (i)  ,  ordonnant  le  résultat 
par  rapport  aux  fonctions  arbitraires^  égalant  à  zéro  ce  qui  multiplie 
chacune  d'elles  ^  et  nous  bornant ,  pour  plus  de  simplicité,  aux 
uois  premiers  termes  de  la  valeur  de  i ,  nous  obtiendrons  les  équations 


d^A        ^   dA        ^  dA 


dudv  dit  dy 

d^B    .    ^   dB      ^   dB 


dudv  du  dv 

d'C        „   dC       \^  dC 


dudv  du  dy 

\dudv  ^     '  du^  ^'  dvJ^dudv     dvdu 
jÇ  £*       dCdA       ^/  d'A     ,j,  dit     'd*\  dct.  d» 

dudv^j;di-^\d;n;;-^^'-^+^^^)-^^-j^j;;=°y 

^det  dtt 

C =  o: 

du  dv  / 

qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  d'intégrer  complètement,  maFs  auxqueltcs 
il  suffira  de  satisfaire,  pour  avoir  les  fonctions  A^B y  C,.  etc. 

•  ,  ,  dtL  dct 

La  dermère  donne  d'abord  -—--  =  0,.  qui  se  décompose  dans 

du  dv 

dtt  dct 

les  facteurs  —  =  o,   —  =  0,  desquels  il  résulte  que  «  ne  sauroît 

être  qu'une  fonction  de  v  sans  v^  ou  une  fonction  de  n  sans  v^. 
et  comme  il  est  évident  que  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  qu'on 
donne  à  la  série  qui  représente  ;;; ,  on  parviendra  toujours  à  une 
dernière  équation  de  condition  de  la  même  forme  que  dans  le  cas^ 
particulier  que  nous  venons  d'examiner ,  nous  conclurons  de  là  que 
les  fonctions  arbitraires  qui  peuvent  entrer  dans  la  valeur  dt^,  sont 
nécessairement  de  la  forme  ç(x^),  ^(v)  ,  du  moins  lorsque  la  transfor- 
mation employée  ci-dessus  peut  s'effectuer. 

'771.  Il  se  présente  en  effet  deux  cas  dans  lesquels  elle  ne  sauroit 
avoir  lieu  r  i**.  Lorsque  les  racines  des  équations  Çb)  (  n**,  précéd.  ) 
sont  égales,  ce  qui  arrive  quand  on  a  4/îr=i*;  il  vient  alors 

/du  p  dv 
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cl*oh  il  résufre  que  les  variables  u  et  v  ne  peuvent  être  regardées 
comme  indépendantes  :  on  se  bornera  dans  ce  cas  à  chasser  une 
«eule  des'  variables  at  et  ^,  En  supposant^  par  exemple,  que  x 
«st  donné  en  i^ ,  par  le  moyen  de  l'équation  ^  =  U  y'on  aura 


du 

Ix 


du 


m 


m 


di  du 


^        du  dy  '^  dy^  ^ 


dy^         '^  du  dy^ 

,                 d^^  du^  d[    d^u        d[dudm 

.   du""  dy^  du  dxdy      -du  dy  dx 

d\  du^  dl  d^u        d[  du  dm 

d  tt*  dy  du  dy^        du  dy  dy 

_       d^idu*  didu^        d\ 

avec  ces  valeurs,  et  en  observant  iR;w'  +  5'/w+  T  =  o,on  donnera 
à  la  proposée  la  forme  t^  +  Q-  T^  +^.  "7^  +  -^lî  —  ^<- 

*^  dy^  dy  du 

&"*.  Quand  on  a  en  même  tems  S  z=zOy  T=o ,  dans  l'équation  (i)^ 

du  yd^  .  ■    . 

il  résulte  des  équations  (j)  —  =  o ,      —  =  o ,  ce  qui  fait  voir 

dx  dx , 

que  les  nouvelles  variables  u  ti  v  ne  dépendent  que  dej^;  mais 

comme  l'équation  proposée  est  alors 

ea  divisant  tous  ses  termes  par  P  y  on  lui  donnera  la  forme 

Semblable  à  celle  de  l'équatio^i  du  cas  précédent:  il.  suffira  donc 
d'examiner  en  particulier  féquation  ci-dessus ,  pour  savoir  à  quoi 
s'en  tenir  sur  les  exceptions  annoncées  au  commencement  de  cet 
article.  Si  l'on  y  fait  {  =  ^  +  Bp{<t)  +  Ç^' {a)  +  Df{tt)  +  etc. 


(*)  U  faut  bief!  se  garder  de  confondre  le  ~  du  soçQnd  membre  de  la  der» 

dr 

nière  de  ces  expressions,  avec  ^,  qui  représente  aussi  le  coefficient  différentiel  '■^ , 

dy 

maïs  avant  la  transformation  ;  car  rélimînatton  de  jc  ,  au  moyen  deTéquation  n:=^U^ 

changera  la  forme  de  {  par  rapport  à  la  variable  y,  lorsque  V  contieodra  cette 

variable.  -  - 

Cccc  X 


•^... 


,* 


J7i  Ch.  IV.  Intégra ti on  des  foncti ons 

en  opérant  comme  dans  le  n°.  précédent ,  on  trouvera 

d*S    '        dB  'dB 

d'C       „  dC  ^    dC 

a;c'  dx  dx         \^   dx       ^      </y 

</iC  dA        '    d^tt         _  ^r* 


^---  +  <^7:r  +  ^:>rr  =  o, 


(et 

dx  dx   ^    ^  dx*  ^  '^  dx 
dt^ 


La  dernière  de  ces  écfuations  donne  —  =  0;    Tavant  -  dernière 

dx 

^      ^      ^  dA 

donne  C=o,  ce  qui  réduit  la  troisième  à         Q,F  — =  o;inaîs 

dy 

comme  on  ne  sauroit  anéantir  B ,  sans  faire  disparoître  la  fonction 
arbitraire  ç ,  on  ne  peut  remplir  la  condition  actuelle  que  de  deux 

dût, 

manières ,  savoir  :  quand  Q,  =  o ,  ou  quand  —  =  o.  Le  premier 

dy 

cas  est  le  seul  qui  admette  une  fonction  arbitraire;  car  dans  le  second 

det  dtf, 

A  =::  const ,  puisque  Ton  a  en  même  tems-—  =  0,  et  —  =0.  II  est 

dx  dy 

dA 

d'ailleurs  évident,  qu'à  cause  de  —  =  o ,  *  ne  renferme  qtiejK  9  et 

dy 

que  par  conséquent  ^  (ce)  revient  à  ^  (y)  :  on  trouveroît  aussi  que 

4.(/8)  se  change  en  4Cy)«  O^  se  convaincra  sans  peine  que  Ton  ob- 

tiendroit  des  résultats  semblables  aux  précédens  ^  quel  que  fut  le 

nombre  des  termes  de  la  valeur  de  { ,  et  Laplace ,  qui  présenta  le 

premier  aux  Géomètres  les  considérations  exposées  dans  cet  article 

et  dans  les  deux  précédens,  en  conclut  que  Téquation 

n'admet  pas  d'intégrale  générale  lorsque  Q,  n*est  pas  nul,  quoique 
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cependant  elle  puisse  être  encore  susceptible  ,  dans  ce  cas ,  d'une 
infinité  de  solutions  particulières  très -étendues.  Pour  en  donner  un 
exemple  il  prend  Téquation 

d^r  d7  dr  ~ 

dans  laquelle  a^b^c  désignent  des  constantes,  et  il  y  satisfait  par  un 
procédé  analogue  à  celui  que  nous  avons  appliqué^  dans  le  n^  779  » 
à  réquation  Rr  +  Ss  +  Pp  r\-  Qq  +  A^  ^  =  o , 

dont  celle-ci  n'est  qu'un  cas  particulier. 

772.  Revenons  maintenant  à  Téquation  (î)  ,  eh  y  supposant 
d'abord  Af,=  o  ,  circonstance  d'après  laquelle  on  peut  supprimer  A 
dans  l'expression  de  ^ ,  et  la  réduire  à  * 

J5  (p  (//)  +  C(p'  (u)  +  D  tp"  (u)  +  etc. 
+  BA{y)  +  C.4'Cv)  +  D.-W^  +  etc. 
Si  y  en  n'ayant  égard  qu'à  l'une  des  fonctions  arbitraires ,  la  valeur  de  ^ 
ne  doit  renfermer  qu'un  seul  terme ,  c'est-à-dire ,  si  Ton  doit  avoir 
[z=::  B  p{u)  seulement  j  la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion (1)  devenue 

â+''5^  +  «-7;  +  '''î=» « 

par  la  suppression  de  son  second  membre ,  donnera  les  équations 

suivantes  : 

J'B        „  </5       ^  dB 

dudv  du  dv 

^^        „« 
dv 

■   • 

et  l'on  verra  facilement  qu'il  faut  ^  pour  que  ces  équations  s'accordent  ^ 
que  la  première  soit  de  la  forme 


ydB 


("-^■0 


du 

(i  étant  un  facteur  quelconque.  En  effectuant  la  différent iation  in- 
diquée ,  et  en  comparant  le  résultat  avec  la  proposée ,  on  obtiendra 

dP 


f  
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la  dernière  de  ces  équations  exprimera  donc  la  condition  qui  doit 

avoir  lieu  pour  que  {  ait  la  forme  qu'on  lui  suppose;  et  lorsqu'elle 

sera  satisfaite ,  l'intégration  de  Téquation  du  premier  ordre 

JB 

^ — I-  Pj  J5  =  o  ,  dont  il  suffit  de  tirer  une  valeur  particulière  de  B^ 

dv 

donnera  B  :=  e  . 

Les  opérations  que    nous  venons   d'effectuer   sur   B  ^  peuvent 
être  rapportées  immédiatement   à   la    fonction  i  ;  car  la  quantité 

—-  +  P,Bj  équivaut  à  -;— r  (  -^  +  P^z^  3   dans  l'hypothèse  de 

jdv  (p{u)  \  dv  / 

'  dr 

l=^B(p(u).  Eotfiisant  par  conséquent  -p+P,t=(;',ooaura{'=o, 

dv 

« 

ctl'on  conclura  de  là  que  l'équation  (3) ,  qui  peutêtre  misé  souslaforme 

d/  "*  V      , 

OU  sous  cetle-ci  -p-  +  Q^i  +  a  ^  ==  o (<) 

du 

dP  % 

en  faisant  pour  abréger  A^ — P^^^ — -—  =  *  ,  ne  sauroit  avoir  lieu 

<Bn  même  tems  qi^e  :['  =  o ,  à  moins  qu'on  i^'aît   «t  =  o  ou 

Si  l'équation  («)  ne  devient  pas  identique  d'après  l'équation  {'=o, 
on  pourra  la  regarder  comme  une  transformée  de  l'équation  (3) 
qui  donneroit  ;[ ,  si  l'on  connoissoit  {'  ;  et  si  cette  dernière  fonc- 
tion étoit  de  la  forme  Bf'ir  («) ,  il  en  résulteroit 

î  =  -^(Q.5'+^)-(«)+^V(«): 

l'expression  de  i^  contiendroit  par  conséquent  deux  termes  ;  mais 
pour   obtenir   {',  il   faudroit  éliminer    j  entre  lequation  (a)  et 

d  T  ^  • 

-j^  +  P^l=l'  i  or,  c'est  ce  qui  s'effectuera  ainsi  qu'il  suit.  En  dî* 
dv 

visant  toute  l'équation  (et)  par  «^  et  en  la  différentiant  par  rapport 

à  V  y  on  trouvera 
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I    Al  _  ±  ^  fîL  +  J?L  ^ 
£t  dudv        «t*   dv   du  tL     dv 


^\^  dv         *•  ^'dv)^  dv 


=  o; 


si  Von  ajaute  à  ce  résultat  l'équation  (*)  divisée  par  *  et  multipliée  p^ 

di  f 

P^ ,  la  somme  se  réduira,  au  moyen  de  Téquation  j-  +  -^it  =^î.  >  ^ 

i/a^v  ^  \    '        *    dvJdu  ^  ^'dv 

+  (._£;^  +  ^  +  /.,Q,y 

\  A    dv  dv  ^ 

u       ^  ^"^       Vf                   Q,  dd     dQ,  ^  _    , 

•    posant       P, — =:F,,      «- -r-  +  -7-r+^iV:ï— ^  i  > 

■^  '       A  dv  ûL    dv       dv 

-On  aura  cette  nouvelle  transformée 

Puisque  cette  équation  est  semblable  à  Téquation  (3)^,  nous  trou- 
verons ,  parles  raîsonnemens  faits  plus  haut  relativement  à  celle-ci> 
que  i'  .sera  de  la  forme  B'tt  (u)  ,  si  Ton  a 

•       •  *'.  =  ''.  <2'.  +  ^ . 

Cl  qu'alors  Téquation  (4)  ,  qui  prend  la  forme 

ï  +  <2.â^  +  -Y=», ••  M   • 

en  faisant 

dz'  dF 

•  dv  ^     '^  ~^  *■  ■    .      '^'        du         ' 

/ 

deviendra  identique  dans  Thypothèse  de  :('  =  o* 

Quand  cette  dernière  condition  n'aura  pas  lieu  j['  ne  pourra  être 
^  exprimé  par  un  seul  terme  ;  il  faudra  opérer  sur  Téquation  (et') 
comme  on  a  fait  à  l'égard  de  l'équation  (a)  ,  afin  de  chercher  s'il- 
n'est  pas  possible  d'obtenir  une  expression  de  {''  qui  soit  de  la 
forme  B\{u)  ;  et  il  est  facile  de  voir>  en  remontant  de  {'^  à  ^  et  de  {'  à  { 
par  l€&  équations  (*')  et  («),  que  (  sera  de  la  forme  jBV  Qi^  +  CV(f«) , 
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et  i  de  la  forme  Bt^u)  +  Cw'{u)  +  D'7r''{u)  ;  ce  dernier  aùroît 
donc  alors  trois  termes.  Sans  effectuer  les  calculs ,  les  analogies  que 
présente  le  système  des  iiotations  employées  ci-dessus  ,  font  voir 
que  pour  obtenir  les  équationsjrelatives  à  ce  cas^  il  suffit  de  changer 
dans  celles  qui  ont  rapport  au  précédent ^^ 

„  1  det  ^  _,  I     doL 

ùL  dv  A    dv 

on  arrivera' de  cette  manière  à 

dY  df  dz" 

équation  que  Ton  mettra  sous  la  forme 

dr'"  d^" 

:^  +  <2.  -f-  +  ctY  =  o, c«") 

du  du 

en  faisant 

dv       '     '^        ^    '  '  '^'        du  ^ 

et  qui  sera  satisfaite  par  ^^'  =  o  ,  si  Ton  a  a  =  o.  Rien  n'empêche 
maintenant  que  Ton  ne  pousse  ce  procédé  aussi  loin  qu'on  voudra  ; 
il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  comment  il  conduit  à  la  valeur  gé- 
nérale de  {.  Supposons  que  l'opération  s'arrête  d'elle-même  à  la  troi- 
sième transformée,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

dF' 

a  U 

jjii 

réquation  («")  se  réduit  alors  à     -^  +  Q.f  =  o  ; 

on  y  satisferoit  si  l'on  faisoit  V",  mais  comme  elle  n'est  que  du 
premier  ordre  on  en  tire  sur>le-champ  cette  valeur  générale  : 

fO  du  d/' 

fz=f    ■'^'     4(v'). L'équation-^ P\('=f  devient  ensuite 

jet  donne  par  son  intégration 

^fP<\dv  fP^dv/Q^du 

de 


I 
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de  simples  différentiations  suffisent  à  présent  pour  arriver  jusque 
Texpression  de  {;;  on  tire  en  effet  des  équations  («')  et  («) 


t— "TH"»  î  = 


''^.*  ,       «^        «^^ 


/  » 


,V-P'_-^  JV.-P.Q.- 


et' la  dernière. de  ces  valeurs  étant  développée ,  renfermera  deux 
fonctions  arbitraires ^  dont  une  seulement,. savoir  4  {y)  >  sera  com- 
prise sous  desf  signes  d'intégration.  - 

773 •  Pour  rendre  l'exposition  de  la  méthode  plus  simple  ^  nous  . 
avons  fait  dans  l'équation  (i) ,  jlf,  =0  ;  voici  comment  il  faudroit 
opérer  si  cette  équation  étoit  complète,  et  qu'on  eût  par  conséquent 

On  feroît  encore  -r^  +  PxZ  =  î'  >  €t  la  transformée  que  nous  avons 

dv 

désignée  par  (a)  seroit  remplacée  par 

^  +  Q/  +  *î=w.  A...: (*r, 

0L  conservant  la  même  valeur  que  ci-dessus  ;  on  tireroit  de  celli^-ci 

A    du  <t  ^  A  ' 

on  différentieroit  cette  dernière  par  rapport  à  y ,  on  fajouteroit  au 

résultat  9  après  l'avoir  multipliée  par  P.  ^  et  on  feroit  la  réduction  que 

d^ 
donne   Téquation   -^  +  P\\  =  {'•  on  parviehdroit  ainsi  à  ime 

,  du  # 

équation  dti  second  ordre  délivrée  de  ^  >  et  qui  prendroit  la  forme 

'^'^'   +.  .^'.  $-' +  Q.  $!  +  ^.î' =  JM'. . 


dudy  dv  dv 

enposant  P,  — I-^  =  P'.; 

« 

flc    ^v        dv  • 

«y  et    tfV 

Calcul  intégral.  D  d  d  d 
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Oo  fèroit  ensuite  ^  +  J",^'  =  (' ,  d'où  il  résuUeroit 
au  lieu  de  Téquation  {*') ,  et  puis  on  arriveroit  à 

d'f  df  dr" 

équatioft  dans.laqoelle  les  quantités  P*, ,  N'\  ,  iH^, ,  seforniçriten 
fliarquant  d'un  accent  chaque  lettre  des  expressions  de  P\ ,  JV, ,  M\-y 
qtiantà  Q.  ,  il  est  commun  à  toutes  les  transformées  r  la  marche  est 
maintenant  assez  évidente  pour  continuer  autant  qu'il  sera  nécessaire^. 
-Si  dans  la  suite  des  quantités  ay(t\tt\  a"'  ,  etc.  on  en  rencontre 
une  qui  soit  nulle  ^  qu'on  ait,  paa:  exemple^  «e^rsso^  ^^  sera  d&- 

terminé  par  l'équation        -^  +  <IX'  =  ^'\  > 
de  laquelle  on  tirera 

^-'=e  [4(v)+/.         M:\duy, 

dz" 
et  en  intégrant  ensuite  l'équation        -y-  +  P"i{''===  î'V 

on  obtiendra 

on  remofitera  enfin  à  [  par  les  expressions  suivantes  > 
,  àu  au 

tirées,  des  transformées  (*')'  et  (*)', 

Dans  la  valeur  de  [  déduite  des.  for^nules  précédentes  ,  c'est 
la  fonction  4  (  ^  )  q^^  ^^  trouve  engagée  sous  les  signes'  d'inté- 
gration ;  mais  il  pourroit  arriver  que  ce  xiut  être  la  fonction  ^{uj, 
et  alors  la  suite  des  transformations,  indlquées^  ci -dessus  devien- 
droit  indéfinie.  Pour  parvenir  à  un  résultat  composé  d'un  nombre 
fini  de  termes  y  il .  faudroit  opérer  par  rapport  à  l'autre  fonction 
atbitraire  ^  eQ  supposant  d'abord -;[=-r^  +  B^'\(y)  -f  etc.   et   faire 
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«n  conséquence  ~  +Q,:j;3=j'/ce  qui  se  réduk,  comme  on  voit, 

à   changer  dans  les  diverses   transformées  rapportées  précédem- 
ment y  et  dans  les  expressions  qui  en  déri vent,  «  en  ^  ,  F«  en  Q,  et 
réciproquement, 
774.  Appliquons  à  l'équation 

hx-^-ky     Khx  +  kyf 

•oh  A^ifC^t^f^gy  k,  k^  sont  des  constantes ,  la  méthode  des 
articles  précédens.  Les  équations  {t)  deviennent 

et  donnent        /fi  == ■ ,    n  = . 

d'où  il  suit 

.^     ^  1 41  /^^y  *         dx     ^  X  a  ^     dy 

Passait  iainc  intégrales  de  ces  équations  |  on  trouve 

u^[^. I7--">+'y^     ""^K— Va ->  +  •>'> 

et  Ton  en  déduit  -  ^ 

_  ''î    ^ —  ^  +  K  ^* — 4<m:'^     <^  i( —  b  —  V b^—^c^ 

^       du^  dv*  .  ^ 

^«•^      ^^^â        ^      y  ^     dudv^d^  la  )* 

</i**  dudv      dv* 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  |  les  termes  multipliés 

Dddd  1 
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par  -r^ ,    -—- ,  se  détruiront ,  et  si  Ton  met  les  valeurs  de  x  et  de  j^ 

dans  ilf , ,  et  que  Ton  fasse ,  pour  abréger , 

lah  +  k^b+y/'FZI^c)  1  tf  A  +  A  (  *— .  V^b*—4ac  ) 

77 r- =*.»  — —  =*«> 

2  y  b^ — 4tfc  1  y  b^ — 4flC 

1  af —  be  +  e  Vb^ — /^c  %  af-^bc  « —  t  V b*^ — j^c 

2(4tf^  — i*)  ~^'»  i(4tfc  — *»)  ^-^^ 


on  aura 

-.-1-  -^ : i  +    ii i  4,  iLi =  -Mj  J 

posant  ensuite  h^u  =  x;, ,  î.v  =  v,  5  il  en  résultera 

-— =A— -,  -— =A   —  ,        •— «I  ^i   r  ■■'    '  » 

du  du^  dv  dv/        dudv  du^dv^ 

équation  qui  revient  à 


rftfrfr       u+vJu         u+v  dv         («+v)^ 

en  écrivant  «.,  /,  g.,   Af . ,  au  lieu  ^^  l>i^^Yk\  ^y  »  ^^ 

en  changeant  u^  et  v,  /en  «  et  v. 

Si  on  la  compare  avec  Téquation  (1)  ,  on  aura 

â'oh  Ton  déduira 

_  g.— <■/  +<,  p,  _  <■  +  X  j^,  _j?.+/'.  +  g, 

M,t=-—  ■\ — -iW,  j 

la  transformée  (4)  deviendra  donc 


dudv     u+ydu     u-^-vdv     («  +  v)' 
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en  faisant  «,+  !  =  «',,      ^,  +  /,  +  e,=  ^,. 

'  On  trouvera  ensuite 

la  transforma  (5)  détiendra  par  coftséquent 

dudv     u-\'V  du     u+v  dy     (a  +  v)*  '  ^  *. 

en  iH-enant        e',  +  2  =  e'',- ,        /,  +/;  +^'^^/, , 

ce  qui  donne  *'^=  ^'      ^•^\,    \ 

Il  sûiSt  des  tésultats  cl- dessus^  pour  faire  connoître  la  loi  que 
Suivent  les  quantités  «t > «'i > «•'» > ^^c.  g, , g',, g'', , etc.  ^t ,  *', *^, etCr 
car  on  trouve 

etc.  etc. 

et  désignent  par  i  le  rang  d'une  trans^rpiée;  quelconque ,  on  a 

iu  +  vy  (u  +  yy 

réquation  de  condition  donnée  par  et*c=o,  sera  donc 

gi— /i«,  +  ^  +  (  I  +  «,,— /)i  +  i*  =  0.; 
en  la  résolvant  par  rapport  à  i,  elle  donnera 

1 
Il  faudra  que  cettt  valeur  de  i  soit  un  nombre  entier  positif  pour  4|iie 
Ton  puisse  obtenir  une  dernière  transformé^  par  rapport  à  ^(u)  , 
et  que  l'expression  de  i  soit  terminée.   Si  Ton  change    ^,  en  /^ , 
et  yi  en  «, ,  dans  la  valeur  de  i ,  on  aura 


cette  expression  marque  le  rang  de  la  dernière  transformée  qu'on 


•  -v 


581    Ch.  IV.  INTEGRATION  DES  FVN  CTI  ON  S 

obtiendra  en  opérant  par  rapport  à  la  fonction  v  :  il  faut  donc  qu^^lle 
donne  encore  pour  i  un  nombre  entier  positif.  Alors  l'expression  de  [ 
sera  terminée  et  la  fonction  v  n'y  sera  i)as  engagée  sous  le  signe/: 
hormis  ce  cas  et  le  précédent  ^  l'expression  générale  de  {  ne  peut 
s'obtenir  que  par  une  suite  infinie. 

Pour  particulariser  ce  qui  précède ,  par  une  application  ,  sup- 
posons qu'on  ait  g\  —/',/,  +  e''i  =  o;  il  résultera  de  14 

^  +  i^  =  M\  ,  et  M'\  s'obtiendra  par  les  équations 
Au        u+v 

dy  «  -f"  ^  dv  u+v 

à*oh  on  tirera 

dv*  tt  +  v        dv  ■  \u.-\-vy' 

L'équation  en  :("  étant  intégrée  donnera 

on  aura  ensuite  ^ + Ifi±iK  =  ^'" , 

dv         u-\-v 
à*o\x  Ton  déduira 

/  i  . 
on  passera  de  cette  valeur  à  celle  de  i ,  par  les  formules  suivatUess  : 

775.  Il  est  facile  de  voir  que  l'expression  de  ^,  qui  doit  résulter 
^  la  xnéthode  précédente ,  sera  de  la  forme 

l=A+  Bp(u)  +  Cç'  (tt)  +  D (p''  (u)  +  etc. 
+  B/lè,dv^(v)+CJB,y,dv^{v)  +  etc. 
<t  qu'une  des  fonctions  arbitraires  sera  entièrement  dégagée  des  signes 
d'intégration.  Oh  pourroit  croire  que  lorsque  cette  expression  ne 
se  termine  pas ^  la  partie  qui  renferme  la  fonction  ^(«)  et  ses 
dérivées ,  n'est  que  le  dévc^loppement  d'une  autre  expression  fiaie  , 
dans  laquelle  la  imême  fonction  se  trouve  ainsi  que  4  W  9  corn- 


•N 
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prise  sous  les  signes  /,   et  que  par  conséquent  on  doit  supposer 

pônr  plus  de  g<5nérallté 

(  =  A  +^{u)+  C  (p'{u)  +  etc.  +  ^i4(v)  +  C,4Xv)  +  etc. 

+B'fèdu^{u)  +  Cfydup(u)  +  etc.  +  B' J]i,Jv'^(v)  +  CJy,dv^(y)  +  etc* 
+  B'S^'dujfldui^iu)  +  etc.  +  B\f^\dvf^\dv'\{y)  +  etc. 

mais  Laplace^  dans  un  mémoire  imprimé  parmi  ceux  de  TÂcadémie 
des  Sciences  pour  Tannée  1773  ,  et  dont  nous  avon|  tiré  tout  ce 
qui  précède ,  prouve  que  les  termes  affectés  du  signe  /  doivent 
disparoîtrè  par. rapport  à  Tun^  ou  à  l'autre  des  fonctions.  Nou» 
regrettons  de  ne  pouvoir  rapporter  ici  la  di$cussion  dans  laquelle 
il  entre  suî:  les  difFérens  cas  que  peut  présenter  l'expression  ci-- 
.  dessus  y  et  dont  il  résulte  la  démonstration  complète  dé  la 
proposition  avancée  ;  cependant  ^  pour  donner  une  idée  de  son 
raisonnement^  nous  le  suivrons  dans  rexâmen  qu'il  fdîtdu  premier 
cas ,  oix  [.  ne  contient  qu'un  seul  terme  dans  lequel  la  fonction  - 
^  (u)  soit  affectée  du  signe  /.  ' 

'  En  n'ayant  égard  qu'à  cette  fonction ,  on  aura  dans  l'hypothèse 
présente    .     1=  A  +  B(p{u)  +  C>'  {u)  +  etc.  +  B'fl^  dui^  {ji)  ^ 
et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation 

.  on  obtiendra  Un  résultat  de  la  forme 

.(A)  +  (5)  9  («)'  +  (0  *'(«)  +  '^':' 
/  d^B'      „dB'  '      dB'  \ 

/dB'  \  rdf 

{A)^  (5),  etc.  désignant  respectivement  des  fonctions  données 
dtA^By  etc.  Comme  on  suppose  que  rintégrale7i&<àiç(/;^)  est  absolu-- 
ment  irréductible ,  il  faut  pourqii'elledisparoisseque  cequila  multiplie 

s'anéantisse  ;  il  to  doit  être  de  même  de/—  du(p{u);  mais   quand 

dv     ; 

cette  condition  sera  remplie  ^^  on .  aura  en  même  tems  les  deux 

équations 

d^B'       ^  dB\  ^  dB'       ,,  ^,  dB' 


■  \  ■ 
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et  1 00  prouvera ,  comme  dans  le  n%  771 ,  que  Tonsatisfait  4  l'équation' , 
proposée  en  prenant  seulement  {  =  5'4  (v).'Si  les  deux  équations  pré- 
cédentes n*ont  pas  lieu ,  o^  fera 


%nf 


du  dv 


dB' 


dB' 


+  ^. -.- +  <2. -r- +  iv.5' 


du 


dv 


dB'. 
du 


=  K 


4-(2,i?' 


et  Véquatîon  \f)  prendra  la  forme 

//  duf  (tt)  4-  KfUdu^i^)  =iA)'+  {Syf(u)  +  (C)V  (.^+  etc. 
diiFérentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  iv ,  il  viendra  > 


^li     .  .    .    ^  .    .  ^.  dK  ,_  .      ,,.       d(J)'    d.(Byp(a) 


du 


■fetc. 


et  qui  ne  sturoit  être  à  moins  qu  on  n'ait  -^=0^  puisqu'on  tireroit . 

de  là ,  contre  Thypothèse  ^    une  valeur  de  f^du^  (u)    délivrée 

d  K. 
da  signe/.  En  prenant  donc  -—  ==09  on  en  conclura  que  K  ne 

recsferme  que  r,  et  en  passant  cette  quantité  sous  le  signe /^  on 
aura,  par  Ta vant- dernière  équation^ 

f(^~  +  Kfi  ^du<p {u)  =  {A)'  +  {By<p\u)  +  (0' ^'  (4 , etc. 

et  comme  le  signe  /  du    premier  membre  de  ,celle»ci  n'est  relatif 

qu'à  u ,  on  peut  ^  en  la  multipliant  par  e^^*'"  dv ,  l'écrire  ainsi  : 

fçf^<i-{d^^  K^dv)f(ti)  =  c^'^^Uvi{A)'  +  (5)V(«)  +  ctc] 

chacun  de  ses  membres  étant  alprs  intégrable  par  rapport  à  v ,  on 

''en  déduit 

fcr^^^  lèduip  {u)  =  {A)^  +  {B\  9  («)  +  etc. 

en  désignant  par  (^X  ,  (^)/>  etc.  les  quantités  « 

et  en  ne  perdant  pas  de  yue  que  ^intégration  qui  reste  à  effectuer  dans 
Ip  premier  membre  suppose  v  constant  ^  on  pourra  fairç  sortir  e  ^^^"^  da 
signe  /,  et  obtenir  par  conséquent 
'    ^    ^  Jt^du<p{u)  =r  [ (^),  +  iB\i^{^  +  etc.]  rfi^^^  ; 
mais  si  cette  équation  avait  lieu  ^  on  auroit  encore  ff^dup  (u)  ex- 
primée en  quantités  délivrées  du  signe  /par  rapporf  à  la  variable  u  ; 

doae 


N 


/ 
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^onc  elle  n'a  pas  lieu  ^  donc  on  a  nécessairement 


du 


585 


condkioa  gui  entraîne  avssi  la  suivante  : 

dB'       „  dB'      ^  dB' 

car  sans  cela  réqaatîoii(/)  donneroitelle'>inème  une  valeur  ieflèdup(u)^ 
délivrée  du  signe  d'intégration.  Il  est  donc  hors  de  doute  que  Ton 
peut  toujours  exdure  ce  terme  de  la  vakur  complète  de  ^.  Cest 
par  des  considérions  semblables  que  Laplace  parvient  à  généra- 
liser sa  conclusion  ^  mais  la  présence  de  plusieurs  termes  afieetés  du 
s^ne/dans  la  valeur  de  { >  exige  à^  artifices  d'analyse  assez  délicats  , 
dôm  le  détail  ne  sauroit  trouver  place  ici. 

776.  Nous  avons  jusqu'à  présent  supposé  que ,  parce  que  la  pro« 
posée  (1)  étoitdu  premier  degré  par  rapport  à  {  et  à  ses  coefficiens 
différentiels ,  les  fonctions  arbitraires  ne  pouyoient  pas  s'élever  au- 
delà  de  ce  degré  dans  son  intégrale.  Cette  hypothèse  paroît  d'elle- 
même  assez  naturelle ,  et  se  prouve  d'ailleurs  facilement  ainsi  qu'il 
suit  :  Quelle  que  soit  l'intégrale  de  l'équation  (  1  )  ^  on  peut 
toujours  concevoir  qu'on  en  ait  tiré  une  expression  de  {  de  la 
forme  {=  ^,  f^ renfermant  les  variables  ^,  j  et  les  fonctions  ar- 
bitraires ;  maintenant  si  l'on  prend  à  la  place  de .  l'une  des  fonctions 
arbitraires.,  de  p  (u) ,  par  exemple^  f  («}  +  *  ^ ,  («) ,  f  désignant  une 
fonction  déterminée  de  tf ,  «  étant  une  quantité  très-petite,' et  que 
l'on  développe  la  fonction  i  suivant  les  puissances  de  cette  dernière 
quantité  ^  elle  prendra  la  forme 

^=  r,  +  *y\  +  <ff^.  +oCtc. 

Après  la  substitution  de  cette  série ,  l'équation  (z)  se  partagera  en 
d'autres  équations ,  formées  par^s  quantités  qui  multiplient  chaque 
puissance  de  « ,  en  sorte  qu'on  aura 


du  dv 
dudv 


^    dV,        ^   dV. 


du 

dV, 


dv 

dV. 


+  N,y,  =  o 


+ /'.-r^  +  <2. -~  +  i^.^.  «  o 


du  dv 

etc. 

Calcul  inté^al. 


+  Pt 


du 

dy\ 

1û 


+  i2. 


dv 
dV\ 

dv 


+  -V.^'.=  o, 


Eeee 
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Ces  équations  étant  nécessairement  identiques ,  il  s'ensuit  que  l'ex* 
pression  ç=  V^  +  aV^  satisfait  en  particulier  à  Téquat  ion  proposée;, 
il  est  d'ailleurs  évident ,  par  les  lotx  de  la  différentiation  ,  que  ^, 
ne  peut  contenir  ^,  {u)  qu'au  premier  degré  :  changeant  donc  «^,0^) 
en  f  («) ,  on  aura  la  valeur  de  [  qui  ne  contiendra  la  fonction  ar-- 
bitraire  qu'au  premier  diegré  :  on  pourroit  raikonner  de  même  ^ 
l'égard  de  4  (»')• 

777.  La  transformation  du  n*,769  s«r  laquelle  repose  la  méthode  du 
n"*,  771.  quoique  toujours  possible ,  ne  peut  pas  toujours  s'effectuer; 
car  elle  suppose  l'intégration  de  deux  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  Pour  parer  à  cet  inconvénient  ^  Legendre 
a  cherché  quelles  dévoient  être  ^   par  rapporta  l'équation' 

r  +  5"^  +  7>  +  />  +  Qf  +  A'C  =  o , 
les  transformations  opérées  dans  le  n""»  771  sur  Téquation  (3} ,  et 
il  a  trouvé  que  l'on  ponvoit  repré^ntet  la  première  par  le  système 
des  deux  équations 


dx 


dy 


en  désignant  par  m  et  n  les  racines  de  l'équation 

/Tz' — •  5/7Ï  +  r=:o  , {^> 

et  en  faisant 


dîfi       ,  _  -  dm        _  _ 


K=. 


dx 


dy 


1*/7Z S 

dK.        d  Ki 

dx  dy 


L  =  P^K^ 


cette  assertion  se  vérifie  en  éliminant  j;'  ^  parce  qu'al/>rs  on  retombe 
sur  réquation  proposée. 

Il  est  évident  que  lorsqu'on  aura  a  =  o,  T^quation  proposée  sera 
ramenée  au  premier  ordre ,  et  par  conséquent  censée  in  tégrée ,  puisque 
pour  avoir  {' ,  il  suffira  d'intégrer  l'équation 


•   / 
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Quand  «  ne  ^era  pas  égal  à  zéro  ^  on  ne  pourra  obtenir  {'  que  par 
réquation  du  second  ordre  qui  résulteroit  de  l'élimination  de  i 
dans  le  système  rapporté  ci-dessus  ,  «  cette  dernière  se  transfor- 
eiera  comme  la  proposée;  L^endre  a  trouvé  qu'elle  étoit  équir 
valente  à  ^ 


«n 

faisant 

. 

1 

iy   .         ^ 

•^aaa 

*'î'* 

■ 

« 

' 

• 

dn 
dx 

dn 

-/- 

dm 
dx 

n'-^m 

dm 

n 

I  da, 

0Ldx 

+ 

m 

dit 

h: 

dKl         dK       ,^-     dL  dL     ', 

dx  dy  dx  dy 

Lorsque  a  se  trouvera  nul ,  on  obtiendra  î^,  en  intégrant  Téquation 

d{'  df  ' 

du  premier  ordre -^  "^  ^  a     "^  i Y  =  o  ,  et  Tintégration  de  la 

a  X  ^y 

première  équation  du  système  ci-dessus  donnera  ^. 

Sx  a  n'est  pas  nul  on  formera  deux  nouvelles  équations 


n^ff. 


JU 


lit 


tfJ9 


dz"       •    dt 


en  prenant 

I    det  m    dtt 

A     dx  A     dy 


a  =  «t  +  — 7-—  -J-  n 


dK"  dV 

dx 


iV 


m 


IV', 


dx      ^        dy     '  dx  dy 

on  continuera  de  la  même  manière  y  en  observant  que  les   trois 
quantités  /«,  ^,  /,  demeurent  toujours  les  mêmes. . 
Pour  montrer  comment  on  trouve  la  valeur  générale  de  {  par 

Eeee  1 


\ 
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le  moyen  de  ces  transformées ,  supposons  que  le  troisième  systlme 
d'équation  soît  le  dernier ,  ç'est-à-dire  qu'on  ait  «''=  o  j  Tintégration 

+  «  ~+^V=05  donnera  ^%  et  lorsque  cette 


de  Féquation 


dx      '         dy 

fonction  sera  connue ,  on  aura  :C  par  Téquation 

df         dz" 

on  obtiendra  ensuite  ^  par  ta  dernière  équation  du  second  S}rstêflie 
et  par  ^11  e  du  premier. 


fji 


t  = : 


«fr'  dr' 

—  -4-  ià-i.  -1.x/ 


Les  valeurs  de  L"  et  de  K!'  ne  sont  pas  de  la  même  forme  ; 
onaI''=  I  +  1  i,-K''+  i/ — fi  —  (^"^f  et  on  trouyeroit  en  gé- 
néral  £'''••  •(.0=1+'/; 

ainsi:  les  premiers  membres  des  équations  d'un  même  système  ne 
sont  pas  semblables ,  mais  on  peut  toujours  les  rendre  tels.  Dans- 
nôtre  exemple  ,  il  suffit  pour  cela  de   faire  s(^  =  *  aZ'^  ,.  et  il  en 


résulte 


dz"       dr    '.  ^.  .    _  ^.      f' 


dx 


dy 


et  et 


L^expression  développée  de  {  sera  encore  par  cette  méthode  de 
la  même  forme  que  par  celle  du  n"".  775  ;  les  fonctions  arbitraires 
renfermeront  les  intégrales  des  différentielles  exactes  iJi(dy — mdx)  ^ 
^{^dy — ndx)f  et  il  n*y  aura  toufoucs  qu\tne  de  ces  fonctions 
qui  soit  affectée  du  signe  f.  Mais  si  au  lieu  dlntégrer  complètement 

Péquation 

df' 


d? 


+  >» 


+  i-  £     =  O  , 


^     dx      '         dy 

on  se  bornoit  à  y  satis&ire ,  en  faisant  ^''  ==  o ,  le  résultat  final  ne 
contiendroit  qu'une  seule  fonction  arbitraire  ,  et  seroit  de  la  former 

l=:B(^{u)  +  C^'  (u)  +  Z)(p''  {u)  +  ,  etc/ 
AppUquo(\s  avec  Tauteur  ,*  cette  méthode  à récjuatipn  r— fa*jr**/=o; 


%# 
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h  - ^  ..h 


5»9 


nous  aurons    m-^^-ay^  /2  =  —  ay^  /  — o; 

dm  '  b — I  ••     •     X.         ^'^^ 

et  faisant    ^-:~  =  '^j        — r—  ==<?>"  viendra  m 

^c — I 


dy 


dy 


:i=.cm% 


m 


li  =  xc  ot', 


X'=— (l^-icX*' 


(2<:+i)C4':— Ï-)     ,.    . 


m 


4 


j?:''=-a-^4c)»,',  *' 


n         (4g+l)(6v— l)      ,. 

^  =  — ■■■/<■  *       w    y 

Dans  cet  exempte  les  quantités  K^L  et  i? ,  ae  changeât  point ,  e£ 
les  quantités  <t  suivent  une  loi  telle  qu  il  en  résulte 

expression  qui  s'évanouira  si  Ton  a  21^+  i=a,  ou  (ii+2)€-~i=a^ 


ou  en  générait  1  i'cdio.  i  =  a,  ce  qiû donne  c  =r=p:  — :^ , 


2/ 


.7 


^  ^"-TX""  J  ^^  ^*^^  v^^  P^^  '^  ^^*®  Féquation  proposée  sera  înté- 


2/ 


grable  dans  les  mêmes  cas  que  celle  de  Riccati  (  n"*,  550  ). 

778^  L'équation   r  +  ^5  +  Ti  +  P;^  +  Q^  +  A^^  =  0 ,    dont 
Legendre  s'est  occupé  extlusîvement   paroît  moins  générale  que. 

l'équation  /îr +-y5  +  T>  + />  +  Qî +^{=Af (i)^ 

que  nous  avons  traitée  dans  le  n%  770  ;  mais  on  peut  d'abord  dé- ^ 
gager  le  coefficient  différentiel  r  de  son  multiplicateur  /{  ^  ce  qui  dpnne 

en  changeant  convenablement  les  valeurs  des  lettres i",  X,  ^,  Q^^^r 
M  y  et  si  Toiî  suppose  Z  =  jrf  +  Z  ^  on  trouvera 


d^A       ^  à^A        ^d^A       „dA        ^dA 


dx 


d^Z  d-Z-      ^d'Z         dZ  dZ 


=  M 


dx\ 
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équation  qui  se  réduit  à 

d^Z       ^(PZ        ^d^Z       ^dZ        ^^^    ,    ^,  ^ 

lorsque  Ton  a 

'^^^       .  d^^       ^^^      ^<i^       ^àA      •  ,  ,       „ 

Il  suffit  de  satisfaire  à  cette  dernière  par  une  valeur  particulière 
de  A  ^t  comme  elle  est  la  même  que  la  proposée,  il  s'ensuit  qu'en 
connoissant  seulement  une  valeur  particulière  de  ^»  on  fera  toujours 
disparoître  le  second  membre  itf  de  celle*  ci« 

779.  Les  équations  du  premier  degré  présentent  dans  le  troisième 
ordre  de  nouvelles  difficultés  (]ui  ne  se  rencontrent  point  <dans  le 
second.  Lorsque  suivant  l'esprit  de  la  méthode  exposée  dans  le 
fi^*  777  9  on  regarde  l'équation 

d:(?  dx^ây  ^       dxdy"^  '^      dy^ 

dx^  dxdy  dy^ 

dx  dy 

comme  le  résultat  de  réllmlnation  de  {',  entre  les  deux  équations 

on  ne  peut  plus  déterminer  les  quantités  £  et  M^  de  manière  qu'en 
supposant  l'expression  générale  de  ^  composée  d^im  nombre  fini 
de  termes  de  la  forme  a^{u)  +  bp'  {u)  +  c^"  (b)  +  ,  &c.  celle 
de  {'  contienne  un  terpe  de  moins  ,  et  que  l'équation  finule  en  :(  soit 
en  même  tems  semblable  à  la  proposée.  Legendre  a  résolu  néanmoins 
dans  cet  ordre  un  cas  très- étendu  y  celui  dans  lequel  la  fonction 
cherchée  ne  se  trouve  différentiée  qu'une  seule  fois  par  rapport  à 
l'une  des  variables. 


\ 
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La  formule  qui  le  représente  est    . 

x3  +  -^-7-7jr+^Tr;  +  <^ 


dx  dx'Jy  dx*  dxdy 

dx  dy 

et  deux  des  trois  fonctions  aibîtraires  que  comporte  l'iatégrale  gêné* 
raie  ne  renferment  que  ta  seule  variable  y.  En  prenant 

dx 

les  quantités  Af,5,P,  Q,A7,  sont  déterminées  ainsi:  - 

N  ^D—BM  +  M'—J- 2—-,     — -=Af+ ^ 

d*M      ^'d'M  dM       ^dM       ,,,    ■ 

dx  dxdy  dx  dy 

D'après  ces  valeurs,  l'équation  transformée  ea  {^  est  de  la  mêipe 
forme  que  la  proposée  ,  et  si  on  la  représente  par 


^ 


</;t^  dx'^dy  dx*  dxdy    ^ 

on  aura  -4'=  -^ 


o, 


2)'=  N+^  +  P  (m—  -^^ 

dx  \  (tdx/ 

dx     \  ^V  aidx) 

dx  \  Aâx/ 
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faisant  ensuite 


g--^,+-*-<^f--^-v 


les  fonctions  5",  P\  Q\  N\  M!  et  «', seront  déterminées  par  des 
équations  semblables  à  celles  d'oîi  dépendent  5",-?,  Q,A^  «t  Af ,  et 
rien  n*cmpêche  que  Ton  n'eilèctue ,  d'après  les  mêmes loix ,  tel  nombre 
que  Ton  voudra  de  transformations  successives.  Si  dflhs  la  suite  des 
quantités  tt^J^A*^  etc.  il  s^en  trouve  une  qui  soit  nulle  ^  Tintégration 
de  la  proposée  sera  ramenée  à  celle  d'une  équation  du  premier  ordre 
itet  d'une  autre  du  second.  Si  Ton  suppose ,  par  exemple^  «'  =  o  ^ 
on  aura 


dx 


+  Af 'f  =  i 


Jx'  dxJy  dx         ^  dy 

et  si  Ton  peut  intégrer  complètement  la  dernière  de  ces  équations  , 
Ofi  aura  ('^  avec  deux  fonctions  arbitraires  :  la  première  donnera  :^ 
avec  une  nouvelle  fonction  :  on  remontera  ensuite  à  {,  par  de  simples 
diiférentiations^  au  moyen  des  transformées 

Quand  même  Téquation  en  s^^*  ne  pourroit  pas  s'intégrer,  on 
obtiendroit  encore  une  expression  de  [  contenant  une  fonction  ar- 
bitraire 9  parce  qu'on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant  (''  =  o  ^ 

dz^* 
d'où  il  résulte  ~-  +  M(^  =  o;  la  valeur  de  [  que  l'on  tireroit  de  là 

dx 

©   seroit  de  la  forme      î=  af{u)  +  b^'  («)  +  c  (u)  4-ctc. 

780.  Dans  les  caS  qui  échappent  à  la  méthode  précédente,  il 
faut  employer  immédiatement  celle  des  coeiEciens  indéterminés ,  ea 
prenant  pour  i  une  série  de  la  forme 
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{  =  «  ^  («)  +  (8  ^'  (//)  +  y  ^"  (u)  +  etc., 

+  «,;c  (v)  +  ^.x'W  +  r.X»  +  etc; 
+  «.4  (»')  +  i3,4'(«')  +  y  A  (w)  +  etc. 
mais  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation 

dx"  ^     dx*dy  ^  *  dxdy*  ^  ^dy^ 

.     +D-p^  +  £-^^+Ff±  >=o (0'"; 

ax  dxdy  dy 

dx  dy 

il  suffira  d'avoir  égard  à  une  seule  des  trois  fonctions  arbitraires  ; 
car  9  il  est  évident  que  les  coéfficiens  correspondant  de  chacune  de 
ces  fonctions  ^  dépendront  des  mêmes  équations.  Supposons  que  Ton 
ne  conserve  que  la  première  ligne  dé  l'expression  de  { ;  on  trouvera , 
après  avoir  effectué  les  différentiàtions  que  demande  l'élimination  des 

coéfficiens   ~^ ,       ^   ■  ,  etc,  et  ordonné  le  résultat  par  rapport 

à  la  fonction  ^  {li)  et  à  ses  dérivées  ^  une  équation  de  la  forme 

(i)  ^  {u)  +  (i)  ^'  {u)  +  (3)  ^'  (u)  +  (4)  ^-^  (u)  +  etc. 
(i) ,  (i)  )  (3),  (4)  y  etc.  désignant  des  fonctions  des  quantités  indéter- 
minées a,  i8y  >  ^etc.  et  de  leurs  coéfficiens  différentiels.  On  remarquera 
d'abord  que  la  dernière  fonction  dérîvée  de  ^>  à  laquelle  on  s'arrêtera^ 
sera  multipliée  par 

du^  du^  du       ^du  du*    ^    ^du^ 


+  Jt-.  t-  +  B—  t-t+C 


dx'  ^       dx*  dy  ^       dx  dy*  dy^^ 

quantité  qui  d'ailleurs  entrera    dans  tous  les  développemens  des 

fonctions  (i),  (i),  etc.  si  on  l'égale  à  zérb^  on  en  déduira  l'ex- 

du  du 

pression  de  z^  ;  car  en  faisant  -^  =zm  ~  ^  on  aura 

du  du  .      du 

m'  +  Jr;^  +  Bm  +  C=o.         du=^-^  dx+  •—dyi='^  (  dy+mdx  )\ 

dx  ,dydy 

d'oh  Von  déduira  u  y  en  déterminant  171  en  x  et  jr ,  et  ien  regardant 

—  comme  le  facteur  propre  à  rendre  dy  +  m  dx  intégrable, 
dy 

Calcul  intégral.  Ffff 


,i  * 
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Cela  posé ,  ordoAnMt  l<s  <lévelo;ppeftiMS  des  fonctions  (i) ,  (x)^ 
(3)»  (4)»  etc.  par  rappDtt  aux  lettres  *  ,^8 ,  >.,  ^,  etc.  ils  prendront 
respectivement  ks  formel 

(«r,  <^)"+w%   o-r+Cisr+c-y.  <<^r+(>r+Ci3)% etc. 

dans  laquelle  chaque  terme  désigne  une  fonction  qui  ne  renferaie 
d'indéterminée  que  celle  qui  se  trouvt  écrite  tfltrc  les  parèfithè^s  ,  et 
oîi  le  nombre  des  accens  Inarque  Tordre  des  termes  j.  en  sorte  que 
(rt)' ,  par  exemple ,  irtt^itfe  fc^K^ion^îfïétefttieHe  i^r4ielie<lu  premier 
ordre  en  «,  («)"  une  du  second^  (a/^  une  du  troisième.  Il  faut 
remarquer  que  la  composition  de  dette  derm«rô  «a  «  ertla  loêâie  que 
celle  du  premier  membre  de  l'équation  proposée  que  nous  avons 
marquée  ^uissi  du  ùg^t  {[y\  Eâ  ég^km  donc  à  séro  les  multi--- 
(>licateuYS  de  la  faction  ^  et  4ig  $et  dériva  >  on  idbikadra  lei 
«quatioAi 

etc. 
Si  fexjpriesision  \  doit   st   terminer  au  premier  terme  >    on    atir» 
^  zn:  o>    >  «=  o  etc.  ^  tl  3  ne  restera  que  les  trois  équations 

(»'>  =  o,  l^y  =  a,  («r^  =  o; 

la  première  qui  n'est  que  du  premier  ordi:e ,  donnera  a  ,  et  les  deux 
autres  seront  des  équations  de  condition  auxquelles  dtvra  satisfaire 
la  valeur  de  «  ^  pour  qu'en  eiFèt  \  ait  la  foTme  qu*on  lui  suppose. 
En  donnant  deux  termes  à  Texprestsion  de  ç,  il  faudra  tenir  compte 
de  A  et  de  i8 ,  et  on  aura  pour  ce  cas  les  équations 

m'  =  o,  {f^r  +  (.y  =  o,  c/3)"  +  {4'  -=  o>  c*r  -  o-r 

ta  première  sera  du  premier  ordre  par  rapport  à  ^>  la  seconde  sera 
du  même  ordre  par  rapport  à  *,  et  les  deux  dernières  seront  les 
équation^  ^  conditoon  qui  doivent  être  satisfaites  pour  qu\>n 
M  i  —  ttip(u)  +  i8  ?)'  W%En  continuant  ainsi  on  trouvera  que 
chaque  coeftcieftt  est  donné  par  une  équation  du  premier  ordre  y 
et  qu'il  reste  toujours  deux    équations  de  condition. 

H  seroit  facile  de  .généraliser  cette  métïio4e  pour  ua  ordre  quel? 


I        ' 


conqvie  y  «t  de  Pét€ndr€  même  aux  équatioes  différentielles  par-  ^ 
tielles  à  quatre  variables  ^  en  ol>servant  d'abord  qu'il  y  a  toujôurt^ 
une  équation  de  condition  relative  aux  quantités  qui  entrent  sous 
les  fonctions  arbitraires  (  n^757  )  ;  mais  je  dois  terminer  ici  ce  qui 
regarde  les  équations  différentielles  partielles  du  premier  degré;  ce 
qui  précède  me  paroît  suffisant  pour  donner  une  idée  complète  des 
recherches  que  les  Analystes  ont  faites  sur  ce  genre  d^équations  « 
«uquel  se  rapportent  en  général  les  méthodes  d'approximation.  On  ^ 
ne  sauroit  d'ailleurs  pousser  les  calculs  plus  Için  ^  sans  tomber  da.qs 
des  résultats  excessivement  compliqués  ;  il  paroît  même  nécessaire 
de  recourir  à  de  nouvelles  notations  qui  soient  adaptées  au  système 
d'opérations  que  prescrivent  les  méthodes  dont  on  fait  usage.  Par 
te  moyen  on  r4gulariseroit  les  expressions,  de  manière  à  en  rendre 
la  loi  évidente ,  on  embrasseroit  l'ensemble  des  recherches  dans  un 
seul  calcul;  tel  est  le  but  que  s'est  proposé ,  et  qu'a  rempli  dans 
plusieurs  mémoires  quHl  m^a  communiqués,  Français,  professeur 
de  mathématiques  à  Colmar* 

781 .  La  transformation  du  n^.  769  peut  être  employée  avec  succès 
pour  rintéj^ration  de  plusieurs  équations;  elle  changé  en  une  équation 
dilTérentielIe  à  deux  variables  seulement ,  l'équation 


A ^ A  ^ A  •;  . A 


+<-"S+"'->^ +y^)  - 

I 

de    quelqu'ordre  qu'elle  soit.   Il    suffit  pour   cela   de    prendre 


X 


«  =  -  etv=v;  on  obtient,  ene^ectuant  les  calculs  nécessaires. 

y 

F=A^  +  By^+Cy^Pi .,....,  +^£i. 

^  ay  dv\  di^ 

Vitix 


>■  I 
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Cette  équation ,  dans  laquelle  u  doit  être  regardé  comme  constant; 
•est  sembla^e  à  celle  du  a*.  651 ,  et  se  transforme  de  même  en  une 

autre  oîi  { ,  ^ ,  -j-; ,  etc.  ne  sont  multipliés  que  par  des  constantes. 

Après  Tintégraiion ,  on  changera  les  constantes  arbitraires  en  fonc- 
tions arbitraires  de  u.  Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 
proposée  se  prête  également  à  Tapplication  de  la  méthode  dû  n'.  751  ; 
qu'elle  a  des  intégrales  de  tous  les  ordres  inférieurs  à  l'ordre  n  ,  et 

que  les  fonctions  arbitraires  renferment  toutes  la  même  quantité  -• 

y 

781.  Legendre  a  donné  une  transformation  pour  changer  Téquation 

d^l  d\  d\ 

lorsque  /2,5et  7,  ne  contiennent  que  les  coefficiens  différentiels  du 
premier  ordre  p  ti  q^  tn  une  autre  de  la  forme  * 

^d^v         ^  d'y         ^  d'v 

dp"^    ^       dpdq    ^  dq'  ' 

où   R^  s  tt  T^  sont  les  mêmes  que  dans  la  proposée,  mais  qui 

est  plus  simple ,  parce  qu'en  y  regardant  u  comme  une  fonction 

de  /y  et  de  ^  ,  elle  ne  renferme  plus  que  des  coefficiens  du  second 

ordre   de    cette  *  fonction.  Dans  cette  hypothèse  on  fait 

dv  dv 

xdp  +ydq~dvi  ilvientx  =  — ,  y—^^  et  v  =/?  x +7^— ^, 

puisqu'on  a  C  =/•*'  +  ?J^  —  /  i,^^P  +  y^q^  * 

il  suit  de  là  que  quand  v  sera  ^  connu ,  {;  le  sera  également.  Pour 

.      d\ 
exprimer  maintenant  le  coefficient  différentiel  -— ; ,  par  le  moyen 

d^7        dp 

des  nouvelles  variables ,  il  faut  observer  que  --:—  =  --- ,  en  regar- 

dx'       4x 

dv 
dant  y  comme  constant,  et  que  cette  hypothèse  donnée.  —  =0, 

d  q 
d'v  •d'y  >  A 

ou  -; dp  +  -- — dq=zo.  L'on  a  en  même-tcms 

dpdq     ^  dq^        ^ 

d^v  d^v 
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chassant  dq  de  cette  expression,- oh  trouvera 

(  d*v         \dpdqJ\. 

dp*  a  V       ^ 

■  T^ 

</*v  d*v  /    d'v.\*  . 

Jx         dp*  dq*  ^dp dq/ 


d*oii  on  tirera 


dp  •    d*v 


u. 


dp  d*T  dp* 

et  par  conséquent  '—    =  --~  =  — — ^T" 7 

dx  dx*  d*v   a*v         /   d*y   \* 

dp*  dq*        \dpdq/ 

on  obtiendra  par  de  semblables  opératioiis 

d\ 


d*[  dpdq 


dxdy 


:  h 


d*v 

d*v 

-( 

d-v    s* 
dpdq  / 

dp- 

dq- 

d-v 

dpr 

d\ 

dy*         V  d*v  d*v        y    a*v     \* 

Tp*  T^  ""  \  dpdq  ) 

et  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée  >  on  la  chaai« 

d*v  d*v  c*v 

géra  en  cette  autre  iî  7^  —  S  — -—  +  r  ---  =  o. 

dq*  dpdq  dq* 

.  783. L'équation  (  i  +î*)r — ^pqs  +  (i  +  ^*)^=  o. •*..(!), 
appartenante  aux  surfaces  dont  Jes  rayons  de  courbure  sojit  égaux  et 
de  signes  contraire^  (  n%  327  )  ^  surfaces  qui^  comme  nous  le  mon« 
trerons  dans  le  chapitre  suivant ,  ont  le  minimum  d'étendue  entre  des 
limites  données ,  s'intègre  avec  le  secours  de  la  transformation  ci* 
dessus.  On  en  déduit  d'abord 

d*y  d*v  d*v 

€t  l'on  a,  pour  déterminer  les  expressions  des  variables  primitives 
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dif  '  dv 

x^ytt[j  les  équations      ^—J"^      ^^T^      i=P^+îy^K 

on  peut  aussi  tirer  de  celles-cî  et  dç  la  précédente  dej  équations  diffé* 
rentielles  partielles  du  second  ordre,  entre  x^^peiq^  entre^,  P  ^^1  § 
entre  i,  p  et  f .  En  effet ,  il  >suit  des  unes 

d^v       dx  d^v        dx       dy  d*v      dy 

i//F*       dp  dp  dp      df       dp  dq^       d<l 

et  par  le  moyen  de  ces  valeurs ,  l'autre  devient 

^dy  i^  dx        ,  ^  dx  ^ 

dy     ,  '  , 

pour  en  éliminer  -j- ,  il  suffit  de  la  diffè'entier  par  rapport  à  /f  et 

de   substituer   aux   coefEciens  différentiels  de  y  leurs  valeurs  ^  en 

rfy         ^  d^y  d^x 

observant  que  Téquation  -p-  =  -—  dpnne  -—^  =  -— -  ;  le  réi 

dp  dq  dpdq  dq*  ' 

sultat  sera 

d^x  J^x        .  .  d^x 


<-  +  »*)37  +  >'«z;x  +  (>+'-) 


dpdq 
dx 

+    i?— r—  + 


^P 


(3)t- 


on  obtiendroit  pour  y  et  pour  [  de  semblables  équations.  En  ap- 
pliquant à  réquation  (x)  la  méthode  du  n^.  745 ,  on  trouvera  que 
les  quantités  qui  doivent  entrer  sous  les  fonctions  arbitraires  ,  dé* 
pendent  des  équations 

ip  -^  m'dq  =  O  ,  <//r  —  m'^dq  =2:0, 

m'  et  iTi^''  étant  les  racines  de  l'équation 

(  ï*  +  îV)  ^•— Vf  ^  +  I  + /'•œ  o, 
mais  au  lieu  d'intégrer  les  deux  premières  en  particulier  ^  on  peut 
prendre  à  leur  place  l'équation 

qui  les  comprend  implicitement ,  et  qui  est  de  celles  que  la  diffé-^ 
rentiation  rend  faciles  à  intégrer  (  n*.  578  ).  En  y  faisant;7z=^;  +  «t , 
tf  et  a  désignant  des  constantes ,  on  la  réduit  à         i  +  ^^  +  <£'=o  ^ 

4'où  Ton  tire        «  ;s=  =fc  V^^  i-^a*  >  la  constante  a  demeurant 


V 
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arbitraire  9  on  peut  danoer  à  «t  Ie$  deux  valeurs 

*=+  V  —  i—a-,    .        «  =  — V— I— *». 

On  obtiendra  pat  ce  moyen    deux    intégrales   de  ^équation  ci* 
dessus,  savoir  : 

pz=zaq  +  y/  —  I  — A*,         P'=^i —  ^  — ï  —  i»*  , 
et  les  .valeurs  de  iz  et  de  ^ ,  déduites  de  ces  équations  ^  seront  Us 
quantités  que  doivent  comprendre  les  fonctions  arbitraires.  On  peut 
simplifier  Téquatton  (^)  en  la  transformant  pat  le  procédé  du  n?.  769^ 
de  flunière  que  a  et  ^  remplacent  les  variables  indépendantes/^  et  ^> 


et  pour  abréger  on  mettra  a  au  lieu  de  |/. —  i  —  a*^  et  i3  au 
lieu  de  V^ —  i  — *•;  on  trouvera  aprèsles  opérations  nécessaires^ 


d^v 


dadh        È  da        a  dû 


Cette  équation  n*a  point  d'intégrales  de  Tordre  immédiatement  in^ 
férieur;  il  n'en  est  pas  de  même  de  Téquation  (3;^  que  la  trans*^. 

formation  indiquée  ci-dessus,  réduit  à 


dadh     •  °*" 


et  dont  l'intégrale  seconde  sera  par  conséquent  jt  =  ^  (a)  +  4  (*)- 
Les  éqitations'en  y  et  en  ç ,  analogues  à  Téquation  (3) ,  donneroient 

mais  il  y  a  entre  les  six  fonctions^,  ^, ,  ^.. ^  4»  4(  et  4*1  des  re-*- 
tarions  telles  qu'il  n^en  reste  que  deux  d'arbitraires. 


i\  L*éqtiation 


or  =  — ,  donne —^^  =C^W  +  iW^  9 


en  supposant  f  constant;  et  comme  des  équations 


p  =1  aq  +  tt^ 
On  tire  dans  cette  hypothèse  ^ 


p  =   hq  /3, 


dp 

en  faisant 
dv 


\J  + 


daj 


d(L 

Ta 


(j--h  )^^> 


*  i 


d^ 
Tb 


d£\ 
db) 

=:  jS',     on  aunt 


si  ïon  change  dans  cette  dernière  éopwtion  .?  («)  et  4  (a) ,  en  ^'{a) 
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et  4'  W  »  et  que  Ton  intègre  le  second  membre  par  parties ,  en  y 
regardant  y  comme  constant ,  il  viendra 

v=ql  ^  {a)  +  4(*)  ]  +  ^(pXa)—»:\\b)—fa^\a)  daA^fH\b)db  +  ^  (?)• 

d-v  '    • 

Supposant  ensuite  p  constant ,  on  a  j^  =  —  ,  et  les  équations 


donnent  alors  ^« 

da  ' 

Tq   " 


^  =  «^  +  «  , 


p  —  hq 


I  » 


^ 
^ 


/   > 


y   +    fit  (tq  q 

dv  , 

avec  ces  valeurs  et  celle  de  --,  on  obtient 

dq 

mais  ^  devant  être  de  la  forme  p,  {a)  +  4i  (^)  ne  sauroit  contenjr 
le  terme  7r'(f  )  :  on  a  donc  seulement 

^  =  (p  (a)  —  tf  ^'(a)  +  4  (A)  —  ^  4'(i) , 

et  mettant  les  valeurs  de/? ,  f  i  ^  ^y»  v ,  dans  Téqûation  i=px  -^ryq — v, 

en  trouve  { ^^  ^— /«  ^''  W  ^^  +  /i^  4'^  (*)  ^*- 

L*intégrale  de  Tiquation  proposée  sera  donc  le  résultat  de  Téli- 
mii]^ation  des  quantités  ^  et  ^  ^  entre  les  trois  équations 

y  r=  ^  {a)  —  a(p\a)  +  4  (^)  —  *  4'(*) 

î  =  — /*  ç'X^)^^     +  ffi  W)  ^  ^ 
élimination    qui   sera  impossible  tant  que  les  fonctions  resteront 

arbitraires,  et  même  dans  le  plus  grand  nombre  de  cas  où  ces 

fonctions  seront  déterminées  ;  mais  on  pourra  toujours  ^  pour  les 

diverses  formes  assignées  aux  fonctions  ^  et  4  »   et  en  supposant 

seulement  la  quadrature  des  courbes  ^   construire    les  valeurs  de 

x^y^l^  correspondantes  à  des  valeurs  données  de  a  et  de  b» 

SiYoù hïXd^'=x'da,  df!=f!'db,  fa,\{a)da^p ^ ,  /^''4(^y*=4/, 

on  parviendra  à  un  résultat  entièrement  délivré  de  signes  d^inté- 

gration»    parce  qu'en  intégrant  par  parties,  on  trouvera 

Jap"  (tf)  da  =  A^'  (a)  — r  aL(p  {a)  +  /*'V  ip)  ^^ 

'        fH"  (b)db  =  /34'  ip)  —  ]8'4-  {b)  +  /j8"4  {b)  db  ; 

et  comme  on  aura  <^(a)z=;—'^  (p\  (a)  ,  4  (^) c=  —  4'^  (^) ,  on  en  con* 

fit  fi  -^ 


/// 


dura     A>V)=  4y'X«)-  5  <P\  (-) .    4'W=-^".(«)-^4'Xi)  ; 

mettant 


^ 
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mettant  à  la  place  de  *'%  *'",  iB'S  ]8'" ,  leurs  valeurs,  eh  laissant  tou- 
jours pour  abréger,  «  et  i8  à  la  place  de  V —  i  —  a'  et  de  V —  i  —  i» , 
on  obtiendra 

^=       *V»-3»^V.W      +/3H';(*)— 3/3^'/*) 

784.  Legendre  transforme  en  une  autre  du  premier  degré ,  et  sans 
coeificie% différentiels  du  premier  ordre ,  Téquation  r=:f(j,  t)  ; 
dans  laquelle  f  désigne  une  fonction  donnée  de  ^  et  de  /,  «t  qui 
représente  toutes  celles  qui  ne  contiennent  que  les  coefficiens  diffé* 
réntiels  du  second  ordre.  Pour  cela  il  observe  <iue  les  équations 

dpz=:rdx '{' sdy ,  d^z=sdx  +  tJy^     donnant 

p=rx  -^  sy—fÇxdr+yJs),  q=5X  +  ty — f(xds  +  yJt)^ 

il  s*ensuit  que  xdr  +  y^s  et  xds  +  ydt ,  doivent  être  des  diffé- 
rentielles exactes  :  considérant  ensuite  xtxy^  comme  des  fonctions 

dv  dv    -f 

de  5  et  de  / ,  et  faisant  xds  +  ydt=^dy  y  il  trouve  x=  — • ,  j^  =  — - . 

ds  dt 

Mais  réquation  proposée  conduit  à  ^r  =  Sds  +  Tdt  ;  par  le  moyen 

de  cette  valeur ,  la  fonction  xdr  +  y  as  devient  («î^  +  J^  )  ds-^Txdt^ 

et  comme  elle  doit  être  une  différentielle  exacte,  il  en  résulte  Téquation 

d.{  Sx-^ty)  ^    d.Tx 

'dt  ~      ds     ' 

dont  le  développement  se  réduit  à 

^  dx        dy        ^  dx 

dt  dt  ds  , 

dS      dT  dx     dx       dy 

à  cause  que  ---  =  -—  :  substituant  les  valeurs  de  -7^ ,  -7-  et  -7^  :  on 

^      dt        ds        ^  •    dt      ds        dt 

</*  V  rf V  dv 

aura   la  transformée  -7—  +  S  ^- — -  —  J  -7-  =>=  o  , 

d^  dsdt  ds^ 

qui  n'est ,  comme  on  voit ,  que  du  premier  degré ,  par  rapport 

à  la  fonction  v ,  puisque  5  et  T  ne  contiennent  que  les  variables  . 

5  et  A  Lorsque  v  sera  connu ,  on  en  déduira  d'abord  :r  et  ^ ,  en  5  et  / , 

puis  on  trouvera 

q  =  sx  +  ty^v  ^  P  =  rx+sy—f{xdr  +  yds), 

î  —P^  +  îy—R^dp  -^-ydq)  , 
Calcul  intégral.  :  .  G  g  g  g 


\ 


/ 
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Ci  les  intégrations  indiquées  pourront  s'eifectaer  ,  ou  se  ramener  du 
moiûB  à  celles  des  fonctions  d'une  sçule  variable. 

785.  Les  cas  que  nous  venons  de  parcourir  sont  à-peu^près  îes. 
seuls  pour  lesquels  on  puisse  espérer  quelque  succès  dans   Tinté- 
gration  des  équations  différentielles  partielle^  qui  passent  le  premier 
degré  par  rapport  aux  coefEciens  du  second  ordre  ;  on  pourroit , 
à  la  vérité ,  traiter  ces  équations  par  une  méthode  semblable  à  celle 
du  n"*.  73a  :  en  éliminant ,  par  exemple  r  et  ^ ,  par  le  moy^n  des  équa- 
tions df^=^rix  ^  $iy  ^        dqz^ sdx  +  tdy^  ettfherchant 
à  déterminer  le  coefficient  testant  /  ^  de  manière  que  Féquation 
résultante  de  cette  élimination  devienne  intégrabfe.  Si  l'on  parvenoit 
à  obtenir  une  expression  de  t  qui  remplît  ce  but  et  qui  contînt  une 
constame  arbitraire  y  on  en  déduiroit ,  comme  dans  le  n^  73  r ,  l'In- 
tégrale première  de  la  proposée  ;  mais  en  opérant  ainsi  y  on  torn*^ 
beroit  le  plus  souvent  dans  des  calculs  impraticables ,  et  l'on  ren-^ 
contreroit  beaucoup  de  conditions  auxquelles  on  ne  sauroit  satisfaire 
^   que  dans  un  petit  nombre  de  cas. 

Pour  éviter  une  partie  de  ces  difficultés ,  on  a  pris  une  marche 
opposée  ^  on  a  cherché  les  équations  diâërentielles  partielles  qui  ré^ 
pondoient  à  des  intégrales  premières  de  forme  donnée.  Si  Ton^ 
prend ^  par  exemple,  /?^=^  (Ai),  et  que  Ton  suppose  que  M  Qt  N 
contiennent  en  même  tems  les  coefficiens  du  premier  ordre /^  et  ;  ^ 
on  trouvera  par  l'élimination  de  la  fonction  arbitraire  jp , 

-    dN        dN         dN         dN        dN        dN        dN         dN 

dx  d[  dp  dq  dy  d^  dp  dq 

7m       dM        dM        dM    ~1m       Tm^       1M       Tm^'' 

dx  d[  dp  dq  dy  d[  dp  dq 

et  en  développant  les  produits  indiqués ,  on  obtiendra  la  forme  de 
Féquation  du  second  ordre ,  la  plus  générale  qui  puisse  avoir  dans 
son  intégrale  première  ,  une  fonction  arbitraire  d'une  quantité  dé- 
terminée explicitement  au  moyen  des  variables  de  la  proposée.  Pour 
simplifier  le  résultat ,  supposons  que  K  ne  contienne  que  [^t  p , 
et  que  M  ne  renfergae  que  q  y  x  tx  y  \  nous  aurons 

dN  _  dN _         dN_         i^_        '^3i  _ 

d'x~^'     dy~^'     Tq~^^       d[~^'     1^~^^ 


D£      P  LirSISURS 

et  il  viendra 


VA  RIA  B  LES» 


6o\ 


'dN  dU 

~dp~dq^^ 


,     dIfdM, 


,     dN  dM 


dN  dM 


dp    dx 

dN  dM 


=o; 


~di    dx'^ 


dp  dy 
dN  dM 
d[    dy 

Cette  équation  se  rapporte  à 

€t  ilsuit  de  sa  formation,  que  pour  intégrer  celle^c»,  il  faut  la  regarder 
comme  la  résultante  de  rélimination  d^une  indéterminée  a  entre  deux 
autres  de  h  forme 


A  r 


+  ^P 


*5   +   llq 


En  comparant  le  résultat  de  cette  élimination  avec  la  proposée  ^ 
on  trouvera  .  . 

de  ces  six  équations ,  on  tirera 

A     *     A     *!    A      *'      Et! 


B     H*   C     ?*  C 


/  » 


1/  * 


B_ 


I  9 


b 


c 


D 

£t  on  aura  par  conséquent  les  conditions 

'  —  —  —  —  ^. 

lorsqu'elles  seront  remplies ,  il  faudra  chercher  à  intégrer  l'équatÎQir 

«(//F-fjB^{  =  »(  Adq  +  9>'dx  +  ydy  ) 
qui  résulte  de  l'élimination  des  coeffidens  r^.5  et  /,  entre  les  deux 
•équations  hypothétiques  posées  ci^dessus^  et 

dp  =  rdx   +   sdy^  dq  =  s-dx   +   t  dy. 

On  pourrôit  multiplier  beaucoup  les  formes  des  intégrales ,  mais 
on  ne  parviendront  par  ce  moyen  qu*à  intégrer  des  classes  parti- 
culières d^équatiotts, 

786.    Monge ,  qui  trouva  le  premier   l'int^ale .  de  Téquation 

(  ï  +  f*)''  —  ^^?^+  (i  +/^*)^=o,  fl^aîs  par  un  procédé 
différent  de  celui  que  nous  avons  employé  (  n**.  783  )  pour  y  par- 
venir 9  ayant  remarqué  i^ue  les  variables  primitives  x^y  ^  ly  étoient 
exprimées  chacune  en  particulier  par  deux  nouvelles  variables  a  et  b\ 

Gggg  2 
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a  pensé  qu'en  généralisant  cette  forme  on  parviendroit  à  intégrer  des 
équations  différentielles  partielles  qui  échappent  aux  méthodes  con- 
nues ,  parce  qu'elles  supposent  entre  x  ^y  et  ^ ,  des  relations  impos- 
sibles à  exprimer  immédiatement  par  les  signes  des  diverses  opérations 
introduites  jusqu'à  présent  dans  l'analyse.  Dans  cette  vue  il  pro- 
pose  de  regarder  x  ^  y  et  [y  comme  des  fonctions  de  a  et  ' de  b  ^ 
en  sorte  qu'on  ait 


dx 

dx  =z  -—  da  -jr 
da 

dy  =  ^  da  + 
au 

dz    . 
dr  z:=i  -^  da   + 
da 


dx^ 
Tb 

dy 
db 

il 

db 


db. 


db^ 


db^. 


et  de  tiBinsformer  l'équation  différentielle  proposée  en  une  autre 
qui  ne  contienne  que  des  coefficiens  différentiels  relatifs  aux*  va- 
riables a  et  b.  Voici  les  principaux  passages  du  calctll  qu^  faut 
effectuer  pour  opérer  cette  transformation  : 


x%  on  a 


d[       d[dx       d:^dy  dx  dy 

da       dx  da       dy  da  da  da 

db~  dxdb'^  dydb~^  db'^''  db^ 


et  si  pour  abréger  on  fait 

''  .  dx  dy 

da  db 
d[dx 
da  db 

*      iLil 

dadb 

X 
on  trouvera /=  •"  ^> 

équations  identiques 

d[  ^dy         -y^^  — 

da  da  da 


dx  dy 
db  da 


=  Z 


^ili^  —  Y 

dh  da 

~TbTa~      * 

Y 

q  = 7  ;  on  aura  de  plus  les  deux 

Aé  m 


^r*+^5î  +  ^r*=»-('^ 


1%  En  passant  aux  coefficiens  du  second  ordre ,  on  trouvera 


r. 


DE      PLUS  I  EUR  S      VARI ÂB  LES.  <^0  5 

«/•?  v/**  dxdy  dy*  d*x     .d'y 

— i.  =  r  +  is —  +  t  — -    +  p +  q  -,-r 

da'  da*    ^*  dada^      da'    ^^    da-    ^  ^  da' 

d\    .dxdy  dxdy         dxdy         dy  dy  d'x        „■—--— 

.     Jldb^^TaTb'^'TaTb'^'TbTa^^TaTb^^dadh'^^dadb 

d\  dx*  dxdy  dy*  d'x  d^y 

substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  />  et  de  ^  ,  on  aura 

^  d7'^^7:-'+^d7-^Vd:'^^'TaTa^'dF     \ 

dadb^    dadb^     dadb  \    dadb^     da  db.  db  da^  db  da    f. 

^    A    .  ^  *»>    .y  d'x  _     {      dx^  dxdy       Jy'      1 

d*oîi  on  tirera  pour  r,  5  et  r,  les  valeurs  suivantes ,  en  faisant  les  réduc- 
tiens  qui  peuvent  s'offrir  immédiatement  ou  résulter  des  équations  (^): 

^  dt-        ]      da""  ^       da^  ^^  da'^   f. 

dy  dy      [       d^[  à^y  ^x  \ 

dbda*  \     dadb         dadb         dadb] 

df      \^dc\^  dy   .  ^d-x 

"*"  d. 


y*     I  -,  de     V  ^y     V  '^*  1 

r7     riF-^^JF-^^-dP] 


s  Z'=  — 


«/3</3  (  da'  ^  du*  ^  -da'  I 
(d_^dJ^^dxdJr^.i^^YJy_J^^ 
\dadb     dbda/l     dadtf^       dadb         dadb] 

dxdy 
■   •     dada 


tZ^:=  + 


«/^i/*      l      </d^^        dadb'^      dadb] 
^  </«V       I     <ii'  ^      </3»   ^     db'  j 


V 
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l\  est  facile  mainteiiant  d  étendre  cette  transfonnatlon  à  tel  ordre 
<)u  on  voudra  ;  quant  au  secours  qu'on  ea  tire  pour  intégrer  une 
équation  différentielle  partielle  ,  il  consiste  en  ce  que  Ton  peut 
établir  entre  les  coefficiens  différentiels  des  fonctions  x^y^^^ 
ÀoTiX.  la  composition  en  ^  et  ^  est  inconnue  ^«des  relations  qui  sim« 
plifient  beaucoup  la  proposée. 

En  effet ,  si  Ton  substitue  dans  Téquatioa 

ies  valeua  àtp^qyt^  s  tti^  déduites  des  formules  précédentes  ^ 
^m  trouvera 

\  db'   "^    dt'    "^    db^  A      Ha*  "^      da*  "^       da*  J 

(dx  dx     dy  dy     ^f'îN/-.    <**{        v  "'-^        v  ^'^ 
TbTd^ThTtL^TbTaK   dTdb^    ■^r-r.+ 

/  dx*  dy*         dr*  \  /  ^    d'r 

\  da*   ^    dû."  ^   da*  A      ^^  ^       db 

jA  pour  satisfaire  à  cette  équatioa ,  on  fera 

dx*       dy*       ^  _  ^x*       ^y        ^i* 

di* '^  db*  "^  db*  ~  ^ *  dl*"^"^*  ^  d^*~^.* 

m 

d\  _  '  ^y  _  ^^  _ 

'dldb~^^  a7dl~^^  2^~^' 

l^es  trois  dernières  de  ces  équations  ont  pour  intégrales  secondes 

mais  les  fonctions  f  ^  9, 9  ^«  9  4  >  4i  9  4«  >  doivent  satisfaire  aux 
deux  premières  qui  donnent 

4'(*)*  +  4\  (*)•+ 4;(*)*= o,     fX^y  +  ^\(ay  +  p\(ay=o: 

d'après  ces  conditions ,  l'intégrale  de  la  proposée  sera  représentée 
par  le  système  des  équations 

y  =  p,(a)  +  4.(*) 

î  =fda  i^-<p'{a)*-^<p\{ay+fdbV^-4Xby^4'\  (^ 
Il  est  visible  qu'on  ne  diminnera  pas  la  généralité  de  ce  résultat 
en  écrivant  a  et  b,  au  lieu  de  ^(d)  et  4(^)  »  «t  en  mettant  par 
conséquent  i  à  la  place  de  ^'  (a)  et  de  4'  («)  i  H  ne  restera  plus 
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que  deux  fonctions  arbitraires,  et  Ton  aura  ^  en  supprimant  les 
chiffre;  dont  leurs  caractéristiques  sont  affectées 

xzzza  +  b 

[^fda  V—i^{ay+fdb  \/—\  —  ^'(by 

Pour  revenir  de  ces  équations  à  la  proposée ,  on  les  difFérentiera 
par  rapport  à  ;r  et  à  j^  successivement ,  en  regardant  ^  et  ^  comme 
des  fonctions  de  ces  variables.  Faisant  pour  abrèges 

da  —p'dx  +  q'dy  ,  db  =  fdx  +  q"dy  , 

et  n'écrivant  que  les  caractéristiques  des  fonctions  arbitraires^  on 
trouvera ,  par  les  deux  premières  équations , 

/  +  /  =  I,         ^y  +  4y  =  G, 

^'      +     /'    =    O  >.  ♦Y     +     4'f ''    —     I  y 

d'oU  on  lirera 


j 


if  f 


»    ^       —   I  ^  I 


1  =  T? — :?»  1  == 


la  troisième  donnera 

•  ■ 

P  =  p'  /  ^  1  _  p"  +  p"  V  —  i'—  4'» 

mettant  dans  celles-ci  pour  / ,  /»",  f'  et  j",  leurs  valeurs  ,  et  éli- 
minant altematirement  chacun  des  radicaux ,  on  obtiendra- 

p  ^  q^'  =  /  —  I  —  4" 

La  première  de  ces  équations  étant  différentiée ,  mène  à 

r  +  s^'=-^p''(fr+-~^=\     ■ 

,  +  ,4'=-gYy4''+ —i^l^N, 
d'où  il  résulte  — ;; — -.  =  -^  =--^' ,  ce  qui  revient  à 

5  -f-  /4  J 

r  +  i(  f'  +  4'  )  +  '«'4'  ==  o; 


I  , 
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mais  Time  et  Tautre  se  changent  en 

I    +  /•  +  xpq-^'  +  (  i  +  ?•  )  4''  =  o 
I  +  /»•  +  ^pqv'  +  (  1  +•  ç*  )  (p'»-=  o, 

lorsqu'on  en  chasse  les  radicaux ,  ont  également  pour  racines  p' 
et  4'  9  «  font  voir  par  conséquent  que 

00  a  donc  enfin 

C  +  y*)  r^^xpqs  +  (  I  4./^»  )  r  =  o. 


De  la  construc- 


Uc  u  ^^^^"^"^^  787.  Nous  avons  déjà  faitv6ir,  dans  le  cinquième  chapitre  du  volume 
des  équations  iiif-  précédent ,  que  les  équations  différentielles  partielles  à  trois  variables 
ÎL'fles'^ct^dc l^^^  appartenoient  à  des  familles  dp  surfaces  courbes,  liées  entr elles  par 
germination  des  une  génération  ou  ujne  construction  commune  ;  pour  compléter  ce 
re"que  «nfL^nittlt  9"^  *^^"5  avons  dit  alors ,  il  nous  reste  à  montrer  comment  on 
\mxi  mtj^^\^.      construit  les  surfaces  qui  sont  le  lieu  d'une  équation  proposée.  Nous 

commencerons  par  exposer  une  construction  analogue  à  celle  que 
nous  avons  donnée  h^.  59$  pour  les  équations  différentielles  à  deux 
variables,  et  qui  jettera  un  grand  jour  sur  le  sujet  que  nous  allons 
traiter,  <  • 

Soit  ^  =  o ,  une  équation  différentielle  partielle  quelconque  du 
premier  ordre  ;  on  ne  peut  tirer  d'une  équation  de  ce  genre  que 
la  valeur  de  l'un  des  coefficiens  différentiels.  Supposons  qu'on  ait  pris 

celle'de  --^  ou  de  f  ;  les  quantités  x  ^y^^ti  —^  onp,  resteront  în- 
ajr  dx 

déterminées ,  sans  être  néanmoins  indépendantes  les  unes  des  autres , 
car  p  exprime  la  tangente  de  l'angle  que  fait  atec  le  plan  des  x^y^ 
FIG.  30;  représenté  par  BAC^Jig.  30,  1^  tangente  à  la  courbe  XM  résul- 
tante d'une  section  faite  dans  la  surface  proposée  par  un  plan  M' MX 
parallèle  à  celui  des  x ,  ^ ,  que  désigne  B4D.  Ce  coefficient  sera  donc 
déterminé  si  l'on  se  donne  cette  section  ;  menant  alors  par  l'ordonnée 
MM  un  plan  itf'Af  T  parallèle  au  plan  C^Z7  des  y^  ç,  et  tirant 
la  ligne  MN  qui  fasse  avec  le  plan  BAC  un  angle  dont  la  tangente 
soit  ^,  cette  ligne  sera  la  tangente  de  la  section  MY  faite  parle 
plan  M'MY  dans  la  surface  cherchée.  En  opérant  ainsi  sur  chaque 
point  de  la  section  XM^  on  trouvera  fine  sqite  de  lignes  MN^ 

mn 


\ 


\ 
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mn  etc. ,  qui  toucheront  la  surface  demandée.  Si  Ton  mène  ensuite 
le  plan  xhin  parallèle  à  XMM!  tt  à  une  très-petite  distance  de 
ce. dernier,  il  coupera  les  lignes  Mti ^  mn  etc.  dans  des  points  ^, 
n ,  çiz.  qui  pourront  être  regardés  comme  appartenant  à  la  surface 
qu'on  se  propose,  de  construire  ;  car  il  est  évident  que  plus  les  plans 
XMm ,  xhin ,  seront  près  Tun  de  Tautre ,  ainsi  que  les  points  M , 
m ,  etc.  moins  la  courbe  x  N  n^  qui  passera  par  la  suite  de  ces  points , 
différera  de  la  section  parallèle  et  consécutive  à  la  première  XM^  qu'on 
s*est  /lonnée  d'abord.  En  opérant  sur  la  courbe  xNrty  comme  sur 
celle-ci ,  on  trouveront  une  troisième  section  parallèle  à  BAD ,  et 
ainsi  de  suite.  On  voit,  par  cette  construction ,  que  la  première  sec- 
tion -STAf  est  entièrement  arbitraire,  et  que  même  il  n'est  pas  néces- 
saire qu'elle  soit  assujettie  à  la  loi  de  continuité^  c'est-à-dire^  que 
toutes  ses  parties  puissent  être  décrites  par  une  même  loi ,  ou  dé- 
pendent de  la  même  équation. 

Si  Ton  avoit ,  au  lieu  d'une  équation  différentielle  partielle ,  une 
éqpation  différentielle  totale,  on  connoîtroit  alors /^  et  ^  indépen* 
damment  l'un  de  l'autre,  et  il  ne  faudroit  qu'un  seul  point  pour 
déterminer  Is  surface  cherchée.  En  effet,  si  le  point  M  étoit  donné ,  en 

di 
construisant  l'équation  différentielle-  à  deux  variables  j^  =  /? ,  on 

auroit  d'abord  le  point  m  dans  la  section  XAl  parallèle  au  plan 
BADAtsx^[,k  partir  du  même  point  3f  ^  on  construiroit  le  point  N 

4ans  la  section  F  ilf  ^  au  moyen  de  l'équation  — ^  =x:  ^  ^  et  Ton  ob- 

tiendroit  ensuite  le  point  n^  en  le  considérant  comme  faisant  partie 

dr 

de  la  section  x  N ,  dont  l'équation  différentielle  se  déduit  de  -^^  =p^ 
en  y  mettant  PN'  et  N^N  au  lieu  de  ^  et  de  jj ,  ou  comme  faisant  partie 

dr 

de  la  section  y/»,  dont  l'équation  se  tire  de  -p  =f,  en  y  mettant 

dy 

Qw!  et  mid^z\x  lieu  de  :r  et  de  ç;  et  de  là  résulte  une  relation  né« 
cessaire  entre/y  et  f ,  pour  que  le  point  n  trouvé  de  ces  deux  manières 
soit  unique  :  cette  relation  est ,  comme  on  l'a  vu  n^.  510 ,  l'équation 

dp        dû 

de  condition  — -  =  ~. 

dy       dx 

Calcul  intigraU  H  h  h  h 


6io  Ch.  IV.  Intégration  des  f on  ctïon s 

788.  Il  est  trop  facile  de  trouver  le  procédé  analytique  équivalent 

aux  constructions  précédentes  pour  nous  y  arrêter  ;  mais  pour  mieux 

faire  concevoir  l'étendue  des  équations  différentielles  partielles  ,  nous 

considérerons  la  suivante  :/?  =  f(  a:,  j',;;;).  Cette  équation  laisse  y 

absolument  indéterminé ,  et  npus  apprend  seulement  que  les  sections 

telles  que  X  M^  parallèles  au  plan  des  ^,  î,  doivent  être  des  courbes 

comprises  dans  l'équation  primitive  que  l'(n    obtiendroit  en  inté* 

dz  * 

grant ,  par  rapporta  a:  et  à  ;j;  seulement,  Téquation      7-=f(-^>y>  Oî 

or  ,  pour  une  même  valeur  de j^ ,  cette  équation  primitive  qui  con- 
tiendra nécessairement  une  constante  arbitraire,  fournira  une  infinité 
de  courbes ,  toutes  situées  dans  le  même  plan  ,  et  on  ne  pourra  la 
particulariser  qu'en  se  donnant  un  point  par  lequel  doive  passer  la 
courbe  dont  on  a  fait  choix.  Prenant  ensuite  pour  y  une  valeur 
PA^',  très-peu  différente  de  PM  y  on  aura  une  nouvelle  section 
que  Ton  ne  pourra  déterminer  quen  fixant  à  volonté  un  de  ses 
points  ;  et  en  opérant  ainsi  de  proche  en  proche ,  on  formera  une 
suite  de  points  qui  ne  seront  liés  entr'eux  par  aucune  condition  ,  et 
qui  pourront  appartenir  par  conséquent  à  telle  espèce  désignés  qu'on 
voudra  j  soit  continue  soit  discontinue  (*). 

789  Proposons-nous  d'abord  de  construire  l'intégrale  de  l'équation 
P P  +  Qî  =o>  lorsque  P  et  Q  ne  renferment  que  ;f  et^;  cette 
intégrale  est  de  la  forme  {  =  ^  (^)>  ^  désignant  une  fonction 
donnée  tn  x  tl  y  ^  et  telle  que  dU  =  \t.?dy  — •  \kQdx  (  n"*.  718.  ). 


(*)  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  l'équation  P/?+Q^=/2  peut  être  ramenée  à 
la  forme  de  celle  que  nous  v^enons  de  considérer  ^  en  changeant  l'une  des  yariables. 
En  effet ,  sî  l'on  introduit  à  la  place  de  ^ ,  par  exemple ,  une  variabls  v  ^  qot 
dépende  en  même  tems  de  x  et  de  y ,  on  aura 

d^       d^dv  d^dv 

d'oîi  on  tirera  Téquat-on 

f.  ,    y  dr        R      ,  ^    ^  r  '•  w^^^     ,    ^dv    '  „        .        , 

qui  se  réduit  a  — -^ =— • ,  lorsqu  on  fait  P  —  -f-  Q— -r:::o,ct  "on  n  aura  besoin 

d  X       P  dx  dy 

que  de  connoitre  une  valeur  particulière  de  v  satisfaisant  à  cette  dernière. 
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Nous  remarquerons  que  lorsqu'on  suppose  1/  constant  ,  {  le 
devient  aussi,  en  sorte  que  si  Ton  fait  U  =  a^  on  trouve ç=  b; 
mais  1  équation  17=  a  peut  être  regardée  comme  celle  d'une  surface 
cylindrique  élevée  perpendiculairement  au  plan  des  x,  y,  sur  la^ 
courbe  qu'elle  représente  (  n**.  346  )  :  cette  surface  cylindrique  ren- 
contrera la  surface  demandée ,  suivant  une  courbe  dont  1/  =  a  sera 
la  projection  sur  le  plan  des  a:  ,  y  ,  et  dont  l'autre  projection  sur 
le  plan  des  x ,  i,  ou  sur  celui  dey  ,  ;j; ,  sera  ^  =  ^.  Cela  posé  ,  si 
on  prend  la  constantes,  de  manière  que  la  courbe  M'N\fig.  31 ,  FIG.  31^ 
tracée  sur  le  plan  BAC  àts  x^  y  y  et  construite  d  après  l'équa- 
tion U  =^a  y  passe  par  le  point  M  dont  on  veut  obtenir  l'or- 
donnée M' M  y  parallèle  à  Taxé  des  i,  AD,  il  ne  s'agira  plus 
que  de  déterminer  la  constante  b  dans  l'équation  {  ^=  ^ ,  en  satis- 
faisant à  la  condition  que  I4.  surface  demandée  passe  par  ia  courbe 
donnée  NR  ^  dont  nous  supposons  que  les  projections  soient 
RN\R"N*'.  Pour  cela  on  observera  qu'on  doit  avoir  î=^,  sur  ^ 

chacun  des  points  de  la^  courbe  MN\  et  que  par  conséqXient  si 
on  prolonge  cette  courbe  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  pro- 
jection N'R  de  la  courbe  donnée ,  l'ordonnée  N'N  de  cette  der- 
nière donnera  la  grandeur  de  b  ,  puisque  le  point  N  doit  appartenir 
à  la  surface  demandée.  Si  donc  on  mène  N'Q^  parallèlement  à  l'axe 
des  y  y  AC ,  et  qu'on  élève  QN"  perpendiculairement  sur  AB ,  la 
ligne  M'N"  parallèle  à  AB ,  sera  lé  lieu  de  l'équation  {;==^,  et  con- 
tiendra les  projections  de  tous  les  points  qui  répondent  sur  la  surface 
demandée ,  à  chacun  de  ceux  de  la  courbe  MN\ 

Monge ,  à  qui  l'on  doit  cette  construction  et  celle  que  nous  don- 
nerons plus  bas ,  ne  se  borne  pas  à  la  déduire  de  l'équation  ^=ip(Z7) , 
il  prouve  encore  immédiatement  qu'elle  satisfait  à  l'équation  diffé- 
rentielle partielle  proposée.  Pour  cela ,  il  observe  que  si  l'on  fait  dans 
la  surface  obtenue  par  son  procédé ,  deux  sections  respectivement 
parallèles  aux  plans  BADet  DACyJîg.  32,  Tun  des  :r ,  ^ ,  l'autre  fiQ  .^  , 
^^^y  9  î  )  €t  que  l'on  tire  les  tangentes  MX  et  MT y  de  ces  sections , 

on  aura  MX'^  i  ,  M  Y'  =  ^  (  ri^.  324  )  ;  mais  si  par  le  point  M 

on  construit  la  courbe  MN'  dont  l'équation  est  17:=  a  ^  et  qu'on 
élève  sur  cette  courbe,  perpendiculairement  au  plan  ABC  y  une  sur- 

fthhhx 
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face  cylindrique  y  l'intersection  de  cette  surface  et  de  la  proposée  sera 
une  courbe  plane  MN  égale  et  parallèle  kMN\  Il  est  aisé  de  voir 
que  Télément  Mn  dt  cette  courbe  ,  compris  dans  le  plan  tangent 
2^ M  Y' ,  sera  parallèle  à  la  commune  section  Y'X'  du  même  plan 
tangent  avec  le  plan  ABCi  il  en  sera  de  même  de  sa  projection  M'nf  , 
et  Ton  aura  par  conséquent  les  triangles  semblables  M'X^Ytt  Mnin\ 
qui  donneront  Mwl  :  mji  ::  M!  Y'  :  MX'  ;  or  ,  Mw!  et  /wV,  repré- 

sentent  dy  et  dx^  dans  la  courbe  M!N\  pour  lequelle-on  a  27=^ ,  ou 

dU  ^  dU   ^ 

—  dx   Jr    7—  <y  =  O  : 
dx  dy 

la  proportion  précédente  deviendra  donc 

77  pdx 

dyidx  ::  -  :  -  ou  dyidxy.piq  ^  d*oîi  on  tirera  dyz=z  — ^—  ,  en 

observant  que  d'après  la  figure ,  y  diminue  lorsque  x  augmente ,  et 
substituant  dans  l'équation  précédente ,  qui ,  par  l'hypothèse  ,  re- 
vient à  Pdy^^Qdx  z;=z  o,  on  trouvera  Pp  +  Qj  =  o,  c'esi-à-dirc, 
l'équation  différentielle  partielle  proposée. 

790.  Passons  maintenant  à  l'équation  générale  Pp+Qq=R  ,  dont 
l'intégrale  est  de  la  forme  ^  =  ^  {U)  (  n^  711  ).  Dans  ce  cas  on 
a  en  même-tems  C/=  a ,  F'=z  b ,  tt  comme  on  suppose  que  UetF 
contiebnent.  les  trois  variables.  :r  ,  y  tt  î,  il  s'ensuit  que  les 
points  que  l'on  considère  dans  la  surface  demandée  ^  sont  sur  la 
courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  ayant  pour  équations  17  =  a , 
F  =z  b.  Les  projections  en  :r  ,  y  et  :j ,  de  cette  intersection , 
s'obtiendront  en  éliminant  alternativement  ^  et  jy^ ,  entre  les  équations 
17-==^  a  y  f'=i.  Soient, 

les  deux  résultats;  concevons  que  l'on  ait. donné  à  la  constantes 
FIG  33.  une  valeur  telle  que  la  courbe  MN'  jîg.  33  ,  représentée  par  l'équa- 
tion f,(-^,j^,s,^)  =0,  passe  par  le  point  M  dont  on  cherche 
l'ordonnée.  Si  la  valeur  de  b  étoit  celle  qui  remplit  la  condition 
exigée  ,  d'après  laquelle  la  surface  demandée  doit  passer  par  la  courbe 
donnée ,  NR ,  dont  les  projections  sont  N'K  ^  A^''/î'^ ,  en  construisant 
la  courte  N"M'^  laquelle  appartient  i^x^  {,  tf,  *)=o,  les  points  N' 
et  N"  seroient  les  projections  d'un  même  point  N ,  déterminé  par  la 
rencontre  de  la  courbe  S Ry  et  de  celle  qui  est  l'intersection  des 


\ 
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surfaces  représentées  par  les  équations  U-=^a^  F=:b.  Il  n'arrivera 
sans  doute  presque  jamais,  qu*en  prenant  b  au  hasard,  on  tombe 
d'abord  suf  la  valeur  convenable  ;  mais  voici  un  moyen  d'y  pat* 
venir  par  une  suite  d'opérations  géométriques. 

Supposons  que  la  première  valeur  de  ^  ait  donné  les  courbes  MN\f 
et  N'\nf\ ,  l'une  sur  le  plan  BAC^  l'autre  sur  le  plan  BAD ,  et  que 
A^'',  soit,  sur  la  seconde ,  le  point  correspondant  à  l'intersection  N'^ 
de  la  première  avec  la  projection  N'R!  de  la  courbe  donnée  ;  ce 
point  ne  se  trouvant  pas  sur  la  courbe  N^'R!' ,  on  prendra  pour  b ,  une 
nouvelle  valeur  peu  différente  de  celle  qu'on  lui  avoit  d'abord  sup- 
posée ,  en  déterminant  toujours  a  de  manière  que  la  nouvelle  courbe* 
M'N\  résultante  de  1  équation  ij^x ^y ^ayb)^=:o^  passe  par  le, 
point  M^\  on  cherchera  ensuite  sur  le  plan  Z?45 ,  dans  la  courbe 
J^^'ji*\  donnée  par  l'équation  f,,  {x,  ;^^  a^  i)=o,  le  point N'\  cor- 
respondant au  point  N\.  Sil  ne  tombe  pas  sur  la  courbe  R^'N'^ ,  on^ 
procédera  ,  comme  précédemment ,  à  la  recherche  d'un  troisième 
point ,  et  ainsi  de  suite  ;  puis  par  les  points  A^'^  ,  A^'^^  ♦  etc.  on  fera 
passer  une  courbe  ,  dont  la  rencontre  avec  N^'B!^ ,  sera  le  point  cher- 
ché N":  de  celui-ci  on  conclura  A^'  par  le  moyen  de  la  prcjecdon  N^'K* 
de  la  courbe  donnée.  On  aura  alors  deux  points  iVf',  A^',  pour  dé- 
terminer les  constantes  tf  et  b,  dans  l'équation  i/x^  j,  a^  ^)=o  qui  fait 
connoître  la  courbe  M'N''\  çt  tous  les  points  qui  répondront  per- 
pendiculairement au-dessus  de  ceux  de  cette  courbe  dans  la  surface 
demandée,  auront,  dans  le  plan  J9-^i?,  leurs  projections  sur  la- 
courbe  M'N'* ,  résultante  dé  Téquation  f^,  (  :f ,  ^',  a  ,  ^)  =  o,. 

n  est  bien  évident  que  cette  construction  ne  suppose  aucune  con- 
tinuité dans  les  projections  N'R'  et  N^^R'*,  de  la  courbe  par  laquelle 
doit  passer  la  surface  demandée  ;  on  peut  donc  prendre  aii  lieu  de 
cette  courbe  une  ligne  tracée  d'une  manière  quelconque ,  ou  même 
au  hasard. 

Nous  ne  suivrons  pas  Monge  dans  la  démonstration  qu'il  donne 
de  cette  construction,  qui  se  trouve  suffisamment  prouvée  par  tlle- 
même  puisqu'elle  exprime  les  conditions  de  l'intcg'ale,  et  d'ailleurs 
on  peut  consulter  le  mémoire  dont  elle  est  tirée,. 

79T.  Pour  montrer,  par  un  exemple,  l'emploi  des  équations  difFcren-- 
tielles  partielles  du  premier  oïdie  dans  les  questions. géométriques ,, 
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nous  résoudrons  ce  problême  :  Trouver  Inéquation  if  une  surface  qui 
coupe  sous  un  angle  donné ,  toutùs  les  surfaces  comprises  dans  une  même 
équation  différentielle  totale  du  premier  ordre.  Il  est,'  par  rapport  aux 
Surfaces ,  ce  qu*est ,  par  rapport  aux  lignes  ,  celui  des  trajectoires 
dont  nous  nous  sommes  occupés  n**.  605. 

Soit  d^  =  Pdx^  +  Qdy'  Tcquation  des  surfaces  coupées ,  et  re- 
présentons par  di=p  dx+q  dy  celle  de  la  surface  coupante.  Cela 
posé ,  il  est  aisé  de  voir  que  pour  connoître  l'angle  que  font  »  dans 
un  point  quelconque  de  leur  commune  section^  deux  surfaces  qui 
se  coupent,  il  faut  mener  par  ce  point  un  plan  tangent  ou  une 
normale  à  chacune  d'elles  ,  et  chercher  ensuite  Tangle  compris  entre 
ces  plans  ou  entre  ces  lignes.  Or,  Téquation  du  plan  tangent  des 
surfaces  coupées  ,  sera  (  n°.  311) 

z,-î'  =  />  (  jf-^')  +  Q  (  y-y  ), 

£t  celle  du  plan  tangent  de  la  surface  coupante , 

en  désignant  par  -ï ,  T ,  Z ,  les  coordonnées  des  points  quelconques 
de  l'espace;  de  plus ,  si  Ton  nomme  et  Tangle  que  forment  ces  plans, 

on  aura  (  n^  30J  )  cos  <*  5=;=     ; zn=:^—/=.-7 =:; 

V  i  +  P«  +  <2*K  I    +  /»•  +  ?•' 
Telle  est  Téquation  différentielle  partielle  qiù  exprime  les  conditions 
4e  la  question  proposée. 

Le  cas  le  plus^iriiple  est  celui  oîi  Ton  a  ,cos  a  =  o  ,  et  dans  lequel 
k  sturface  coupante  doit  rencontrer  à  angle  droit  les  surfaces  cou- 
pées :  réquation  précédente  se  réduit  alors  à  P/?  +  Q  ^  +1  =0 , 
et, son  intégrale  dépend  de  celles  de  deux  quelconques  des  trois 
équations 
Pdy—<ldx:zzzo^       Pdi  +dx  —  0^     Qdi+dy  =o(n\jlx). 

Supposons  que  les  surfaces  coupées  soient  des  ellipsoïdes  ayant  leur 
centre  à  l'origine,   leur  équation  sera 

Jx-  +  By-  +  CC=zD^         (  n^.  31^)»^ 
et  si  Ton  ne  veut  considérer  que  la  suite  de  celles  qui  résultent  ies 
diverses  valeurs  que  peut  prendre  la  constante  Z?,  on  aura 

Axdx  +  Bydy  +  C{^{  — O,       dou  di—^—-dx —  dy 
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^15 


Jx 


Q  =  - 


By 


et  par  conséquent  P  = — ,  ^  _  — -  -— , 

nières  des  équations  à  intégrer  âevienç|ront 


les   deux  der- 


Axd[  C[dXZ=LO    y 

et  donneront 


Byd[ — Cidy—  o. 


^^-a- 
r^-"^ 


f    .    e 


-(S> 


■V 


En  prenant  -^=  5  =  C,  les  surfaces  coupées  se  changeront  dans  une 
suite  de  sphères  concentriques  dont  le  rayon  sera  \/^ ,  et  Téquation 

de  la  surface  coupante  sera  ^  =  *  T  ~  y  »  c'est-à-dire,  celle  des 

surfaces  coniques ,  ayant  leur  sommet  à  Torigine  des  coordontiées. 

791.  Donnons  encore  un  exemple  ;  nous  le  tirerons  des  surfaces 
équivalentes ,  dont  voici  le  caractère.  Si  Ton  suppose  que 

di  =:pdx  +  qdy  et  d^  ==  Pdx  +  Qdy  , 

soient  les  équations  de  deux  surfaces  courbes ,  les  différentielles  de 
leurs  aires  auront  pour  expressions 

dxdyV  i  +p^  +q-,       '  dxdyV  I+P-  +  Q-, 

et  seront  égales  si  Ton  a 

/,«  +  ^»  =  i>-  +   Q'  ; 
les  aires  indéfinies  seront  aussi  égales  entr'elles ,  puisqu'elles  seront 
composées  d'un  même  nombre  d'élémens  égatfx  :  les  surfaces  pro- 
posées seront  donc  équivalentes ,  quoique  pouvant  d'ailleurs  différer 
beaucoup,  puisqu'on  satisfait  à  l'équation  ci-dessus,  en  prenant 


x 

CL 


y 


a 


'  X 

a 


,      .    ,        x^^  +  y^y      ,      yàx  +  xdy 

ce  qui  suppose  qu  on  ait  i  ;[  =  -: —  ,    ^{  ^=^- ^ , 

A  a 

d'où  il  suit  itfç=:jt*+j*,tfç  =  xy  ,  en  négligeant  les 

constantes.  Les  surfaces  données  par  ces  équations  sont  de  nature 
très-différente  ,  mais  elles  jouissent  de  cette  propriété  remarquable , 
que  si  Ton  prend  sur  le  plan  des  x ^  y,  une  courbe  quelconque  , 
et  qu'on  élève  sur  cette  courbe  un  cylindre  dont  la  droite  géné- 
ratrice soit  parallèle  à  Taxe  de  ^ ,  il  coupera  sur  l'une  et  l'autre 
des  surfaces  proposées  des  portions  de  même  étendue.  C'est  Euler 
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qui  fît  connoître  les  surfaces  équivalentes^  et  il  remarqua ,  comme 
•une  espèce  de  paradoxe ,  que  parmi  les  lignes ,  on  n'en  trouvoit 
aucune  qui  présentât  la  même  propriété  ;  car  lorsque  sur  deux  lignes 
rapportées  aux  mêmes  abscisses  ,  les  'arcs  compris  entre  les  mêmes 
4>rdonnées,  sont  par- tout  igaux  entr'eux,  ces  lignes  sont  Tune  tt 
l'autre  de  même  espèce  ^  et  ne  différent  entr'elles  que  par  leur  po- 
sition. En  effet,  en  nommant  x ^  y  ^  leurs  coordonnées,  et  suppo^ 
sant  qu'on  ait  dans  Tune  dy=zpdx ,  et  dans  lautre  dy=zPdx ^ 
ï\  en  résultera 

V^T+T*  =  /  I  +  ^* ,  â!ohp^P^ety=fpdx=:fPdx  +  C. 

La  recherche  de  toutes  les  surfaces  qui  sont  équivalentes  à  une 
surface  donnée ,  dépend  de  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle partielle  de  la  forme j>* +?•=/',  frétant  une  fonction  de 
^  et  de  y.  Supposons  que  la  surface  donnée  soit  le  plan  ayant 
pour  équation        ^zziz  Jx  +  By  +^C ,  nous  aurons  P  =: ^ ,  Q=B , 

et  en  faisant  pour  abréger  l/  A*  +  5»  =  m ,  l'équation  des  sur- 
faces demandées  ,  sera  />*+  ?*=  m\  Pour  l'intégrer,  Euler  observe 
<^e  Ton  y  satisfait  en  prenant  p  =^m  sin  » ,  y  =/n  cos  « ,  puisqu'on 
M  dan»  cette  hypothèse  />*  +  j*= /n*  ;  il  résulte  de  là 

\  d^'szzpdx  +  qdycs:m{^dxûn»à  +y^COS«), 

(Ct  d'après  le  procédé  du  n*,  740  ,  on  trouve 

C  +  ^  («)  =  "»  (  Jf  sin  »  +  y  cos  »  )    1 
^'(«)  z=zm{x cos  m  — y  sîn  » )    } 

Lorsque  m  =  ô ,  on  a  ç'(*)  =  ^  >  ^^^  ^  (")  =  const.  et  la  pre- 
mière des  équations  ci-dessus  donne  ^  =  consu  dans  ce  cas  Tinté; 
grale  perd  de  sa  généralité  et  ne  représente  plus  qu'un  plan  parallèle 
à  celui  de  X  ,  y  ;  mais  l'équation  du  plan  proposé  se  réduit  à  {  =  C; 
il  est  lui-même  parallèle  au  plan  des  a:,  y,  et  toutes  ses  parties  sont 
égales  à  leurs  projections. 

Si  Ton  fait»  =  tf,  ^ (»)  =  *,  a  et  *,  désignant  des  constantes^ 
on  aura  ^X^)  =  ^  >  ^^  ^  faudra  supprimer  la  seconde  équation  de 
l'intégrale  qui  deviendra  dans  ce  cas 

[^  bz=z m i^xsm a -^ y cOS tf ) , 
équation  d'un  plan  dont  l'inclinaison  sur  celui  de  x  ^  ^,  est  la  même 

que 
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que  celle  du  plan  proposé  ^  puisqu'elles  ont  Tune  et  Tautre  pour 

tangente  V^J*+B*=m(  n^  304  ). 

En  prenant  ^  (a)  =  m  ( asïnt»  +  i cos  «  )  —  c  ,  il  vient 

a  cos  ok —  ^  sin  a  =  X  cos  »  — y  sin  « , 

„  %  •       sin»        X — a 

u  ou  on  tjre  = et  par  conséquent 

cos»       y — b        '^  ^ 

X — a  y  —  t 

$in  »  =  —  •        cos  »  = 


\/(x-a  y  +  {y-9f  '  V  [x-ay  +  {y-b)  ' 

î— c = 772  V{x—ay^{y—bY  ; 

la  dernière  équation  est  celle  d'un  cône  dont  la  base  est  un  cercle 
parallèle  au  plan  At%  x  ^  y.      ^    ^ 

Il  suit  de  là  que  Taire  d'une  portion  quelconque  de  ce  cône  est 
à  celle  de  sa  projection  dans  un  rapport  constant ,  et  c'est  ce  dont  on 
peut  se  convaincre  à  priori  ;  car  on  trouve  que  l'élément  de  son  aire  ^ 
dont  la  projection  est  représentée  par  dxdy  ^  a  pour  expression 

dxdyV  \Jf^m^y  de  même  que  l'élément  du  plan  proposé. 

En  général ,  il  est  facile  de  voir  par  la  forme  de  l'intégrale  obtenue 
précédemmeoi ,  que  les  surfaces  équivalentes  au  plan  sont  dévelop- 
pâmes y  et  que  Taire  d'une  portion  quelconque  de  ces  surfaces  est  dans 
un  rapport  constant  avec,  sa  projection,  d'oà  il  résulte  que  si  Ton 
construit  sur  le  plan  des  x  ^  y  y  une  courbe  qui  soit  quarrable  ,  la 
surface  cylindrique  élevée  sur  cette  courbe  >  parallèlement  à  Taxe 
de*{,  retranchera  de  la  surface  proposée  une  portion  quarrable. 

793.  Euler  donne,  pour  construire  les  surftices  équivalentes  au 
plan  y  un  procédé  qui  revient  à  celui-ci:  sur  le  plan  ^^C^ 
des  X  y  y  y  fig.  34 ,  on  décrit  une  courbe  quelconque  E'F'^  et  par  FIG.  }4« 
un  point  M',  projection  de  celui  qu'on  cherche^  on  mène  une 
droite  M!G\  normale  à  la  courbe  E'F'y  puis  on  élève  MM  per- 
pendiculaire au  plan  ABC^ti  telle  que  Ton  ait  -ttt?^,  =  in;  le 

point  M  y  trouvé  de  cette  manière ,  appartient  à  la  surface  de- 
mandée y  ainsi  que  tous  ceux  de  la  droite  G  M.  En  effet  y  l'ensemble 
des  droites  menées  comme  la  précédente  ^  par  chaque  point  de  E*F\ 
Calcul  intégraU  Hiî 


■N 
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formera  une  surface  développ^ble  dont  tou^  les  élémens  feront  avec 
le  plan  ^  ^  C  un  angle  dont  la  tangente  sera  ^ie  à  /n  ,  et  diaprés  Ta 
propriété  connue  du  plan ,  les  aii^  des  portions  quelconques  de 
ces  élémens  seront  à  celles  de  leurs  projections  comme  G' M:  G^M!\ 
ouxomme  i  :  cos-^  GM  (^  Essais  de  Giomitrit  sur  Us  Surfaces  courbes  y 
n*.  61  )-  Il  est  évident  que  la  courbe  E^F  ^  qui  particularise  la 
surface  proposée ,  et  qui  donneroit  un  cône  si  elle  étoit  un  cercle  ^ 
peut  être  discontinue  ;  en  prenant  même ,  au  lieu  de  cette  courbe ,  un 
assemblage  de  lignes  droites  ^  on  auroit  un  polyèdre  qui  satisferoit 
encore  à  la  question  proposée.  Nous  remarquerons  que  puisque  toutes: 
les  lignes  M&  ont  poiu  projections  isur  le  plan  ABC ,  les  normales  à 
la  courbe  E^F\  qui  sont  tangentes  à  la  développée  l'H',  de  cette 
courbe ,  la  même  développée  sera  la  projection  de  l'arrête  de  re- 
broussement  de  la  surface  proposée  dont  ks.  lignes  M  G  sont  les 
caractéristiques  (  n*.  341  ). 

Monge,  qui  s'est  occupé  également  de  l^uatîon />*4.^*=m%  ' 
a  trouvé  pour  son  intégrale  le  système  des  équations* 

* — *   +  (.y  --  ♦  (*)  T*  —  û 

Quoique  ce  résultat  paroisse  différer  de  celui  âont  nous  avons  fait 
usage  ci-dessu$  ^  il  conduit  néanmoins  aux  mêmes  conclusions  ;  car 
Ja-première  équation  tst  celle  dun  cône  droit  par  rapport  au  plan 
des  jk:,^,  et  dont  le  côté  fait  avec  ce  plan  un  angle^  ayant  sa  tangente 
égale  à  m;  la  surface  cherchée  est  considérée  dans  ce  cas  comme  la 
limite  d'une  suite  de  cônes  droits  ^.  auxquels  les  plans  compris  dans 
l'intégrale  obtenue  plus  haut ,  sont  tangens ,  ce  qui  donne  évi* 
demment  la  nnême  construction  que  ci-dessus. 

794.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  équations  du 
second  ordre  ne  sont  pas  plus  assujetties  à  la  loi  de  continuité  que 
celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  du  premier  Ordre  i 
on  s'en  convaincra  en  considérant  l'équation  très -simple  j  =  o  ,  ou 

-^    =0,  dont  l'intégrale  est  i='t^(x)  +4(^),  Pour  cons- 


dx  dy 

truire  cette  éq^uatioa,.  il  £iut  déaire  sur  le  plan  ABD  des  ;r  ^  ;^,  et 
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CJDàtsy,  {,J%.35  ,  deux  courbes  quelconques  -ST'W''  et  Y"R'^\  FIG.  35. 
continues  oii  discontinues,  puis  élever  sur  le  point  M^  perpendiculai- 
rement au  plan  BAC  6^^  ^  ^y  ^  w^  ordonnée  MM  égate  à  la  somme 
<les  ordonnées  PN"  et  Q*/''  correspondantes  aux  abscisses  AP^x , 
A  Q  ~y^  dans  les  courbes  X'N"  et  T'R\ 

11  est  d'abord  très*évident  que  cette  construction  convient  ri- 
goureusement à  Téquatioii  ;5;=^  (jtr)+4  {y) ,  car  PN"  représente  ^{x) 
€t  QR!'^  représente  4  (  J')  ;  mais  de  plus ,  il  ^st  facile  de  voir  qu'elle 
satisfait  également  bien  à  Téquation  différentielle  partielle  proposée. 
En  effet ,  quoiqu'on  fasse  varier  en  même*tems  x  ^y  ^  k  différence 
entre  l'ordonnée  MM  et  celle  qui  résultera  de  ce  changement  ne  sera 
composée  que  de  deux  parties  ,  dont  une,  relative  à  la  courbe  X''N** 
et  représentée  par  n's\  ne  dépend  que  de  x  seulement,  rautre  ,  rela- 
tive à  la  courbe  Y"K''  et  représentée  par  /V\  ne  dépend  que  de  j^  ; 
la  section  faite  par  un  plan  mené  perpendiculairement  au  plan  .^C, 
sur  la  ligne  q  m'  parallèle  à  QM ,  ne  sera  par  conséquent  que  la 
courbe  -Y^W^  élevée  parallèlement  à  elle-même ,  d'une  quantité  égale 
à  q  r'\  ;  les  différentielles  de  ses  ordonnées  n'auront  donc  pas  varié 
par  son  changement  de  position  :  on  aura  donc 

â.pix 


j  _^  ^ 

=  o  •  ou  5  =  o. 


dy 

Euler  eut  avec  d'Alembert ,  à  l'occasion  du  problême  des  cordéi 
vitrantes  qui  conduit  à  l'équation  r=za^i^  une  longue  contestation 
dans  laquelle  il  soutint  toujours  et  avec  raison  ,  que  les  fonctions 
arbitraires  contenues  dans  l'intégrale  de  cette  équation  ,  pouvoient  ^ 

être  discontinues.  Les  Géomètres  qui  sont  entrés  dans  la  carrière 
après  ces  deux  grands  hommes,  ont  pris  part  à  cette  dispute:  les 
uns  ont  adopté  l'opinion  d'Euler ,  sans  restriction ,  et  les  autres  ont 
cru  qu'elle  devoir  être  modifiée.  Arbogast ,  dans  un  mémoire  cou- 
ronné en  1790,  par  l'académie  de  Pétersbourg,  a  discuté  les  di- 
vers sentimens connus  sur  cette  matière;  par  ses  raisonnemens,  ana- 
logues à  ceux  que  je  viens  de  rapporter  ,  il  me  paroît  prouvé  que 
rien  ne  doit  limiter  la  généralité  des  fonctions  arbitraires ,  con- 
tenues dans  les  intégrales  des  équations  différentielles   partielles.  Il 

remarque ,  par  exemple ,  que  puisque  l'équation  r=a^t ,  sur  laquelle  a 

1.  • . 
111   2 
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roulé  principalement  la  discussion,  se  transforme  en  -— i- =  o  ,  en 

duav 

faisant         uz=:x  -^  ay^         v:=x — ay;  (-n*.  769  ).,  c*«st-à- 

dire  ^  en  changeant  seulement  la  position  des  axes  A  B  et  A  C> 

$ur  le  plan  ^5C,  son  intégrale,   qui  se  présente  d*abord  sous  îa 

forme  {  =  ^  (  x-^-ay  ) +4  ( :r  —  ^j^  )  ,  devenant  {=?>(«)  +4(>')  t 

doit  être  construite  de  même  que  celle  de  Téquation  — i-  =  o , 

du  moins  tant  que  Ton  fait  abstraction  des  circonstances  physiques 
de  la  question  proposée  j  qui  peuvent  restreindre  la  généralité  des 
considérations  géométriques. 

795.Monge  construit,  par  des  opérations  analogues  à  celles  qui 
ont  été  indiquées  dans  le  n"".  790 ,  toutes  les  intégrales  des  équations 
différentielles  partielles,  lorsque  les  fonctions  arbitraires  ne  dépendent 
que  d'une  seule  quantité  donnée  en  ;r ,  y  et  {'.  Nous  nous  bornerons 
ici  à  faire  connoître  l'esprit  de  son  procédé. 

Soit  f^  =  o,  rintégrale  proposée ,  V  contenant  •*',>',{,  les  fonc- 
tions arbitraires  ^{U)  y  xC^)»  '^  (^)  >  ^^c.  et  U  étant  donné 
en  :r  et  ^  seulement.  Pour  déterminer  la  surface  qui  est  le  lieu  de 
cette  équation^  on  l'assujettira  à  passer  par  autant  de  courbes  données 
qu'il  y  a  de  fonctions  arbitraires,  ce  qui  s'effectuera  en  formant 
l'équation  2/  =  ^ ,  et  en  assignant  à  la  constante  a ,  une  valeur 
telle  que  la  courj^e  que  représente  cette  équation ,  passe  par  le 
point  du  plan  des  x  ^  y  ^  dont  on  cherche  l'ordonnée  ç  ;  on  cons- 
truira cette  courbe;  on  remarquera  les  points  oîi  elle  rencontre 
les  projections  sur  le  plan  àt!&  x  ^  y  y  clés  courbes  données;  enfin  ^^ 
on  déterminera  les  constantes  arbitraires  dans  lesquelles  se  changent 
les  fonctions  ç(CO,  x(^)>'+(^>  ^^^*  P*^^^  supposition  de  V^a^ 
de  manière  que  les  points  d'intersection  avec  les  courbes  données 
de  la  surface  à  laquelle  appartient ,  dans  cette  hypothèse ,  l'équation 
f^  =  o ,  correspondent  à  ceux  oh  la  courbe  qui  résulte  de  l'équation 
27=^,  coupe  les  projections  de  ces  mêmes  courbes  sur  le  plan  des  ^^y. 

796.  La  construction  précédente  étant  traduite  en  calcul ,  donne 
le  moyen  de  déterminer  analytiquement  les  fonctions  arbitraires 
f  9  X^  4>  ^tc*  lorsqu'on  a  les  équations  des  protections  des  courbes 


t* 
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données.  Supposons  en  effet  que  ces  équations  soient 

Faisons  comme  plus  haut  U=.a\  à  Taide  de  cette  équation  et 
de  rintégrale  proposée  ^=o ,  nous  pourrons  chasser  y  ti  [y  des 
six  équations  rapportées  ci*dessus ,  qui  ne  renfermeront  plus  alors 
que  les  quantités  tf ,  ^{^)  9  %  (^)  >  4  W  »  etc.  et  la  variable  x  ;, 
éliminant  ensuite  cette  dernière  entre  les  deux  équations  qui  appar- 
tiennent à  une  même  courbe ,  on  aura  un  nombre  de  résultantes 
égal  Â  celui  des  fonctions  arbitraires  ^  et  desquelles  on  tirera  les  ex*» 
pressions  de  ces  fonctions  au  moyen  de  la  quantité  a ,  qu'il  faudra 
remplacer  par  U.  NouS  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  de  plus 
grands  détails  sur  cette  méthode ,  parce  que  nous  en  avons  déjà 
fait  usage  dans  le  cinquième  chapitre  du  volume  précédent  (  n"*.  334 
et  suivans  ) ,  et  nous  renvoyons  au  Traité  des  séries  et  des  différences , 
ce  qui  regarde  les  cas  dans  lesquels  les  fonctions  arbitraires  ne  dépen-* 
dent  pas  toutes  de  la  même  quantité ,  excepté  pourtant  celui  de  Téqua- 
tion  du  premier  degré  et  du  second  ordre ,  qui  se  présente  fréquemment 
dans  les  recherches  Physico-mathématiques ,  et  pour  lequel  Laplace  a 
donii[é  une  méthode  très-élégante  que  nous  allons  exposer. 

797.  Nous  choisirons ,  pour  particulariser  les  fonctions  arbitraires  ; 
ces  deux  conditions  :  qu'en  prenant^  =  f  (a:)  ,  on  ait  i''.  ^=f,(x) , 

x\  -~  =  ïAx) ,  les  trois  fonctions  f ,  f,  et  f.  ,  étant  données  et  in- 
dx 

dépendantes  les  unes  des  autres  ;  et  nous  supposerons  que  l'équation 

différentielle  partielle  proposée ,  qui  tst  alors 

soit  transformée  en 

.-S;  +  '-f^c-^  +  ^'^=«- « 

afin  que  son  intégrale  ne  contienne  que  ^  et  les  quantités  qui  entrent 
dans  les  fonctions  arbitraires.  En  transformant  de  même  les  deux 
premières  équations  données  y  on  en  obtiendra  d'autres  que  nous 
représenterons  par  y  =  F  (a)  ,      ^  =  F,  (u) , 

et  d'oU  nous  tirerons      dy=:  Fd  Uy    ^{  =  F^du  j 
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€n  n'écrivant ,  pour  abréger  ^  que  les  caractéristi<}ues  des  fonctions, 

d  T  d  7 

Substituant  ces  valeurs  dans  Te^rpression  générale  ^=  -~^«4 — ^  dv , 

du        dv 

cous  aurons  F\=-r'  +  -r^'* ••••  {^  ^ 

du       dv  N    /  ' 

dz    '   didu        d?  dv 
et  de  plus ,  par  la  transformation  indiquée  ,--  =  -—-—+  --^-- 

dx        du  dx        dv  d^ 

du      dv 
{  n**.  769  )  9  les  fonctions  —,   —,  données  en  «  et  v ,  aussi  bien 

dx     '  dx 

qu'en  :^  etj^,  deviendront  des  fonctions  Âe  u  seul  lorsqu'on  en  chas- 
sera v^  par  le  moyen  de  l'équation  v=F;  mais  dans  cette  cir- 

constance  la  troisième  équation  donnée  -^  =  îj^x) ,    prendra  la 

dx 

dr 

forme  -j-^  =  F^(u) ,  en  y  mettant ,  au  lieu  de  x  sa  valeur. en  u  :  nous 
dx 

parviendrons  ainsi  à  cette  nouvelle  équation , 

d[du       d^dv        ' 

^^Tu'Zc'^Tvli ^^)' 

dont  la  combinaison  avec  l'équation  {A)  nous  fera  connoître  les 

dr      d? 

expressions  des  coefiiciens  du  premier  ordre ,  -7^  •    -7^ ,    relatives 

du      dv 

aux  relations  établies  entre  J^f  •  y  •  r  et  -~  :  nous  désignerons  ces  ex- 

dx 

pressions  par  p^  et  q,. 

Cela  posé ,  il  faut  déduire  de  ces  résultats  les  valeurs  des  fonctions 

desquelles  ta  méthode  du  n".  773  fait  successivement  dépendre  j; 

nous  aurons  jd'abord  pour  la  première,  i^=±p^+  P^F^.  Pour  ob- 

dz'  , 

tenir  ^\  il  faut  connoître  ce  que  devient  ■— ,  dans  l'hypothèse  éta- 

du 

dz 
blie  ;  or  en  difFérentiant ,  par  rapport  à  «,  l'équation  {'=  -~  +  P^\ , 

du 

on  trouve  l'équation 

di' _  d\  d[        dP, 

du        du*'  ^  du  du 

qui  donneroit  la  valeur  cherchée  ,  si  l'on  ^voit  celle  de  — r~  ;  mais 

du 
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tn  mettant  poiir  dv  sa  valeur  F[du ,  on  a  -    . 

di      Yd\         d'z       K  dp,       d^i         d^i   ^ 

tf.—-  =  { — —  +  -- — -r-Jf    )dUy  OU  -7-7  =  ----  -j-  -- — p,    et   ea 

du        \du^        dudv      y       *  du        du""       dudv 

d'T 
observant  que  Téquatlon  (z)  devient  — y- +^,;'t+Qiîi +-^^^i===^i.> 

dr       d  z 

lorsqu'on   y    met   pour   r^ ,    -~ ,    -~ ,  leurs  valeurs ,  on  en  tirera 

du      dv 

d^Z  dp  d'^T     ^  d'^T 

FejKpression  de  -7—7"  y  pour  la  substituer  dans  -^=  — ~+  ,    ,   * 
^  dudv     "^    ..  du^         du^      dudv 

d\ 

qui  ne   renfermera  plus  que  l'inconnue  — ^  ,  dont   elle  donnera 

du 

dz' 

par  conséquent  la  valeur.  D  ne  reste  plus  qu'à  trouver  —-  ,     et 

dv 

dz-  dz: 

pour  cela  on  a  Téquation     ^{=  "7""^'' +  "7^^^>  qui  devient 

--—  —p\  +  -r~F^  en  représentant  par  Z\  /„  les  valeurs  de  /  et  de 
du  dv 

dz' 

-—  ,   déterminées  d  après   ce  qui  précède  ,  et  en  mettant   F'du 

du 

df        d{' 

au  lieu  de  dv.  Il  est  évident  que  A  -p^ ,    -7^,  s'obtiendront  par 

du        dv 

d/        dz 

le  moyen  des  fonctions  /,  -7^,   -r^,   comme  celles-ci  ont  été 

du       dv 

d  z        d  z 

déduites  de  { ,  t^  et  7^ ,  et  qu'il  en  sera  de  mênse  pour  chacune  des 

du        dv 

transformations  successives  de  l'équation  (i). 

Si ,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  le  n"".  77  j ,  ces  transfor-^ 
mations  s'arrêtent  à  la  fonction  (",  on  aura  deux  expressions  de  cette 
fonction ,  Tune  déduite  de  {f  par  le  procédé  précédent  ^  et  l'autre 
donnée  par  l'équation 

— /Q>  ÏQrdu 

dont  le  second  membre  peut  être  changé  en  une  fonction  de  r ,  en^ 

mettant  dans  les  quantités  t  y      fc  M!\duy  au  liea 

detf^  sa  valeur  en  v\  par  ce  moyen  la  fonction  4  (v)  sera  déter-  - 


6i4  Ch.  IV.  Intégration  DES  fonctions 

minée  9  et  on   substitvtera  ensuite  son  expression   dans  l'équation 
-fP'M  jP\du-^fQ,dv  fQ.dv  \ 

après  y  avoir  remplacé  ç^',  par  sa  valeur  déduite  de  celle  de  i':  on  en 
chassera  v ,  au  moyen  de  l'équation  y=F  (u)  ,  et  on  parviendra  à 
une  résultante  qui  ne  contiendra  plus  que  u  et  ^{u)^  et  donnera 
par  conséquent  la  forme  de  cette  fonction. 

Des  équat'ons      798*  Nous  avons  fait  voir  dans  le  n^  701 ,   qu'une  équation 
d fférentiellcs  to-  différentielle  du* premier   ordre    à   trois   variables,  de  la   forme 

taUs  qui  ne  satis-  *  .    ^  .      . 

font  pas  aux  con-  P dx+ Qdy+Rdi=zo^  ne  pouvoit  être  satisfaite  par  une  fonction 
Sr  '^*'"^^^''''  de  deux  variables,  qu autant  queTéquation  ^ 

^^  P  —  ^R—      Ri^  —  O—       0  —  —  P^~ 

dy  dy  dx  dx  d[  d:^ 

.iétoit  identique  par  elle^-même.  Mais  en  établissant  une  dépendance 
quelconque  entre  x  y  y  ^  ^^  onX^i  changera  dans  une  autre  qui  ne 
contiendra  plus  que  deux  de  ces  variables ,  et  déterminera  par  con- 
séquent Tune  4e  celles-ci  en  fonction  de  l'autre.  Si  l'on  a  voit ,  par 

•        H'       *•  ^C  xdx-^ydy 

exemple ,  icquation  ■       =  —, r ; p- , 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus ,  tant  que  ^  et  ^ 
ne  sont  pas  nuls ,  et  qu'on  y  f  ît  j'  =  ^  (jr) ,  ^  désignant  une  fonc^ 
tion  quelconque ,  elle  se  changeroit  en 

d^i    _       [j:+  <p{x)p\x)^dx 
t-T-C  ~  *(x— ^)  +  (p(.r)[(p(:i:)— *] 

et  donneroit  autant  de  relations  différentes  entre  {  et  ^,  que  Ton  assi- 
gneroit  de  formes  particulières  à  la  fonction  9.  Si  l'on  prend  ^  par 
exemple ,  ^{x)z=,x  ^  on  aura 

d:^  ixdx  idx 

l-^c       x(x  —  a)  +  X  {x  —  t)        IX  —  a  —  ** 
d'où  on  tirera  ç — c  =  C{ix  —  a  —  i),  C étant  une  constante  ar- 
bitraire ,  et  la  proposée  sera  satisfaite  par  le  système  des  équations 

^  —  c:=  CÇix-^a-^i)    ]' 
Newton ,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*)  ^    avoit  déj^  indiqué 

(*)  Niwtoni  opusfula ,  tope  I  »  page  83 ,  édition  de  1744. 

cette 


I>  E      PLI/SIEURS       VARIABLES.         6l^ 

cette  manière  de  résoudre  les  équations  différentielles  qui  conte- 
noient  plus  de  deux  variables  ;  mais  elle  a  Tinconvénient  d'exiger 
une  intégration  pour  chaque  résultat  qu'on  veut  obtenir ,  et  Monge 
a  remarqué  .en  1784  ,  qu'on  pou  voit  ;  par  l'introduction  d'une 
fonction  arbitraire ,  parvenir  à  un  système  général  d'équations  qui 
en  donnât  une  infinité  de  particuliers ,  satisfaisant  fous  à  la  pro- 
posée. J'aurai  soin  de  faire  connoître  les  considérations  géométriques 
qui  l'ont  conduit  à  cette  théorie^  mais  je  commencerai  par  l'ex- 
poser  sous  un  point  de  vue  purement  analytique. 

799.  Le  même  procédé  que  nous  avons  donné  ^  n*.  703  y  pour 
intégrer  l'équation  Pi/;c+Qi>^+/li^;[=o,  par  une  seule  équation 
primitive ,  lorsque  la  chose  est  possible  ,  conduit  aussi  à  la  solution 
la  plus  générale  que  l'on  puisse  obtenir  pour  cette  équation  ,  dans  le 
cas  contraire.  En  eflfet,  si  on  l'intègre  d'abord ,  en  regardant  une 
des  variables  qu'elle  renferme  comme  constante  9  { >  par  exemple  » 
que  Ton  représente  par  <7  =  Cy  l'équation  primitive  qui  répond 
à  Pdx  ^  Q,^y  =  ^f  ^ue  l'on  différentie  cette  équation  primitive  ^ 
en  faisant  varier  à  la  fois  x  ^  y^  i  et  C  ^  et  que  l'on  compare  le 

résultat  à  la  proposée ,  on  arrivera  à  l'équation  -7-  =  -7 f*  /î , 

di        di 

ft,  étant  le  facteur  qui  rend  Pdx-^r  Q^^^  une  différentielle  exacte.  A  la 

vérité  9  le  second  membre  ne  se  réduira  plus  à  une  fonction  de  {  seul  ^ 

•comme  cela  arrive  dans  le  cas  oii  la  condition  d'intégrabilité  est 

remplie )  et  ne  pourra  donner  C^  comme  l'exige  cette  condition; 

mais  il  est  évident  qu'en  supposant  toujours  que  C  soit  une  fonction 

de  [^  l'équation  proposée  sera  satisfaite  par  l'équation  primitive  U=^C^ 

dC    du 
^i  l'on  a  en  même  tems  -—=--—  ^—uR^z  o  :  faisant  donc  C==  a  (?) , 

tf{     d{^  ^^  ^ 

le  système  des  équations 

iV 

satisfera  à  la  proposée ,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  ^  , 
et  pourra  se  particulariser  d'une  infinité  de  manières  en  prenant^ 
arbitrairen;^nt. 

Cakul  intégral.  K  k  k  k 
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Appliquons  ceci  à  Véquation 

C— c~  x{x  —  a)+y{y  —  by 
que  nous  ayons  prise  pour  exemple  dans  le  n"".  précédent  ;  ik>us  aurons 

^  .  xdx  +  Ydy  _  I 

Pdx+QdYz=:z—- r-^-/ rrs^     "     ^= f 

^^   ^       x(x  —  a)+y(y^b}'  <— c* 

et  faisant  p,  =  x{x — a)  +y(y — t)  >  nous  trouverons  U=x''+y\ 
aous  obtiendrons  par  conséquent  les  équations 

xix'^a)+y{y  —  t) 

: —  9  W 

l  —  c 

So^.  Ce  résultat  étant  algébrique  jpuit  nécessairement  de  îa  pro^ 
priété  de  donner  autant  de  solutions,  algébriques  qu'on  voudra  de  Ut 
proposée  ;  mab  quand  même  il  ne  seroit  pas  tel^  il  n*en  faudrok  pas- 
concUue  néanmoins ,  qu'il  n'existe  point  de  fonction  algébrique  qui 
satisfasse  à  la  proposée  ^  car  le  système  d'équations  que  nou$  venons, 
d'obtenir  n'est  pas  le  seul  que  Ton  en  puisse  déduire  :  on  peut  même 
£aire  en  sorte  que  la  fonction  arbitraire  dépende  d'une  quantité 
donnée. 

Soit  en  général  ((x^  y^  i)  ^  cette  quantité;  si  Ton  fait 
f  (  jt: ,^ ,  ç  )  =  « ,  on  tirera  de  là  l'expression  de  Tune  des  vafiabfes 
x^y^ij^n  fonction  des  deux  autres  et  de  i;^;  si  Ton  prend  la  valeuJt 
de  i ,  par  exemple ,  on  aura  d{;=ndu+pdx+qdyy  et  substituant  dan& 
réquation   proposée  Pdx+  Qdy  +  Rd^z^a^  il  viendra 
Rndu  +  (P  +  Rp}Jx  ^  {  Q  -^  Rq):dy  =  q: 

en  intégrant  d'abord  l'équation 

(P  +  Rp)dx  +  (Q+  Rq}dy  =  o^ 
la  fonction  arbitraire  qu'il  faudra  introduire  y  d'après  le  procédé  cî» 
dessus  renfermera  la  quantité  donnée  u. 

C'est  par  fe  secours  de  semblaUes  transformations  que  Ton  peut 
chercher  à  satisfaire  à  Téquation  Pdx  +  Qdy -^Rdi^o y  par 
vn  système  d'équations  primitives  algébriques ,  et  nous  observerons 
que  cette  question  fait  ^  comme  celles  qui  nous  ont  occupés  dans 
le  n*.  532  et  suiv,  partie  de  cette  branche  de  l'analyse  que  Von 
pourroit  appeler  U  Calcul  intégral  irJiurminly  parce  qull  s'agit  de 
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trouver  parmi  le  nombre  infini  d'équations  primitives  <jui  répondent 
à  Tëquation  difîërentielle  proposée ,  celles  qui  sont  algébriques. 

Si  on  vouloir  déterminer  la  fonction  arbitraire  par  la  condition 
que  Tune  des  équations  primitives  du  système  fut  identique  avec 
l'équation  donnée  ({x  j  y  ^  ^)=o,  on  retomberoit  sur  une  équa- 
tion difFérentielie  du  premier  ordre  à  deux  variables  ;  car  en  com- 
innant  cette  équation  avec  les  deux  suivantes ,  par  exemple , 

17  =  ^  ({)  ,       — /u  i?  =  ^\i) ,  pouf  en  éliminer  jc  et  ^ ,  la  ré- 

sultante  qu'on  obtiendroit  pourroit  conteoir  en  même  tems 


î ,  *  (0  et  ♦'({)  = 


dl 


801.  Les  équations  différentielles  qui  renferment  plus  de  trois 
variables  sont  susceptibles  de  remarques  analogues  aux  précédentes. 
Pour  le  prouver ,  soit  l'équation  à  quatre  variables 

}fdu^Pdx4r<ldy'\'Rd7z=^Of 
qui  ne  satisfasse  qu'à  la  dernière  des  conditions  d'intégrabilité  ex- 
primées par  les  trois  équations 

r.dR        „dP        ^dN        ..  dR        ^^dP        „  dN 

P ,R         j^  R A^-7-  +  A?-. P  -T-  =  0, 

du  du  dx  dx  d[  d[ 

■du  du  dy  ^y  ^  ^l 

O'^—^R^^        R^—^P—        P^'à— O  — — 
dx  dx  dy  dy  d^  d^  ^ 

(  n"*.  710  ) ,  il  s^ensuivra  que  si  l'on  fait  rfa  =  o,  Téquatîon  restante 
Pdx  '\'  Qdy  +  Rdi=zo^  pourra  s'intégrer  par  une  seule  équation 
primitive  entre  les  trois  variables  x-^  yi  h  Représentons  cette  der- 
nière .par  U:=C ,  nous  aurons 

dU  dU  dU  ' 

-^<^*'r-^dy^.  --■di^t.iPdx^ildy^Rdi),     • 

«t  en  la  diiFérentiaiit  par  rapport  à-u ,  .v ,  ^ ,  ^  et  C,  en  même  tems , 

comparant  ensuite  le  résultat  -  avec  la  proposée ,  multipliée  par  ft , 

du   \ 
aous  trouverons  --— i^ft. N d,tt  =:  </C,.  équation  qui   deviendra 

'Kkkki 


6iS  Ch.  IV.  Intégrât j ON  des  fonctions 

"-J f/^N  =^'(a) ,  si  Ton  fait  C=:p(u) ,  et  d'où  nous  conclurons  par 

conséquent  que  la  proposée  est  équivalente  au  système  des  équations 

i/  =  (p(«) 

'   Lorsqii'aucune  des  conditions  d'intégrabilité  n*est  remplie ,  il  semble 

d'abord  que  l'équation  proposée  ne  peut  être  représentée  en  général 

que  par  le  système  de  trois  équations  primitives  parce  qu'on  ne  peut 

l'intégrer  que  par  rapport  à  deux  des  variables  qu'elle  contient,  Suppo* 

sons  qu'on  ait  chassé  pour  cela  les  variables  uttx  ^  que  l'on  désigne 

par  conséquent  par  fc,  le  facteur  qui  rend  Qdy  +'Rdi  difFéren** 

tielle  exacte ,  et  que  U  soit  ^intégrale  de  cette  fonction  ;  l'équatioa 

U=  C^  différentiée  en  y  faisant  tout  varier ,  donnera 

dU        ■      iV  ^  dU  ^  dV     '       ^^ 

^,u+—dx+—dy^—d,  =  dC, 

et  comparant  avec  la  proposée  ^  multipliée  par  t^  y  en  observant  que 

dir  du 

on  trouvera 

dU  dV 

■-r-du+  —^dx^-^dC^rtANdu  +  uPdJ^. 
du  dx 

Pour  satisfaire  à  cette  équation ,  il  faut  faire  C=f(z^,^)|  fdé- 
/  signant  une  fonction  arbitraire,  et  posant  à  l'ordinaire 
d^{u^x)=:p^{uyx)du  +  ^^^(^Uyx)dxy  on  égalera  entr'elles  les 
quantités  qui  multiplient  du  tt  celles  qui  multiplient  dx  dans  chaque 
membre ,  afin  d'obtenir  les  deux  équations 
dU  dV 

délivrées  de  différentielles;  parce  moyen  on  aîura.^  pour  représentei: 
la  proposée  ^  le  système  des  trois  équations 

V  =  ^{u^x) 
dU 

dV 
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qui  renfermé  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités,  et  silo^^ 
donne  à  cette  fonction  diverses  formes ,  on  en  déduira  autant  de 
solutions  de  la  proposée. 

Mais  on  peut  aussi  satisfaire  à  la  proposée  avec  deux  équations 
Seulement ,  en  diminuant  la  généralité  delà  fonction  arbitraire  ^  ;  car 
si  Ton  élimine  les  variables  i  «t  y  des  trois  équations  ci-dessus  , 
la  résultante  ne  contenant  plus  que 

^^y^  f(.^9y)j   (pA^>y)^   ^rX^^y) 

sera  simplement  une*  équation  différentielle  partielle  entre  les  va- 
riables x^y  tt  la  fonction^,  et  lorsque  cette  fonction  sera  déter- 
minée on  pourra  supprimer  l'une  quelconque  des  deux  dernières 
équations  du  système  rapporté  ci-dessus.  Cette  remarque  est  tirée 
d'un  mémoire  que  M.  Paoli ,  professeur  de  mathématiques  dans  l'Uni- 
versité de  Pise,  ^a  publié  en  1793  ,  sur  le  sujet  qui  nous  occupe 
maintenant.  (*)  v 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

xdu  +  ydx  +  udy  +  ;[rf;f  =  o; 

cette  équation  ne  satisfaisant  à  aucune  des  conditions  d'intégrabilité , 
il  faut  intégrer  séparément  deux  de  ses  termes.  En  opérant  sur  les 
derniers ,  on  trouve  i.uy  +  j*  =  C  ;  l'on  a  /u  =  i  ,  et  il  vient 
par  conséquent 

^  \y^xx^^f^Uyx) 

éliminant  y  entre  la  seconde  et  la  troisième  de  ces  équations ,  on 
obtient  *y(«'>^)  +*,y(«*^)=  —  ^.AT,  et  en  intégrant 

celle-ci,  qui  t%X  différentielle  partielle  à  l'égard  de  la  fonction  ^,  on 
en  déduit  (n^7ll  )  ^  C^»-^)  +  ^'  =4  («  — x)^ 

Substituant  la  valeur  de  ^  («^ ,  :c  )  dans  les  deux  premières  équations  , 


(*)  Cet  estimable  Géomètre ,  l'un  des  plus  distingués  aue  possède  maintenant 
ritalie ,  a  publié  lo  même  année  ,  en  deux  volumes  w-4*.  un  ouvrage  qui  a  pour 
Vitre  ,  Ekmtntl  £jil^tbra ,  qui  réunit  à  la  méthode  et  à  la  clarté ,  l'avantage  d'offrir 
toujours ,  on  un  précis ,  ou  une  indication  de  ce  qui  a  été  fait  de  plus  important,  soit 
dam  TAlgttre ,  proprement  dite ,  îoit  dans  le  Calcul  différeatel  et  intégral ,  dans 
ces  derniers  tems'. 


■V. 
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m 

On  aura  le  système  suivant  : 

x^  +  l^  +  itfj^  =  4(tt— a:) 


l^  +  itfj^  =  4(tt— a:)    ] 
ly —  z_x  =4'(«  —  x)    J    * 


}. 


au  jmoyen  duquel  on  satisfera  à  la  proposée  par  des  fonctions  de 
deux  variables. 

U  est  à  propos  de  remarquer  que  si  Ton  fait  «  -^  jc  =  r  dans  la 
proposée ,  elle  se  change  en 

.    xdx  4-  ydx  4-  xdy  +  î^{  +  ^dy  +  xdt  =  O  , 
et  devient  intégrable  lorsqu'on  y  suppose  t  constant  ;  on  aura  donc 
par  le  premier  procédé  exposé  au  commencement  de  cet  article  j 

%y — XX  =:4'(r) 

résultat  qui  rentre  dans  le  précédent ,  quand  on  remet  tf  -—  x  à  la 
place  de  r.       .  ,j 

Si  l'équation  proposée  contenpit  cinq  variables  ,  en  Tîntégrant 
comme  ci- dessus,'  on  y  introduiroit  une  fonction  arbitraire  de  trois 
variables,  et  on  auroit  quatre  équations,  desquelles  éliminant  les 
deux  variables  qui  n*entreht  pas  dans  la  fonction ,  on  tireroit  deux 
équations  différentielles  partielle*  par  rapport  à  cette  fonction.  En 
intégrant  Tune  ou  l'autre  de  ées  dernières  ,  ou  une  nouvelle  équation 
qui  en  soit  déduite,  on  obtiendra  une  valeur  de  la  fonction  arbi- 
traire, qui  permettra  de  négliger  une  des  équations  du  système ,  et  le 
réduira  par  conséquent  à  trois;  il  arrivera  même  souvent  qu'on 
pourra  la  réduire  à  deux. 

Il  est  facile  d'étendre  ces  recherches  aux  équations  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables ,  lorsque  les  différentielles  n'y 
passent  point  le  premier  degré  ,  c'est  pourquoi  nous  ne  les  pous-  " 
serons  pas  plus  loin  ;  nous  passerons  aux  équations  où  tés  différent- 
tielles  sont  élevées  à  des  puissances  supérieures  à  la  première ,  cir« 
constance  qui  produit  une  nouvelle  condition d'intégrabilité  (  n'^.yog  ^. 

8oi,  Soit  réquaflon  di^—m''{dx^^dy^)      {A)\ 

en  y  supposant  x  constant ,  elle  donne  d\j==.mdy  y  et  par  conséquent 
{=my + C  ;  faisant  ensuite  varier  jy^ ,  {  et  C,  on  obtient  d^zszmdy  -i-dC, 
et  substituant  dans  la  proposée,  en  prenant  Ces^  (x) ,  dCt=6p'(x)dx  ^ 
Qn  trouve  xmdydx  p\x)  +  m^'dxW  (*)*=  w*</ x^  , 


DM      PLI/SIEURS      VARIABLES^         63 1 

m  d  X  ' 

tfoù  on  tire     %dy=i  -rr\  —  ^  dx(f{x)  ;  il  vient ,  en  intégrant , 

p  \x) 

2y==f  T7^  —  mp(^x)  :  la  proposée  est  donc  représentée  par  le 

système  des  équations 

i—^my+p{x) 
pmdx 

Ce  résultai  n'est  pas  le  plus  simple  que  Ton  puisse  obtenir  parce  qu'il 
contient  un  signe  d'intégration  ;  noi^s  allons  en  trouver  un  autre  qui 
sera  délivré  de  ce  signe  y  et  qui  donnera  p^r  conséquent  autant  de 
solutions  algébriques  que  Ton  voudra  de  Téquation  (j4). 

dx  dy  ,  ^ 

Si  l'on  prend  — -  =  tf,     -~  =  ct,tfet*  étant  des  constantes ,  on 
satisfera   à    cette  équation  en    faisant    i  =  /tz*  (  a*  +  a  ^  )  ,    d'oii 


t/7 


m  a 


on  tirera  a  = ;  et  en  intégrant  les  équations  hypothé» 

tiques  >  ci-dessus  ^  on  aura 

x=:ai  +  b  ^ 

y  =  - — ^,+  <^V 

m  j 

système  qui  satisfait  à  la  proposée  ,  et  renferme  trois  constantes 
arbitraires  â>  ^,  c.  Si  on  diiFérentie  chacune  des  équations  qui  le 
composent ,  les  deux  constantes  b  et  c ,  disparoîtront  d'elles-mêmes  , 
et  en  éUminant  a  entre  les  diâerentielles 

j           j                 j         ^^^  I— mV 
dxz=zadry  dyz^-^ — 

m 

•n  retombera  sur  féquation  (A)  ;  mais  pour  arriver  au  même  ré- 
sultat il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  a  ^b ^  Cy  soient  des 
constantes  ^  il  faut  seulement  que  l'on  ait  les  valeurs  de  dx  et  de  dy 
trouvées  plus  haut.  Or  ^  en  faisant  varier  les  quantités  ^  j^  b,  c,dans 
les  équations  (B) ,  on  aura 

dx=2adi  +  ida  -^  db 

_         d2Vi — oi'a*  rtifada 

dy:=.^\—— }  ^Jc 
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Valeurs  qui  se  réduiront  aux  précédentes  ,  si  Ton  pose 

lda  +  db  =  o^ +  de=zO.... (C)  : 

et  si  Ton  peut  trouver  pour  a^t^c  des  expressions  qui  satisfassent 
à  ces  équations  y  on  déduira,  par  leur  moyen ^  des  équations  (B) 
de  nouvelles  solutions  de  la  proposée.  Prenons  a  =f  (t)  ^  c  =>!  (^)  ; 
en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (^)  et  (C)  ^  nous  aoroQS 
à  la  place  de  la  proposée ,  le  système  des  quatre  équations 

x^lfilO  +  t 

ffi  ^ 

m 

y  l—m*^  {by 

<{ue  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

x—b        . 
•F-?(*)  =  o 

i 

t 

J^— 4(») _L.Lj_  —  o 


m 
m 


(— *) 


n  est  aisé  de  voir  que  la  première  de  ces  équations  peut  être  iden- 
tifiée  avec  la  quatrième^  en  déterminant  d'une  manière  convenable 
la  fonction  arbitraire  p  ,  puisque  toutes  deux  expriment  une  rela* 

X b 

tion  entre  les  mêmes  quantités  — p^—  et  b  ;  on  pourra  donc  rem^ 

placer  la  secondée  qui  est  la  di£FérentielIe  de  la  première  prise  en 

l^ç  faisant  varier  que  b  »  par  la  différentielle  de  la  quatrième  prise 

'    ,  dan$ 


N 


n  E      P4,U  S  I  MU  RS      VARIAS  LE  si        <^3] 

dans  la  même  hypothèse ,  et  qui  sera  par  conséquent  la  difFéren* 
tietle  seconde  de  là  troisième.  Si  donc  on  représente  cette  troisième 
par  2/=  o, on  aura ^  au  Geu  des  quatre  équations  ci- dessus ,  les 
trois  suivantes  : 

dV  d^U 

'  di  ^  db^  * 

lesquelles  ne  contiendront  plus  qu'une  seule  fonction  arbitraire  ;  et 
lorsqu'on  particularisera  cette  fonction ,  et  qu'on  éliminera  ensuite 
la  quantité  b^  on  obtiendra  deux  équations  primitives  qui  satis- 
finront  à  la  proposée. 

n  est  bon  de  remarquer  que  si  Ton  fait  disparoitre  le  radical  coof 
tenu  dans  £^=o^  il  viendra 

'=-[C-t)"+(^')'] 

et  que  la  p«|Bttère  de  ces  équations  se  tire  immédiatement  de  ta  pror 
posée  en  y  changeant  * 

dx      dy        jr— *      r  —  «(*) 
—  et—  en '^      ^ y  / 


'(-'  ?j=»^ 


S03.  Ce  résultat  peut  être  généralisé ,  et  M onge  en  trouye  un  san- 
blable  pour  les  équations  de  la  forme 

quelle  que  soit  la' fonction  F.  Pour  y  parvenir ,  j'obserrerai  que  d'après 
réquation  proposée,  on  a -p  =  f(j-),  et  qu'en  posant  — =5  «,  il 

Ay 

^       j-  =  ^  («)  »  ce  qui  donne  par  l'int^tioa 

•««=«;;  +  *,  ^>'={:f(«)  +*, 


-  =  «> 


r  =  <^)- 


ou  bien  — ^ 

C 
prenant  ensuite  ^  =  ^  (*) ,  c  3=  4  (*),  et  faisant  raiier  *,  on  aura 
les  équations  suivantes  : 

Calcul  intégral.  L  M 1 


/ 


/ 
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X  —  h 

î 

c  \  î  / 

-4'(i)+f'(^')  = 

fk>nt  la  première  et  la  dernière  peuvent  être  identifiées  Tune  avec 
Tautre,  et  la  seconde  remplacée  par  conséquent  par  la  différentielle 
de  la  dernière  ^  prise  par  rapport  à  b  seulement.  Faisant  donc 

;-^-<'-v)  =  -; 

les  quatre'  équations  à-dessus  se  réduiront  aux  trois  que  voici  : 

'.  dV  d^V 

U  ==■  0  ,'  "  =  o .  —s—  . 

*  db  *  di'  * 

m 

et  il  est  visible  qu'au  lieu  de  27,  on  peut  écrire     a». 


( 


x—i  y—  ^(0\  ^ 


804.  On  peut  faire  de  ce  qui  précède  la  base  d'une  théorie  com- 
plète sur  la  formation  des  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
à  trois  variables  ,  qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d*intégrabiKté« 
En  effet ,  soient  v  =  o  et  v'  =  o ,  deux  équations  entre  les  trois  va* 
rrables  ^j^'jî;  il  résultera  de  ce  système  ,  que  deux  quelconques 
des  variables  sont  dés  fonctions  de  la  troisième  ,  et  des  constantes 
qui  peuvent  se  trouver  dans  les  équations  proposées:  si  donc  Ton 
dtfférentie  les  équations  r==o,  v'  =  o,  et  que  l'on  y  fasse  ensuite 
Jy  z=:pdx ^  di(^=z:  qdxycnawtà 

dv  dv         dv  '  dy/       ^     dv'       ,     dy' 

Maintenant  çn  peut I  entre  les  équations  1^  =  0,  v'  =  o,  et  leurs 
différentielles ,  éliminer  trois  des  constantes  qu'elles  contiennent  ;  le 
résultat  sera  une  équation  différentielle  du  premier  ordre ,  que  nous 
représenterons  par  B^  =  o  ,  et  qui  ne  satisfera  pas  aux  équaâons 
de  condition  d'oîi  dépend  l'intégrabilité  dans  le  cas  de  trois  variables^ 


DE      PLUS  I  EURS       VÂRI  AS  LES.  ^H    l  ^ 

Les  équations  r  =  o ,  v'  =  o  ,  qui  renferment  autant  de  cons-v  * 

tantes  arbitraires  qu'il  est  possible  d'en  éliminer  par  la  différentiation 
poussée  jusqu'au  premier  qrdre  seulement ,  doivent  être  regardées 
comme  représentant  conjointement  XindgraU  compUu  de  l'équation 
W  =z  o\  mais  il  existe  bien  d'autres  manières  de  satisfaire  à  cette 
équation ,  car  les  équations  différentielles 
dv  dv  'dv  dv'  dv  dv 

7^^  +  ^''  +^  =  «'  5^^  +  <5^''  +  ^  =  °» 

n'ont  pas  seulement  lieu  dans  la  supposition  que  les  quantités  éli- 
minées y  que  nous  désignerons  par  a^b^c^  soient  des  constantes  ; 
mais  elles  sont  encore  vraies  ^  lorsque  ces  quantités  varient  9 
pourvu  qu'on  ait  "" 

dv  dv  dv  dv'  dv'  4tf' 

da  db  de  da  do  de^ 

On  satisfait  à  ces  dernières  de  vingt-cinq  panières  différentes; 
en  regardant  les  quantité'es  a^  b^  c^  comme  variables;  nous  n'en 
rapporterons  j|p  que  cinq  :  par  la  première  on  suppose 

</v    •         ^ iy  dv  dv'    •     .  dv'  dv' 

Ta^'^*    Tb^°*   T^°*     ir^^^  7^^°*  17"^'* 

par  la  seconde , 

dv  dv  dv  dv'  dv'  dv' 

—  =  0*      — =0«      — =0,        =0. db  A = — dczsiox. 

da  *      db  '      de        '        da         '    db        ^  de  "^ 

par  la  troisième  ^ 

dv  dv  dv  3v'  i/v'      '       dv' 

da    •  db  de  da  db  de 

par  la  quatrième , 

dv  dv  ,,     dv  ^      *  rff/    ,         dv   ,..      dv^    , 

—  =  0,  — £/*+  — ic=o,  — -itf  +  -— i/y+_-^c=:o; 
da  db  de      '  da  db  '  de 

par  ta  cinquième  enfin , 

dv  ^v  , ,        dv    ^  dv^  dv'  dv' 

da  db       -de  da  db  de 

En  examinant  ces  différens  cas  ,  on  voit  que  Ton  a  successivement 
^  y  5  >  4  )  3  ^^  ^  9  équations  auxquelles  il  f^ut  satisfaire  avec  les 
troh  arbitraires  a^by  e.  '  ^  ■'  .. ' 

Lorsque  les  six  équations  du  premier  cas  y  par  exemple ,  peuvent 

LUI* 
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s'accorder  entr'elles ,  et  que  de  plus  leur  co-existence  réduit  les  deux 
équations  v  =  o  et  v'r=:  o ,  à  une  seule  ^  on  a  alors  une  solution 
particulière  de  l'équation  #^=  o  »  très*renrarquable  puisqu'elle  est 
contenue  dans  une  seule  équation  à  trois  variables  9  et  qui  par  con- 
séquent appartient  à  une  surface  courbe.  Le  cinquiètne  cas  o^e  la 
solution  la  plus  générale  ;  on  y  peut  regarder  deux  des  quantités 
a,  b  ttc  9  comme  des  fonctions  delà  troisième,  et  si  sous  ce  point 
de  vue  on  suppose  *  =sç(tf),  c  =4  (^)  »  o*^  aura  ,  au  lieu  de 
l'équation  W  :rs  Oy  un  système  d'équations  composé  des  quatre 

suivantes  : 

v=o 

dv     dv    ,,  .       dv  ^,,  ^ 

Toutes  le%>  fois  que  de  ces  quatre  équations  il  sera  possible  d'élU 
miner  l'une  des  fondions  ^  (ix)  ou  4  (^)  ^  ^^  différentielles ,  en 
n'employant  qu'une  seule  équation ,  on  parviendra  à  un  système 
de  trois  équations  y  qui ,  contenant  une  fonction  a^Utraire ,  sera 
VlntigraU  giaéraU  de  la  proposée  ^  et  en  donnera  autan^#intégcales 
particulières  qu'on  assignera  de  forçies  diverses  à  cette  fonction. 
Il  eft  bon  de  remarquer  que  si  l'on  élimine  Xy  y^  i,  des  quatre 
équations  (jf)  ,  la  résultante  qui  ne  contiendra  que  a^  9  (a)  y  ^'(a)  , 
4  {a)  y  4X^)  »  exprimera  la  relation  qu'ont  ensemble  les  deux  fonc- 
tions f  et  4  9  relation  qui  y  en  général ,  est  de  la  même  nature 
que  l'équation  différentielle  prof>osée  y  ainsi  qu'on  peut  s'en  assu- 
xrr  en  mettant  b\dbyCydcyZ\x  lieu  des  fonctions  f  (a)  ^  f{a)  , 

4  (a)  y  4'(^)«  L'exemple  suivant  éclaircira  ce  qui  précède, 

« 

805.  Soit  l'équation 

(ydx^xJjry+  Q;^x^xdiy+  (ydi^^ld^Yz^zm-^dx-^ dy^  +  d^^)  ; 
qui  dérive  du  système  des  équations 

par  l'élimination  des  constantes  ^  ^  ^  et  c.  En  traitant  ces  quantités 
comme  des  variables  y  on  obtiendra  les  équations  suivantes  :    ' 


.1^      zlada-^-bdb) 
xda-^ydb^  ^;  —  —  Oj 


da:s=^  {y  -^  b)dc — c/^. 
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qui ,  jointes  à  celles  dont  elles  sont  tirées  ,  représentent  le  système 
des  équations  {À)  ,  et  les  deux  premières  donneront  une  des  inté- 
grales complètes  de  la  proposée.  Si  on  égale  séparément  à  zéro  les 
coefficiens  àtdattàtdb  dans  la  première  des  diâFérentielles ,  on  aura 


X  = 


^C 


V  m^—a^—b^^ 


y  = 


*î 


V 


m'—a^—b^ 


substituant  ces  valeurs  dans  ta  première  des  intégrales,  il  viendra 

d'oîi  a=zx^b=y^  valeurs  qui  rendent  la  seconde  identique  , 
et  qui  satisfont  encore  à  ^^Ja=^{y  —  b)  de  —  cdb  ,  puisque 
cette  équation  se  réduit  à  dar^ncdb ^  ou  à  dxz=,  cdy  ^  et  rentre 
par  conséquent  dans  x  —  ^  ==  c  (j^  —  A).  Il  est  donc  ^dent  que 
lorsqu'on  prend  a  =  *• ,  b  =  j>  les  équations  v  =  6  ,  v'=  o  et 
leurs  difFérentielles  y  se  réduisent  à  une  seule  y  savoir  : 

**  +  y  +.{  Vm^—  x^—y*=zm'' ,      ou  î=  V  m^—x^—y^. 

Cette .  équation ,  qiii  appartient  à  la  sphère ,  ne  renferme  aucune 
constante  arbitraire  ^  et  offre  par  conséquent  une  solution  particu- 
lière de  la  proposée. 

Si  dans  le  système  des  quatre  équations  «que  nous  avons  donné 
plus  haut  y  comme  équivalent  à  la  proposée ,  on  fait  b  :=.  ^{a)  y 
r  =:  4  (â)  ,  il  ne  paroitra  pas  possible  de.  réduire  ces  quatre  équations 
à  trois  ;^  mais  on  y  parviendra  en  changeant  la  forme  des  cons- 
tantes  arbitraires ,  et  en  faisant 


d*oh  il  suit 


|/i  +a'*+b'* 


On  aura  alors  les  équations 

a'x  +  l/y  ■{■  i  — mV^ i  +  a'' +  l>'% 
a  m  /  h'm 

et  leurs  différentielles   prises ,  en  regardant  a^  b  t\  c  cono^me  va- 
riables ;  posant  ensuite  *'=  ♦  («0  ^   «  =  4  («0  >  il  viendra 


f.) 
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jr—  4  \a)y=,  —!:. ,      .^^   ^^^  J-^  ^ 

<'•  L  *  ~  4  ('J  ;  >' ]  =  W.  — :^ziè===: . 

Il  est  facile  de  faire  rentrer  la  deuxième  équation  dans  la  troi*' 
sième  :  il  suffit  pour  cela  de  prendre  4  (j')  =  —  *'(a')  'y  par  ce  moyen 
il  ne  reste  plus  que  la  première ,  la  troisième  et  la  quatrième  équations 
et  qui  seront  telles  ,  qu'en  faisant 

dles  deviendront 

iV  d^U 

intégrale  générale  de  la  proposée ,  qui  s'accorde  au  fond  avec  celle 
qu'a  trouvée  Monge. 

8o6.  Il  résulte  de  la  théorie  précédente  que  pour  avoir  l'intégrale 
générale  d'une  équation  djfFérentielle  à  trois  variables  qui  ne  satisfait 
pas  aux  conditions  d'intégrabilité ,  il  faut  d'abord  en  trouver  line 
intégrale  complète,  par  le  moyen  de  deux  équations  primitives  con- 
tenant trois  constantes  arbitraires  ;  joindre  ensuite  à  ces  éqtfations 
leurs  différentielles ,  prises  en  faisant  varier  seulement  les  arbitraires 
quMIes  renferment ,  et ,  soit  en  déterminant  l'une  de  ces  quantités  ^ 
soit  en  l'éliminant,  tâcher  de  réduire  à  trois,  les  quatre  équations 
obtenues  ainsi.    Ces  considérations ,    parfaitement   semblables    à 
celles  du  n"".  765  ,  présentent  les  mêmes  difficultés  dans  leur  appli- 
cation ;  mais  en  supposant  l'intégration  des  équations  différentielles  - 
partielles  du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque,  on  peut  toujours 
obtenir,  sous  la  même  forme  que  celle  des  résultats  du  n%  précédent ^ 
l'intégrale  générale  d'une  équation  difFéreotielle  totale  à  trois  va«  ' 
riables  ,  par  le  moyen  d'une  correspondance  très-remarquable  qu9 
I^onçe  a  découverte  entre  ces  deux  genres  4'équations. 
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1*.  Soit  ^=0,  une  équation  différentielle  partielle  du  premier 

ordre ,  entre  /^  5  î ,  a^  ,  y  et  ;[  ,  ayant  pour  intégrale  le  système  des 

dV  .  '      . 

équations  Z/=o,  -r-  =  o  ;  sî  Ton  en  chasse  Tun  des  coefficiens 

.   aa 

p  on  q  f  k  l'aide  de  Téquation  d[  -^^pdx  +  qdy ,  et  qu'on  élimine 

ensuite  celui  qui  reste  ,  entre  l^quation  résultante  et  la  difFérentielle 

prise  par  (apport  à  ce  dernier  coefficient  seulement ,  on  obtiendra 

une  équation  différentielle  totale  que  nous  désignerons  par  /F  =  o  ^ 

et  dont  rintégrale  générale  sera  comprise  dans  le  système  des  troi» 

dU  d^U 

équations         i7  =  o ,      —j—  =  o  ,  ^    -j-  =  o. 

X®.  On  reviendra  de  Téquation  ^  =  o  ,  à  Téquation  ^  =:  o ,  en 
substituant  dans  la  première  pdx  4-  qdy  k  di^  posant   ensuite 

—  =  *,   ce  qui  fera  disparoître  dy  et  dx,  et  éliminait *,  entre 
"  dx 

l'équation  résultante  et  sa  difFérentielle  prise  en  ne  faisant  varier  quea. 
Si  Ton  chasse^  par  exemple,  pàt  l'équation^* + y •=/7i* ,  au  moyen 
dz  —  ^dy 

de  sa  valeur  ^    .  7      ,  on  tjouvera 

dx 
d:^—  \qdidy  +  q\  dx^'+dy^)  =  m*dx*  ; 

difFérentîant  ce  résultat  en  n'y  faisant  varier  que  q ,  il  viendra 

—  didy  +  q  {dx^+  rfy*  )  =  O  ,  ou  —qdidy  +  q\  (  di^+  dy^  )  =0, 
équation  qui  réduit  la  précédente  à  </;[• —  qd^dy  =  m^dx  ;  éliminant 
q  entre  cette  dernière  et  —  d^dy  +  q  {  dx^+  dy^  )  =  ^  >  obtenue 
ci-dessus  y  et  supprimant  le  facteur  commun  dx^^  il  en  résultera 

di^  =  m^{dx^  +  dy*):    . 
or,  l'équation  p*+q*=^m^  ayant  pour  intégrale  générale 

{x-ay+(y^f{a)y  =  ^^ 

x  —  a    +  (y  —  f  (tf))/(tf)=o 
celle  de  l'équation  différentielle  totale  que  nous  venons  de  trouver 
sera  le  système  des  trois  équations 

comme  ^ans  le  n%  8oi.' 


b< 
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Pour  retomber  sur  Téquation  difFérentîéllc  partielle  dont  nous 
sommes  partis ,  nous  remplacerons  dy  par  adx^  et  Ji=:pdx+qdy 
par  {p  +  q(i)dxi  par  ce  moyen  Téquation 

di*:=:  TO*  (  dx^+  dy*  )  deviendra 

p* — /»•+  ^pqA+  {q* — /»•)«•=  o       . 
dont  la  différentielle  prise  par  rappprt  à  « ,  est  • 

'  PI  '^  {  î* —  m*  )  et  =  0  ,   OU  P^àt  +  {  j*—  /fl*  )  **ac=  O  , 

et  nous  aurons  par  conséquent  à  éliminer  «  efitre  les  deux  équations 

ce  qui  nous  domiera  /**+  î*  î=  *»*. 

Après  avoir  déduit  d'une  équation  différentielle  totak  quelconque; 
à  trois  variables,  W=io^  au  moyen  de  ce  procédé,  Téquattoa 
différentielle  partielle  correspondante ,  ^  =:  o ,  il  ne  s'agira  plus  que 

d'obtenir  l'intégrale  générale  de  cell^-ci ,  sous  ta  forme 

<%  • 

dU 
£7  se  O,  -^    =  o, 

da 

* 

pour  en  conclure  celle  de  ^  =  o,  sous  la  forme  de 

du  »J^U 

Voici  comment  on  peut  prouver  les  deux  propositions  précédentes  : 

I**.  Lorsque  IHntégrale  générale  de  l'équation  différentielle,  partielle 

F  =,  o ,  est  représentée  par  le  systSme  de  deux  équations  de  kt 

du  ^ 

forme  ,  1/  =  Q  f    Tj-==o,i7  contenant  a  et  f  (a) ,  la  première 

de  celles-ci ,  si  l'on  y  regarde  a  comme  constant ,  est  un  cas  particulier 
de  l'intégralje  complète  de  l'équation  différentielle  totale  qui  s'dbtien- 
droit  en  substituant  dans  di^=:pdx  +  qdy  y  la  valeur  de  l'un  des 
coefficiens/^  ou  f ,  et  en  déterminant  l'autre  d'après  la  condition  d'in- 
tégrabilité,  de  manière  que  son  expression  renfermât  une  constante 
arbitraires  (  n*.732  ).  Sillon  suppose  que  l'équation- i/  différentiée  , 
en  y  rjegardant  a,  comme  constant^  donne  d[^=i  P  dx  +  Q,dy  ^on 
aura  nécessairement  P  -^p  ^  Qz=zq ,  Pet  Q étant dçs  fonctions  de 
x^y^ltta,  telles  que  si  l'on  élimine  a  des  deux  dernières  équations  p 
on  rétombera  sur  la  proposée.  Il  suit  de  là  que  les  deu]|p  systèmes 
d'é(][uation$ 
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)  dx  dy  fl{ 

auront  lieu  en  même  tems  quelque  valeur  que  prenne  la  quantité  a. 
Maintenant  si  Ton  fait  varier  a  seul  dans  le  second  système  ,  cela  re- 
viendra à  faire  varier /^  et  q  seuls  dans  le  premier ,  et  il  viendra  ces  deux 
nouveaux  systèmes  d'équations 

dV  ^        dV  ^  \  du 

-— rf^ +  --j-tff  =  0  /  -7—=^ 

dpdxArd^dy  =  o\^  ^^^dx+—dy^^^=o' 

qui  auront  lieu  simultanément  avec  les  précédens^  en  supposante 
constant  quelle  que  soit  d'ailleurs  sa  valeur.  Le  résultat  de  l'élimination 

dv 

de  /^ ,  î ,  -p ,  entre  les  équations  (i)  et  (i) ,  sera ,  par  conitéquent  le 

dq  « 

même  que  l'équation  dlfFérentielle  totale  obtenue  par  celle  de^,  ^  {a) 
et  ^'(^),  entre  les  équations  (  I  )  et  (H) ,  et  dont  le  système  des  équa- 
tions Z7  =  o,  —   =  o,  offre  par  conséquent  une  solution.  Mais 

dci 

les  quatre  systèmes  rapportés  ci-dessus  ne   cesseront  pas  d'exister 
ensemble  ,  quand  même  a  seroit  supposé  variable  y  si  l'on  a  l'équa- 
tion —  =0 ,  parce  qu'alors  les  différentielles  de  Z7=o,et  de  ~— =0, 
da*'        ^  *         *  ^^ 

prises  en  faisant  varier  a  en  même  tems  que  ^  ,y ,  { »  exprimées  en 
général  par 

dU    ,  dU   ,  dU    ,  dU  ^ 

d^V  ^         d^U  y     '    d-V    .     ,     d^V  . 

rentreront ilans  k$  dernières  de  chacun  des  systèmes  (I)  et  (II).  Si  donc 
on  détermine  ^,  parle  moyen  de  l'équation  -5—  =  o,  ou,  ce  qui 

dd 

revient  au  même ,  si  l'on  regarde  cette  quantité  comme  devant  être 

.    ,  /  dV  d^U 

éliminée  entre         t/  =  o  • .     -7—  3=  o ,       -7--  =  o  , 

da   '      ^       dor 

Calcul  intcgraln  *     M  m  m  m 


641   Ch.  IV.  INTÉGRA  TION  DÈS  FOlfCTlONS 

on  aura  ies  équations  primitives  qui  représentent  Tintégrale  gêné'» 
raie  de  Téquation  difFgrentklle  totale  résultante  de  ^élimination  de 

dp 

p^^ ,  -y-  y  entre  les  équations  des  systèmes  (x)  et  (2).  Mais  il  est 

fiisé  de  voir  que  pour  obtenir  cette  dernière  il  suffit  de  mettre  dans 
/^  =c  o  ,  au  lieu  de^  ou  de  ^  ^  sa  valeur  tirée  de  Ji  ==  pdx  +  qdy 
et  de  difFérentier  ensuite  par  rapport  à  celui  de  ces  coefficiehs  que 
Ton  a  conservé  ;  ce  qui  est  précisément  la  règle  prescrite  dans  le 
n*.  précédent  pour  arriver  à  l'équation  9"  &=  o. 

i"*.  Pour  démontrer  le  procédé  qui  sert  à  revenir  de  Téquation 
W  txz  Oy  k  réquation  F  =  o ,  supposons  qu'on  ait  mis  la  pre- 
mière sous  la  forme 

dy 

changeant  alors  ^ç  en  pdx  +  f  ^  ,  et  faisant  ^  =  *^  ©^  aura 

/^  +  «y  =  f(^,j^,{,  *): 

Diffiretitiant  en  ne  faisant  varier  que  «,  ainsi  que  le  prescrit  la 
règle   à   démontrer,   et  représentant        — i — ^^        — l  par 

^(*»^»î»*)»  il  viendra  f  =  1^'(*,J',{,*);  et  par 
conséquent  l'équation  V=.  o  sera  le  résultat  de  rélimiBation  de  « 
•atre  les  deux  équations 

il  s*a^t  maintenant  de  prouver  que  si  Ton  applique  à  t'équatioa 
f^  =  o^  le  premier  des  procédés  indiqués  à  la  page  639 ,  on  retom- 
bera sur  l'équation  »^  =  o.  Or,  la  dernière  des  équations  (3) 
donne  «=?=  fy(  *  »  y  >  î  j  î  ),  f^  «tant  une  fonction  déduite  de  f, 
ce  qui  change  la  première  en 

p  +  ifX^'fyf  If  f)  =  f[  *»y>î»  ii^^y^  i,  1)  }. 

Si  on  la  diffiirentie  dans  cet  état  par  rapport  à  /^  et  f  ^uls ,  en  obser* 
Tant  que  Thypothèse  actuelle  de  dîfFcrentiation  suppose  que  Ton  ait 

éfyfdx  +  dqdyz=(dp  +  *Jq)dx=:.{Jp  +  Jqt]{x^y,^^q))d^=o^ 

et  ea  prenant  — ^ -j- i  =  r,(x,j.,j,  ^)^ 


■\ 
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on  trouvera  • 

•  * 

équation  qui  se  décompose  en  deux  facteurs,  dont  l'un 

est  ;Hptblement  identique  avec  la  seconde  équation  (3).  Il  suit  de  là, 
que  les  systèmes  d'équations 


—.dp,,  -_  d^^^ 

dpdx  +  dqdy  =0 


f=5=r(*,  y,î,  k) 


dx 


=p  +  ^t 


f 


sont  équivatens ,  et  puisque  le  dernier ,  délivré  Atp  et  de  f  5.  conduit 
à  fl^=:o,  il  en  doit  être  dé  même  du  premier;  l'équation  diffé- 
rentielle partielle  /^  =:  o ,  obtenue  par  l'élimination  de  «^  entre  les 
deux  premières  .équations  du  second  système  ^  jouit  donc  de  la  ^xqz 
priété  de  reproduire  ^  =  o ,  aiqsi  qu'on  Ta  supposé. 

* 
807.  Veaons  maintenant  aux  considérations  géométriques  corres- 
pondantes à  la  théorie  analytique  exposée  précédemment  Proposons* 
Dous  premiètemenit  quelques  questiQn$  qui  aousî  conduisent  à  des 
équations  diff^eAtieUes  %Hi  ne  s^t^faissent  pas  aux  conditions 
d'intégrabiUté. 

•Nous  avons  fait  voir  dans  le  chapitre  V  du  volume  précéd.  que  les 
surfaces  courbes  assujetties  à  une  même  généiation ,  étoient  comprises 
dans  une  équation  différentielle  poinielle  qui  exprime  le  caractère 
particulier  de  la  famille  ;  lorsqu'une  surface  p^ut  être  engendrée  de 
plusieurs  manières  „  elle  appartient  nécessairement  à  plusieqrs  faoûUei 
différentes  ^  et  elle  satisfait  par  conséquent  en  mêmie-tems  à  plusi^m;^ 
.  équations  différentielles  partielles. 

Supposons  que  l'on  veuille  trouver  la  surface  qui  fait  paxtie 
des  surfaces  de  révolution  dont  l^xe  coïncide  avec  celui  des  { ^  ec 
des  surfaces  coniques  ayant  leur  sommet  placé  au  point  dont 
ks  coordonnées  sont  a^b^  ci  il  faudra  que  son  équation  satisfasse 

Mmmm  i 


\ 
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m 

en  même  tems  aux  équation»  '  ^. 

py—qx^o  , 
/(*  —  <»)+  f(^--i)  =  î—<:.   (n*.  354). 

On  tire  de  celles-ci 

X  {x  —  a)  +  y  {^y  —  b)* 

X(^X a)  ^y(y  —  b   ) 

et  substituant  dans  d^  z=:pdx  +  ^^j^,  on  a 

^^  xi/jc  +  ydy 


[  —  c         x{x  —  a)'^y{y  —  *) 

pour  ^équation  différentielle  totale  de  la  surface  cherchée.  Cette 
équation  ne  sauroit  s'intégrer  par  une  seule  équation  primitive  ^ 
tant  que  tf  et  ^ ,  ne  sont  pas^nuls,  parce  qu'en  effet ,  comme  i\  est 
aisé  de  le  voir  ^  il  n^y  a  qu'une  seule  surface  qui  soit  commune  aux  deux 
familles  que  nous  considérons ,  savoir  :  le  plan  mené  par  le  sommet  du 
,  cône,  perpendiculairement  à  Taxe  des  [  ,  et  dont  Téquation,  {;=<:, 
est  une  solution  particulière  de  Téquation  ci-dessus  %  mise  sous  la 
forme 

(  ^  (y  —  tf  )+  j.  iy^b)  yd{^(  î  — ^  >  (xdx   +  jrdy  >, 

Mais  lorsqu'on  a  en  même  tems  a  z=,b  ^  le  sommet  des  surfaces  coni- 
ques proposées  se  trouve  dans  Taxe  des  ^  ;  tous  les  cartes  droits  à  hase 
circulaire ,  îiyant  le  même  axe  et  le  même  sommet ,  font  partie  des 
surfaces  de  révolution  décrites  autour  de  cet  axe  ^  et  L'équatioa 
diffîrentielle  précédente^  réduite  à 

/ç  xdx  '\- yiy 

a  pour  intégrale  Téquation  primitive  i^ — ^  =  CV^  x*  +  >'%  qui  ap- 
partient en  effet  à  totis  les  cônes  droits  dont  le  sommet  est  placé 
dans  l'axe  des  ç  à  une  distante  c  de  l'origine  des  coordonnées. 

808.  Quand  on  regarde  les  variables  ;ï:,  y ,  ^  et  les  coefficiens/»  et  f; 
comme  des  quantités  communes  entre  les  équations  différentielles  da 
prenûer  ordre  «    oa  suppose  que  ces  surfaces  ont  le  même  plaa 
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tangent ,  et  c^it  par  coj^quent  elles  $e  touchent  dans  un  certain 
nombre  de  leurs  points  (  n"".  33x  ).  Si  les  surfaces  proposées  ne  sont 
déterminées  que  par  des  équations  différentielles  partielles  ,  Téqua-  . 
tion  différentielle  totale  résultante  des  conditions  de  contact  doit 
représenter  l'ensemble  des  courbes  suivant  lesquelles  les  surfaces 
d'uneYamille peuventtoucher  celles  de  l'autre,  et  lorsque  cette  équa- 
tion satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité  9  il  existe  une  suite  de 
sujrfaces  courbes  qui  appartiennent  en  même  tems  aux  deux  familles 
proposées ,  et  sur  lesquelles  se  troi^ent  toutes  les  courbes  de  contact 
de  ces  dernières. 

n  est  évident  que  Ton  obtiendra  les  équations  des  courbes  de 
contact  en  intégrant  Tune  des  équations  différentielles  partielles  pro- 
posées ,  et  en  assujettissant  le  résultat  à  satisfaire  à  Tautre.  Dans 
l'exemple  que  nous  nous  sommes  proposé^  l'intégration  de  l'équation    • 
py  —  qx=i  o ,  dépend  de  celle  de 

xdx    +  ydy  =  O, 

d[  =  o^ 

et  conduit  à  Téquation  x^  +  y^^=z  ^(ç),  de  laquelle  on  déduit  ces 
valeurs 

qui  changent  Téquation 

en  ^(^  — -»)  +^(y  — *)  =  (î  — f)^(î>; 

on  a  donc  ^  comme  dans  le  n"".  799  ,  les  deux  équations  : 

x{x^a)'\-yXy^b)  _ 

On  voit  bien  par  les  considérations  actuelles  ,   que  l'intégrale 
générale  de  l'équation 

(dx   +   (^dy   +   Rd[  =  o* 
peut  s#»présenter  sous  une  infîrrité  de  formes  différentes  ;  car  il  existe 
un  nombre  illimité  de  systèmes  d'équations  diffëtentielles  partielles 
qui  conduisent  au  même  résultat  ^  amst  qu'on  peut  s'en  convaincre 
en  prenant  les  deux  équations   . 


I 
/ 
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et  en  chercHant  à  déterminer  les  quanti^  P\  Q',  R'  .P'',  Q!',R'' 
par  la  comparaison  de  U  proposée  avec  le  résultat  qu'on  Qbtîendr<nt 
en  substituant  dans  di^sipdx + j4y  ^  ^^  valeurs  àepttdej,  tirées 
des  équations  ci-dessus, 

809t.  On  peut  encore  chercher  des  courbes  par  des  conduionsidont 
te  nombre  ne  soit  pas  suffisant  pour  les  déterminer  ;  c*est  ce  qui  9, 
lieu ,  par  exemple  »  lorsqu'on  demande  celles  dont  toutes  les  tangentes 
font  le  même  angle  avec  le  plan  des  x  ,  y. 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  ftne  courbe  quelconque  la  tangente 

d^  cet  angle  est  exprimée  par  ;  et  désignlanrpar  m  la 

Vdx^+4y* 

valeur  constante  qu'elle  doit  avoir  dans  la  courbe  cherchée^  il  ea 
résultera  di^  =  m^{dx^  +  ^y^)*  Cette  équation  a  est  p^suffi^anU 
pour  déterminer  la  courbe  demandée;  en  effet  il  est  évident ,  r,  quet 
toutes  les  droites  faisane  avec  le  plan  des  :r  ^  j^ ,  un  angle  dont  la 
tangente  est  exprimée  par  m ,  mais  situées  d'ailleurs  d'une  manière 
quelconque  >  résolvent  ta  question  proposée,  i"".  Si  l'on  décrit  sur  le 

FIG.  34.  P'*^  ^^5*>^>  "*^^  courbe  quelconque  i'/T" ,  j%.  34,  qu'on  élève 
sur  cette  courbe  un  cylindre  parallèle  à  l'axe  des  { ,  et  que  dans  chaque 
plan  tangent  à  ce  cylindre,  on  mène  des  droites  NG\  ^iG\y  etc» 
qui  fassent  avec  le  plan  des  x  y  y  ^  l'angle  dont  la  tangente  tst  m , 
toutes  ces  droites  formeront  par  leurs  intersections  successives  ^ 
une  courbe  qui  satisfera  à  la  question  proposée,  et  dont  la  nature 
n*est  point  déterminée  puisqu'elle  dépend  de  la  courbe  rif  qu'on 
peut  prendre  arbitrairement.  Cette  dernière  solution  est  générale 
et  comprend  la  précédente^;  on  y  retrouve  toutes  les  circons- 
tances que  nous  ont  offertes  les  considérations  analytiques.  On  voit 
.  4*'abord  que  I9  $uite  des  tangentes  NG\  N,Ç\^...  de  la  courbe  pro- 
posée forme  une  surface  développable  dont  tous  les  élémens  sont 
également  inclinés  au  pUi\  des  ^>yT  et  qui  rentre  par  conséquent 
dans  celle  que  nous  a^von$  trouvée  n*.  793 ,  comme  étant  é^itiva^ 
lente  au  plan  ^  et  dont  l'éqiiatiQa  diff<4r^tieUepirtitfle  esit  /?•+ j*=;/7ï\ 
ILes  lignes  ^C?' ,  ^,^^  ,  etc,  ^nt  lesç^ra£tédstiquesde  cette  swfaco^ 
et  la  courbe  cherchée  en  est  l'arrête  d«  rel)r<MS$(&i9fnt,  X^'ajK^s  ce« 
remarq}ies«t  4'^pi:^  ce  qui ^a  été  dit  d^ns  le  o"*.  J^tf  oi^  obtiendra 
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suMe*€hafnp  l'équation  générale  de  la  courbe  JVJV, iV, •.. .  et  il  est 

prouvé    que  Téquation  ^  la  surface  G*G\G\ N^N.N  étant 

représentée  par  le  système  des  équations  . 

du    ' 

ctlle  d«  là  coutbe  NN^ff,, . . ,  sera  comprise  dans  les  trois  suivantes  : 

^  =  °'  •^=-*''  ^  =  *'- 

La  courbe  NN,N^.  •  •  jouit  encore  de  la  propriété  très-remarquable 
de  s'étendre  en  ligne  droite  lorsqu'on  développe  le  cylindre  élevé  sur 
la  courbe  rS'  ^  ce  qui  suit  de  sà  propriété  première  ^  en  vertu 
de  laquelle  elle  fait  toujours  le  même  angle  avec  les  lignes  N'N ,  ' 
N\N^  y  etc.  qui  deviennent  parallèles  entr'elles  dans  le  développement. 
La  courbe  qui  nous  occupe  s*obtiendroit  donc  aussi  en  traçant  sur 
un  plan  *une  ligne  droite  qui  fit  avec  une  autre  l'angle  donné  ,  et 
enroulant  ensuite  ce  plan,  de  manière  que  la  seconde  droite  s^ap- 
pliquât  sur  la  circonférence  d'une  courbe  platie  quelconque.  Elle 
€St  par  conséquent  de  la  même  nature  que  celles  qui  sont  connues 
sous  le  nom  à^hilicts ,  et  deviendroit  le  filet  de  vis  ordinaire  si  là 
courbé  l'H'  étoit  un  cercle.  , 

810;  Pour  donner  encore  un  exemple  de  ces  considération^,  pro-* 
posons-nous  de  trouver  la  courbe  que  produiroit  une  ligne  droits 
tracée  dans  un  plan  qui  enveloppe  une  surface  conique  quelconque. 
Soit  3JC,  fig.  }6,  ce  plan  et  LM  la  ligne  droite  donnée;  si  FIG.  }& 
tlu  point  A  qu'on  suppose  devoir  être  appliffué  au  sommet  du  côn^ 
on  abaisse  sur  LM^  la  perpendiculaire  JN^  cette  dernière  sera  donnée , 
et  nous  la  représenterons  par  m.  Si  nous  menons  ensuite  par  le 
point  P  une  ligne  quelconque  JP ,  elle  deviendra  Tune  des  tan** 
gentes  du  cône  j  et  ne  changera  point  de  grandeur  lorsqu'on  rou- 
lera le  plan  BAC  sur  cette  surface.   Or  par  le  triangle  rectangle 

PÂN^  nous  c^tiendrons  P  jV*=:  AP  -^  AN^\  nommant  x^y^  ^ ,  les 
coordonnées  des  points  de  l'espace,  et  plaçant  le  sommet  du  cône  à  Toti- 

gîne  de  ces  coordonnées,  nous  aurons-^P=  V x*  -^y^+^y  et  FN^  qui 
sera  la  longueur  d'un  arc  quelconque  de  Ja  courbe  formée  par  Tenvelop» 
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« 

pement  de  la  droite  LM ,  aura  pour  expression/  V dx^ + dy^  +  d:^ ,  ce 
qui  donnera  par  conséquent  ,  . 

/  V dx'^ + dy^ + d^=  V  X*  +  jf •  +  ^— ;n»  : 
passant  à  la  différentielle  ,  pour  faire  dîsparoître  le  signe  d'intégra* 

tlon ,  nous .  trouverons     V^dx^-^  dy^-\-d^=-i.  V/:c*+y  4-  ç«_/ïi»^ 

ou     Vdx^  +  dy^+di^X  ^x'^+y^J^  ^—m^—  xdx  +  j^  rfy  +  :^rfç. 
Cette  équation  étant  développée  est  précisément  celle  dont  nous 
nous  sommes  occupés  dans  le  n"*.  80  j. 
Il  est  facile  de  voiiv  maintenant  comment  la  sphère  donnée  par 

réquation  V^Jt*+j^*+î* — m*=o  satisfait  à  la  précédente ,  ainsi 
que  nous  Tavons  prouvé  dans  le  n"*.  cité.  La  même  remarque  peut 
aussi  se  déduire  immédiatement  des  considérations  géométriques  ;  car 
toutes  les  lignes  droites  pour  lesquelles  on  aura  ANz=:m  ^  seront  tan- 
gentes au  cercle  décrit  du  pointa  comme  centre  2fvec  qn  rayon  =/», 
et  ce  cercle  en  s'appliquant  sur  le  cône  lorsque  l'enveloppement  s'ef- 
fectuera ,  deviendra  l'intersection  du  cône  avec  la  sphère  dont  le 
rayon  est  m  et  dont  le  centre  est  au  sommet.  Chaqae  ligne  droite 
enveloppée  touchera  donc  la  sphère  dans  un  point  ;  cette  dernière  sera 
par  conséquent  une  solution  particulière  de  l'équation  proposée  ;  de 
plus ,  les  courbes  formées  par  chacune  des  droites  enveloppées  ^  seront 
touchées  par  ces  mêmes  droites  développées  de  chaque  côté  du  point 
de  contact;  enfin  ces  dernières  toucheront  la  sphère  quelque  part 
puisque  leur  plus  courte  distance  au  sommet  du  cône  sera  égale  à  m^ 
Il  suit  de  là  que  la  surface  développable  formée  par  l'eftsemble  des 
tangentes  d'une  même  «Hirbe  sera  circonscrite  à  la  sphère ,  et  que  par 

.  •  ~         dU 

conséquent ,  si  l'on  a  pour  cette  famille  de  surfaces,  i7=o,  "7-~=o^'  > 

ks  équ^tioi^  des  courbes  cherchées  seront  \. 

dU  d*U  ' 

Pour  trouver  C^=o,  nous  observerons  que  les  surfaces  déve- 
loppables  circonscrites  à  la  sphère  sont  formées  par  les  intersections 
consécutives  d'une  suite  de  plans  tangens  à  cette  sphère ,  et  que  si  l'on 
désigne  par  a  et  ^  ^  les  coordonnées  sur  le  plan  des  x^y^é^  point  de 

contact  ^ 
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contact  y  réquation  de  l'un  des  plans  tangens  que  Von  veut  considérer  , 

sera  ax  -{-  ty  +  i-^m^ — a* — i*=/w*  (  n\  3x1  ). 

Si  Ton  prend  *  =  9  {a)  ,  et  que  Ton  fasse  varier  a ,  pour  obtenir  un 

second  plan  tangent  consécutif,  au  premier ,  on  aura  les  équations 

ax  +  yf(^a)  +  i  V m^ — a*— (p(a)*  =  /»* 
^+J^^W — '        s =0» 

dont  la  combinaison  donnera  la  surface  cherchée  ^  et  si  Ton  y  joint 
la  différentielle  de  la  seconde ,  paf  rapport  à  a^  on  arrivera  à  un 
résultat  qui^  s'accordera  avec  celui  du  n^,  805.  On  tirera  des  deu:«: 
équations  ci- dessus  la  suivante  > 

qu'on  déduiroit  immédiatement  de  la  proposée  par  le  procédé  du 
n*.  806 ,  et  qui  est  l'équation  différentielle  partielle  de  la  famille 
des  surfaces  dont  les  courbes  cherchées  fiont  les  arrêtes  de  re- 
broussement. 

Il  t%x  bon  d'observer  que  les  droites  tangentes  à  la  sphère  satisfont 
aussi  à  l'équation  proposée  ;  car  c'est  par  cette  considération  que 
Monge  a  trouvé  les  intégrales  complètes 

ax  -^  by  '\'  lY  m^-^a^'''-^b^  =  m^ 

dont  nous  avons  fait  usage  pour  parvenir  à  intégrale  générale.  La 
première  est,  comme  nous  l'avons  dé)à  dit>  celle  du  plan  qui  touche 

la  sphère  au  point  dont  les  coordonnées  sonf  ^ ,  ^  et  Vm^ — a* — ^  ; 
la  seconde  appartient  à  une  droite  quelconque  menée  dans  le  plan 
des  X  y  y  ^  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  tf  et  *  ,  et  repré- 
sente la  projection  qui  détermine  la  ta/igente  que  l'on  veut  considérer; 
811.  La  correspondance  entre  l'équation  différentielle  partielle  f^=o 
et  l'équation  différentielle  totale  W^=to ,  remarquée  dans  le  n^  806, 
se  déduit  aisément  des  considérations  géométriques.  En  effet ,  lorsque 

du 

l'intégrale  de  l'équation  /^=o  est  représentée  par  î^=;o, — =0, 

da 

çUe  est  considérée  comme  appartenant  à  là  surface  liqite  de  celles 
CfiUulintigraU  Nnna 


N- 
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que  produit  l'équation  U=^o  j  quand  on  y  fait  varier  la  quantité  « 
(  n**,  334  )•  Les  coordonnées  j; ,  y ,  ^ ,  des  points  pris  sur  la  carac- 
téristique 9  étant  communes  à  deux  génératrices ,  ne  varient  pas 
lorsque  a  varie ^  et  par  conséquent  ^  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  points  , 

,     .    '  dV          iV 
la  différentielle  de  l'équation  ^^=0,  se  réduit  à  ——Jp^ da^=oi^ 

dp  dq 

mais  la  même  hypothèse  donne  dpdx  +  dqdy  =  o ,  puisque  le 
chaagement  de  a  n'influe  pas  noa  plus  sur  </  { :  on  a  4ooc  pour  une 
caractéristique  en  particulier ,  les  équations 

dV  iV 

de^uelles  on  chassera  p  ovl  q  ^  à  l'aide  de  di=pdx'\-qdy.  Les  ré- 
sultantes contiendront  encore  l'un  de  ces  coefEciens ,  qui  servira  â 
particulariser  la  caractéristique  que  l'on  considère;  en  l'éliminant^ 
on  passera  à  un  résultat  auquel  chacune  des  caractéristiques  satis- 
fera y  et  par  conséquent  aussi  l'arrête  de  rebroussement  formée  par 
leurs  intersections  successives  ,  et  ce  résultat  est  l'équation  W=o. 

8 1  !•  Les  équations'  différentielles  totales  des  ordres  supérieurs  » 
qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabilité  se  résolvent  comme 
celles  du  premier^  en  employant  plusieurs  équations  primitives  simul- 
tanées ;  mais  le<  nombre  des  cas  où  l'on  peut  en  obtenir  une  intégrale 
générale  est  très-limité.  Nous  ne  parlerons  ici  que  de  celles  du  deuxième 
ordre  à  trois  variables ,  et  nous  considérerons  seulement  l'équation 

dans  laquelle  on  suppose  la  différentielle  d^  constante  et  les  coeffi- 
cîcns  Af,  N ^  P,  Q,  des  fonctions  de  x^y^  ç,  dx ^  Ày  ^  d[^ 
telles ,  que  le  premier  membre  multiplié  par  un  facteur  /u  soit  une 
différentielle  exacte  par  rapport  aux  variables  x  tty.  En  représentant 
par  U'  nntégrrie  première  de  cette  différentielle ,  il  faudra ,  si  U'  est 
du  degré  n  par  rapport  kdx^  dy  et  di ,  l'égaler  à  une  fonction  de  la 
forme  <p'(0^î*i  ^"  obtiendra  ainsi  l'équation  £^'=  <p'({)  ^C% 

dont  la  différentielle  prise  en  faisant  varier  x ,  y  ^  dx  ^  dy  et  £,  ea 
même  tems^  et  comparée  avec  la  proposée ,  donnera 

dU' 


^ 
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puisque ,  par  Thypothèse 

dU'  ^       dU'  ,         dV  ,        dU'  , 

d^x  dy  dx  dy 

=lJLMd^x+  i^Ndy  +  fJLpdx\ 

La  proposée  sera  donc  représentée  par  le  système  des  équations 


dU' 

1^ 


=  *"({)''{"— i^Q'^c 


(^, 


et  sera  par  conséquent  satisfaite  par  le  nombre  illimité  de  systèmes 
particuliers  d'équations  différentielles  du  premier  ordre ,  qu'on  obr 
tiendra  en  particularisant  la  fonction  arbitraire. 

Il  est  évident  que  les  équations  primitives  3  qui  satisfont  à  la  prp* 
posée  y  ne  peuvent  admettre  des  fonctions  plus  générales  que  celles 
que  renferment  les  équations  (A)  ,  et  pour  les  obtenir  sans  particula- 
riser la  fonction  arbitraire  ^ ,  il  fctut  que  Ton  puisse  déduire  de  ces 
dernières  deux  nouvelles  équations  intégrables ,  en  regardant'  x^y  j[ 
et  (p  {0 ,  comme  des  variables  distinctes.  Pour  donner  un  exemple  de 
ce  cas  ,  prenons ,  avec  M.  Paoli ,  Téquatlon  ' 

[d[d^x^^  %dydy  =  [  rf;['; 

en  y  appliquant  le  procédé  cirdessus  ,  nous  trouverons 

ididx^dy^^'i^^di-  1 

dx^<p\Od[^;^di]' 

la  dernière  de  celles-ci  étant  intégrée ,  donne   2  x-  =  1  ^'(ç) ^^ 

et  substituant  dans  la  première  la  valeur  àQ  dx^  déduite  de  cette 
intégrale  ^  il  viendra 

'd*oii  nous  conclurons  que  la  proposée  a  pour  int^rale  générale 
primitive  le  système  des  deux  équations  : 

On  pourroit  croire  que  pour* arriver  à  un  système  d'équations 
primitives  qui  satisfasse  à  la  proposée ,  il  suffiroit  d'intégrer  en  par- 
ticulier chacune  des  équations  {A)  par  le  procédé  du  n**.  79^ ,  en  y 
supposant  ^  constant ,  ce  qui  introduiroit  deux  fonctions  de  { ; 

Nnnn  % 


^ 


V^ -H>  ' 


Jt^,  , 
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mais  tn  opérant  ainsi ,  on  ne  représenteroit  cette  dernière  qu'avec 
quatre  équations ,  entre  lesquelles  il  fdudroit  éliminer  une  des  fonc- 
tionis  introduites ,  ce  qui  ne  se  pourroit  qu*<en  intégrant  une  équation 
différentielle  ^  et  par  conséquent  la  difficulté  seroit  encore  la  même 
que  celle  que  présentent  les  équations  {A)  :  Monge  est  tombé  sur 
plusieurs  résultats  de  cette  nature  ,  d'une  forme  très-élégjnte ,  mais 
dont  il  n'est  pas  possible  de  tirer  parti,  et  que  par  conséquent  on  ne 
sauroit  regarder  comme  de  véritables  intégrales. 

8;3.  Nous  avons  fait  voir  dans  le  n**.  75 ,  que  toute  équation 
du  second  ordre  à  deux  variables ,  dans  laquelle  aucune'  différen- 
tielle n'est  supposée  constante^  pouvoit  toujours  se  traduire  dans 
o  une  autre  qui  devenoxt  significative ,  et  cela  en  regardant  x  tt  y 

comme  des  fonctions  implicites  d'une  nouvelle  variable.  Prenons 
pour  exemple  l'équation 

Md'^xJr  ^^y  +  P<ix^+  Qdxdy  +  Rdy*=o; 
rapportée  dans  le  n*'.  cité  ;  si  nous  supposons  jr  =  ^  (r) ,  nous  m 
éliminerons  y ^  dy  et  dy ,  et- comme  de  est  supposé  constant,  le 
résultat  sera  une  équation  du  second  ordre  tou^urs  significative , 
lorsque  l'on  particulaVisera  la  fonction  p  ;  la  relation  qui  en  résul- 
tera entre  jt  et  r ,  étant  jointe  à  l'équation  hypothétique  y:=:(p(i)^ 
donnera  une  solution  de  la  proposée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  obtiendra  un  résultat  plus  général ,  en 
faisant  Mdx+Ndyz=dt(p'(e)  ^  parce  qu'en  retranchant  de  la  diffé- 
rentielle de  cette  équation,  la  proposée,  les  termes  affectés  des 
différentielles  du  secon^il  ordre  disparoîtront ,  et  qu'il  viendra 

dM       ^\  /dM     dN       _x,  ydN 

la  proposée  sera  représentée  par  le  système  de  cette  équation  et  de 
la  précédente ,  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre.  On  peut  toujours 
supposer  que  Mdx  +  Ndy  =  dtp'(t)  soit  intëgrable,  car  il  suffit 
pour  cela  de  concevoir  que  ta  proposée  soit 

M'd^x + N'dy + P'dx*  -f  qdx  dy + Kldy'—  0 , 
de  la  multiplier  ensuite  par  le  facteur  fi  propre  à  rendre  Mdx + N'dy 
une  différentielle  exacte ,  et  de  faire 
.u.M!.=  M,      i.N'=N,      fiP'=P,      t*Q'=Q.*      i*R'=R,  . 


Gr  -^>  +(-i7+-^-  ^>''-^+(-^  -i?>-=."W^.-: 
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on  aura  alors  le  système  des  deux  équations' 
f{Mdx  +  Ndy)  —  ^{t) 

(dM       _\   .  /dfA       dN*       _\   ,      .  /dN         r^  \  ,   .        /./ N  f 

~-j;^-P)d.^^ (-_+-^ _Q)  é.dy  +(-,-  -A )<y=,'  W-/^' 


dont  la  première  sera  une  équation  primitive* 


dy 


814.  Non-seulement ,  comme  nous  Pavons  observé  dans  le  n**.  7Q1, 
et  comme  .nous  venons  de  le  prouver  plus  haut,  les  équations  difFc- 
rentielles,  qu'on  appeloit  autrefois  absurdes,  ne  sont  point  insîgni* 
fiantes  ainsi  qu'on  Ta  cru ,  mais  il  existe  une  foule  de  questions 
géométriques  très-intéressantes  qui  conduisent  à  ces  équations.  Pour 
ne  pas  nous  écarter  de  notre  sujet,  nous  n'en  citerons  que  deux 
qui  pourront  faire  juger  des  autres. 

Si  Ton  demandoit  quelles  sont  les  courbes  à  double  courbure  qui 
jouissent  de  la  propriété  d'avoir  dans  tous  leurs  points  la  même 
courbure  que  le  cercle  dont  le  rayon  =  /tz,  il  faudroit  égaler  à  /tz' 
l'expression  du  quarré  du  rayon  de  courbure ,  trouvée  dans  le  n°.  3  5  3 , 
ce  qui  donneroit  l'équation 

{dx^+dy--\-di^y 
{dxdy—dyd*xy-\-  (dxd'i—d^d'xy-i-^dyd'T—didyy  * 

qui  est ,  comme  oh  voit ,  du  second  ordre  et  à  trois  variables.  Il  est 
bon  de  remarquer  que  les  courbes  auxquelles  elle  appartient  deviennent 
des  cercles  dans  le  développement  de,  la  surfatce  formée  par  leurs 
tangentes.  Le  filet  d'une  vis  à  base  circulaire  esi|  une  de  ces  courbes. 

Nou^  verrons  dans  le  chapitre  suivant,  que  la  ligne  la  plus 
courte  que  Ton  puisse  mener  entre  deux  points  sur  une  surface  dont 
r^uation  est  di=ipdx  +  qdy^  s'obtient  en  joignant  à  celle-d 
Tune  quelconque  des  suivantes  î 


dx  d{ 


4  +  '4=''' 


dans  lesquelles  on  a  fait  pour  abréger  dsz=  V^dx^'  +  dy^+di^ 
Supposons  que  l'on  ait  d'ailleurs  entre  jp  et  ^  une  relation  quel* 
conque,  l'équation  /7^— jAr=o,  par  exemple,  qui  appartient  aux 
surfaces  de  révolution  décrites  autour  de  l'axe  des  {;;    si  on  la 


1 
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combine  avec  d^  z=pdx  +  qdy,  pour  en  .tirer  les  expressions  de  p 
et  dey,  savoir: 

xdx-^ydy^  xdx-^-ydy^ 

et  que  Von  substitue  ces  expressions  dans  les  équations  rapportées 
ci-dessus ,  chacune  de  ces  équations  considérée  isolément  caracté- 
risîsra  les  lignes  les  plus  courtes  que  Ton  puisse  mener  entre  deux 
points  sur  les  surfaces  proposées  en  général» 
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CHAPITRE    V. 

m  « 

/ 

De    la    méthode   des    J^anations. 

S15. Lorsque  l'état  de  la  question  a  déterminé  une  dépen- 
dance entre  plusieurs   variables  ,  la  différentiation  ordinaire  sup- 
pose  que   cette   dépendance   demeure  toujours  la  même  dans  le 
cours  du  calcul;  on  conçoit   que  si  Tune  des  variables  doit  être 
fonction,  des  autres  ^  la  forme  de  cette  fonction  ne  change  point , 
et  que  par  conséquent  les  accroissemens  ou  les  décroissemens  qu'elle 
éprouve  sont ,  par  sa  nature  ou  par  l'équation  dont  elle  dépend , 
liées  d'une  manière  invariable  avec  ceux  que  peuvent  recevoir  les 
quantités  qui  entrent  dans  sa  composition.  Divers  problêmes    de 
géométrie  et  de  mécanique ,  proposés  peu  de  tems  après  la  décou- 
verte du  calcul  différentiel  ^  ont  bientôt  fait  sentir  aux  Analistes  que 
ce  point,  de  vue  n'étoit  pas  assez  général,  et  qu'il  y  a  voit  des  cas 
.  cil  il  étoit  nécessaire  de  supposer  que  la  forme  de  la  fonction  va- 
riât elle-même  ;  c'est  là  ce  qui  a  donné  naissance  au  calcul  dont 
nous  allons  nous  occuper,   et   dont  la  découverte  est  le  résultat 
des  premiers  travaux  de  Lagrange.  On  avoit  bien  avant  lui  résolu 
des  questions  du  genre  de  celles  qu'on  atteint  par  cie  calcul  ;  niais 
seulement  par  des  procédés  particuliers  ,  qu'il  falloir  modifier  selon 
les  diverses  circonstances  que  présentoient  les  applications  qu'on 
avoit  en  vue. 

-    Voici  l'idée  la  plus  générale  que  l'on  puisse  se  former  du  calcul 
des  variations  : 

Que  ïes  variables  x  ety  ^  d'abord  liées  entr'elles  par  une  équation 
ou  une  dépendance  quelconque ,  viennent  à  changer  parce  que  la 
forme  de  cette  équation,  ou  la  relation  qui  résulte  de  la  dépendance 
établie  entr'elles ,  a  cessé  d'être  la  même;  on  ne  sauroit  exprimer  cette 
circonstance  d'une  manière  plus  générale  qu'en  regardant  les  accrois- 
semens de  or  et  de  j' ,  comme  absolument  indépendans  l'un  de  l'autre , 


V 
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parce  qu'en  effet ,  cette  hypothèse ,  ne  désignant  aucune  relation  par- 
ticulière entre  x  tt  y  ^  les  comprend  toutes.  Il  suit  de  là  que  le  calcul 
des  variations  ne  peut  être  employé  que  pour  des  expressions  aux- 
quelles on  a  déjà  appliqué  le  calcul  différentiel ,  et  qu  il  ne  diffère  de 
ce  dernier  que  par  l'indépendance  qu'il  suppose  entre  des  variables 
qu'on  avoit  regardées  auparavant  comme  liées  entr'elles  par  des  rela- 
tions constantes^  L'exemple  suivant  éclaircira  ces  notions. 

*  L'expression  ^7— ,  qui  appartient  à  la  soutangente  d'une  courbe, 

représente  une  fonction  déterminée  de  x ,  quand  on  y  considère  y 
comme  une  fonction  dont  la  composition  en  x  est  connue  ^  et  si  cette 
dernière  vient  à  changer  la  première  change  aussi.  On  éprouvera 
peut-être  quelques  difficultés  à  concevoir  comment  on  a  pu  soumettre 
au  calcul  la  variabilité  d'une  fonction  qui  n'est  que  la  dépendance 
abstraite  dans  laquelle  plusieurs  quantités  se  trouvent  les  unes  à  Végard 
des  autres  ;  mais  il  est  facile  de  les  lever  9  en  observant  que  la  liaison 
entre  les  quantités  jk  et  x  changera ,  si  l'on  fait  varier  la  "première  indé- 
pendamment de  la  seconde.  Ainsi  dans  l'exemple  actuel  ^  si  l'on  sup«« 

dy 

pose  que  x  demeurant  le  même ,  ^  et  -^  changent ,  la  relation  de  y 

dx 

let  de:t^  aura  changé  nécessairement^  puisque  ces  quantités  sont  des 

conséquences  immédiates  de   cette  relation  :    on   peut  même   ne 

dy  ydx 

faire  varier    que   -y-,  dans  la  formule"^-- — ,  parce  qu'elle  ne  dépend 

dx  dx 

que  d'une  seule  valeur  de  y  ;  mais  si  l'on  considéroit  une  expression 
qui  fût  aflFectée  du  signe  /,  il  faudroit  faire  varier  en  mêjne  tems  y 
dy 

et  -^  9  car  U  suit  de  la  théorie  de  la  formation  des  intégrales  ^ 

exposée  dans  le  n*.  470  y  que  la  valeur  d'une  setnblable  fonction 
4épend  des  valeurs  consécutives  de  jr  ^  lesq^eIIes  se  4éduisent  de 

celles  de  ---.  ' 
dx 

Recherche  de  la  81 6.  U  est  évident  que  pour  différentier  sous  ce  point  de  vue  quelque 
Wi^queuinr  «Pression  que  ce  soit,  il  suffit Vy  faire  varier j.,  dy ,  dy...etc. 
9ue.  sans  toucher  h  x}  mais  en  traitant  cette  dernière  variable  comme  la 

première , 
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première  ;;  on  parvient  à  des  résultats  plus  généraux  et  plus  sy nié- 
triques  que  ceux  qu'on  obtiendroit  autrement,  et  qui  conduisent 
à  des  remarques  très-intéressantes  sur  la  nature  des  formules  diffé- 
rentielles ,  c'est  pourquoi  nous  en  userons  ainsi  dans  le  cours  de 
ce  chapitre.  Pour  ne  pas  confondre  les  signes  de  la  nouvelle  espèce  de 
différentiation,  dans  laquelle  x  ety  sont  regardés  comme  indépendans  y 
avec  ceux  de  la  première,  où  Ton  considéroit  une  de  ces  variables 
comme,  fonction  de  l'autre ,  nous  employerons ,  ainsi  que  Lagrange  l 
la  caractéristique  «T,  et  nous  supposerons  avec  lui ,  que  quand  y  ne 
change  que  par  l'effet  du  changement  de  x  qui  devient  x  -^  dx  ; 
sa  différentielle  est  dy ,  mais  que  quand  la  relation  de  y  et  de  Jtr 
varie,  ces  deux  quantités  deviennent  respectivement  x-^-J'x.,  y-^-fyi 
et  nous  désignerons  sous  le  nom  de  variations  les  accroissemens  J'x 
et  S'y. 

Il  suit  de  là  que  de  même  qu'on  a 


du  ,  du  , 

du  =  -^dx  +  —  dy; 
dx  dy 


u  étant  une  fonction  de  ;ç  et  de  y ,  on  aura  aussi 

i'u  '  i'u  ^ 

i^x  J>    "^ 


en  appliquant  ceci   à  l'exemple 


ydx 
dy 


il  faudra  regarder 


dx 
dy 


comme  fonction  de  ^  et  de  ^ ,  et  il  viendra  d'après  cela 

ydx 


dy 
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./dx>.         dyi'dx  —  dxi'dy         dyd^x  —  d^dly\ 
\dy)  dy*  -    dy"  » 

car  S'dx-=.dS'x  fdy:^dS'y.  Cette  dernière  remarque  est  de  la 
plus  grande  importance  dans  le  Calcul  qui  va  nous  occuper ,  et 
voici  comment  on  peut  en  établir  la  vérité. 

Soit  Fj  une  quantité  quelconque;  on  aura  dV^zV-^^V:^ 
V[  étant  la  valeur  consécutive  de  V^  et  en  se  bornant  au  premier 
terme  du  développement  de  f^';  différentiant  ensuite  par  rapport  à  la 
caractéristique  <r,  il  viendra  «TV/f'ssJ'^' — <r^;  mais-pout  obtenir  ^/^TiT, 
il  faudra  changer  de  même  S^V  en  JT',  et  prendre  la  différence 
des  deux  résultats  :  on  trouvera  donc  ainsi  <i«r^==«rA^'— <rF, 
et  par  conséquent,  fdV^idS'y. 

Calcul  intégral.  O  o  o  o 


/ 
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Il  suit  encore  de  là,  que  S'd^y^Ji'cl F—d^S^r.  En  continuant 
ainsi ,  on  obtiendra  ce  théorème  général  :  S'd'y=d'^S'd:'-'^r=zd''S'F, 
et  il  est   facile  de  voir  qu'il  rentre  dans  celui  qu'on  a  démontré 

817.  Pour  ne  pas  nous  arrêtera  des  exemples  particuliers,  sup- 

dy  dp 

posons  que  u  soit  une  fonction  de  x^y,-^:=zp^  ~  =  j,    etc. 

dx  dx 

on  en  trouvera  la  variation  en  dîfFérentiant  à  l'ordinaire  ,  mais 
en  se  servant  de  la  caractéristique  <r  au  lieu  de  ^;  et  la  diâPéren- 
tielle  ordinaire  étant, 

du  =  Xdx  +  Ydy  +  Pdp  +  Q,dq  +  Rdr  +etc. 

la  variation  sera 

en  observant  qiié^s  quantités  p  ^  q  ^  r^  etc.  doivent  y  être  regardées 
comme  renfermant  deux  variables  indépendantes,  jcet^  (  n^.  préc.  ); 
et  que  par  conséquent  on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux 


(*)  Tout  ce  qui  précède  se  peint  ainsi  qu'il  suit ,  au  moyen  des  considérations 
géon^étriques. 

Lorsqu'on  regarde  y  comme  une  fonction  de  x  de  forme  constante,  les  diverse» 
valeurs  que  peuvent  prendre  ces  variables  sont  représentées  par  les  ordonnées  et  les 
abscisses  d'une  même  courbe  CE ,  fig.  37  ;  mais  quand  leur  relation  change ,  on 
FIO.  37.  pj^jg  ^ç  ç2(tg  courbe  à  une  autre  quelconque  y  t  ^  dont  la  nature  dépend  de 
la  loi  suivant  laquelle  ce  changement  a  eu  lieu.  Nous  avons  déjà  présenté  de 
pareilles  circonstances,  en  faisant  varier  les  constantes  qui  entroient  dans  les 
équations  des  couibes  ou  des  surfaces  ;  mais  alors  nous  ne  considérions  que  des 
variations  particulières ,  parce  que  nous  regardions  la  forme  de  ces  équations  comme 
déterminée ,  tandis  qu'ici  nous  supposons  qu'elles  soient  quelconques  :  dans  ce  dernier 
état  de  choses ,  la  ligne  Mp, ,  qui  exprime  le  changement  qu'éprouve  Tordonnée  PM 
ouy»  en  passant  de  la  courbe  CE  à  la  courbe  y9^  est  absolument  indéterminée. 
Si  l'on  prend  un  second  point  M',  que  l'on  mène  l'ordonnée  P'M\  consécutive 
à  PAi,  et  que  Ton  tire  MR ,  f<p ,  parallèles  à  AP ,  et  /*/»'  parallèle  à  la  courbe  MM\ 
on  aura  OT'/î=Af'/?=</y,  et  OT'ft'=/x'/>— /»'p  sera  le  changement  qu*éprouve  jy 
dans  le  passage  de  la  courbe  C£  à  la  courbe  71,  ou  cT^fy;  mais  on  peut 
aussi  regarder  cette  ligne  comme  la  différence  entre  Af/*  =  <r.PAfi=:A/'/n'  et 
A/'ft'=cr .  P'Af',  et  elle  deviendra  ainsi  dS'yi  on  aura  donc,  comme  ci-dessus, 
i'Jyz^zdi'y,  Ce  n'est  que  pour  ne  pas  compliquer  la  figure  que  nous  avons  fait 
varier  AP  ou  x  de  U  même  quantité  pour  les  deux  courbes  CE  et  7  «> 


à 
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hypothèses  différentes ,  savoir  :  en  ne  faisant  varier  qu'une  de  ces 
quantités  ,  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  deux.  Nous  opérerons 
sous  ce  dernier  point  de  vue ,  parce  que ,  comme  nous  Tavons  déjà 
dit ,  il  est  plus  général ,  et  que  d'ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui 
conviennent  au  premier ,  en  supprimant  les  termes  relatifs  à  celle  des 
variables  que  l'on  veut  traiter  comtne  constante  ;  et  à  cause  de 

dy^  f  dxHy — dyi'dx di'y  — pdS'x 

•       dx  k  i  dx^  dx 

dp\  ^        f  .  dxS'dp  -*-  dpidx         di'p  —  qdS'x 

a  —  !jL\  nous  aurons  JS'qz=^ ^ ^ —  =  — i- — ï 

^~  dxf  \    ^  dx"^  dx 

dq\  è       _dxi'dq  —  dqi'dx dS'q —  rdlx 

'^~dx)  \       ~  dx^  ~,  Ix     ^' 

etc.  etc. 

à  l'aide  de"  ces  formules  on  prouvera  la  variation  d'une  expression 
quelconque ,  renfermant  x  ^  y  ^  et  leurs  différentielles ,  de  quelque 
ordre  que  ce  soit, 

8i8.  On  peut  aussi  demander  la  variation  d'une  formule  inté* 
grale ,  telle  que  fU^U  renfermant  x^y ^  dx ^  d*x. .*dy^  dy. . . 
car  les  formules  de  ce  genre ,  exprimant  certaines  fonctions  dont  la 
composition  dépend  de  la  relation  établie  entre  les  variables  xtty, 
éprouveront  des  changemens  si  l'on  fait  varier  cette  relation  ;  c'est*à** 
dire ,  si  on  regarde  les  variables  *  et  ^  comme  indépendantes 
Vune  de  Vautre  dans  les  changemens  qu'elles  subissent.  Il  faudra 
donc  appliquer  à  ce  cas  ^  les  règles  de  différentiation  que  nous 
avons  déjà  employées  pour  la  fonction  u,  et  en  observant  que 
cette,  différentiation  ^  n'ayant  pas  lieu  dans  la  même  acception  oh 
se  trouve  employé  le  signe  /  qui  affecte  la  formule  proposée , 
elle  ne  peut  ni  le  détruire  ni  le  modifier. 

Nous  allons  donc  établir  ce  théorêmie  :  tfU^fS'U ;  en  effet; 
^fU:=fV* — fU^  V  étant  ce  que  devient  i7  lorsqu'on  y  met  x^S'x, 
et  y + S'y  y  au  lieu  de  a:  et  j^,  et  comme  on  a 
fV''^fU^f{U'^U),   £^'-.t/=#£/,  il  s'ensuit  c(/£/=/<rî7, 

819.  Cela  posé,  soit  V  une  fonction  de  at,  ^,  et  de  kurs 
différentielles  ;  on  aura 

dV=iMdx  +  Nd^x  +  Pd^x  +  Qd^x  +  etc. 

'{'mdy+  n  dy  +  pd^y  +  qd^y  +  etc. 

Oooo  2 
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et. par  conséquent, 

+mly+nldy  +  pi' J*y  +  qi'<Py  +CtC. 
d'oh  il  suit^: 

flu\=/(MJ'x  +Ni'dx  +  PJ'd^x  +  QS'J'x+ttc.) 
+  f{miy    +  n^dy  +pi'i^y  +  q.i'd'y  +ttc.) 
Cette  expression  n'est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus  simple  qu'elle 
puisse  avoir  ;  car  si  on  intègre  par  parties ,  on  aura  : 
fMix=fMix 

fNJ'dx=fNdS'x=zNix—fdNix 

fPJ'd'x=  /Pd*ix=  Pdix  ~-fd?d»x^  PdS-x^i  Plx  +fd*PS'x 
fQi'd^x=fQ4^lx^Qd^S'x^fdQd^^xz=  Qd'lx^-dQdS^x  +fd^Qdfx 

=  Qd*ix—dQdix+  i^Qix—ftPQix 
etc.  etc. 

On  aura  pareillement,' 

fm  fy  =/m  iy 

/nJ'dy=fndS'y=  nly — fdni'y 
fptd^y=^fp  d}iy  ^zpd^y^dpfy  ^.fd*p  t'y 
fqld:>y=fq  S  S- y  =  q  d'iy  —  dqdty+d*qty  —fd'q  S'y 

etc. 
et  en  substituant ,  il  viendra 
/ll/=  {N—dP + d^  Q— etc.)^*  +  {P—d<^ + etc.)  dtx + (Ç— etc.)*/*/* + etc. 
+  {n—dp  +  ^q  —etc.)jy+ (/'—<' f+etc.)iJ>+(f—etc.)<fjy+etc. 
■^/{M—dN  +  d'P—d'Q  +  etc.)  J^jc 
+  f{m  —  dn  +  d'p  -^d^q   +  etc.)  ty 

810.  On  remarquera,  d'après  cette  formule ,  que  si  Ton  avoit 
M—dN  +  d^P-^iPQ  -jietc.  =  o 
m  —  d  n  -^  d*p  '^  iPf  +  etc.  =  0 
la  variation  fS"  U  seroit  entièrement  délivrée  du  signe  /;  mais  ces 
équations  sont  précisément  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  fonction  U  soit  intégrable  par  elle-même  ^  (  n"*.  90  ) ,  et  nous 
allons  le  prouver  a  priori ,  en  appliquant  à  la  recherche  de  ces 
conditions  la  méthode  même  des  variations. 

En  eiFet ,  soit  2/ ,  la  diâërentielle  d'une  fonction  '£^  ;  on  aura 
d'U^U,  et  par  conséquent  fl/^J'd'I/,  ou  ^dt'U  ^   d'oii 


> 
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il  suit  que  si  U  est  une  différentielle  complète ,  <r  Z/  en  doit 
être  pareillement  une  ;  et  par  conséquent  lorsqu'on  a  fait  sortir  du 
sîgne/,  dans  l'expression  de  fi'U^  tous  les  termes  qui  peuvent  s'in- 
tégrer, il  faut  que  l'ensemble  de  ceux  qui  restent  soit  nul  par  lui- 
même  ,  sans  qu'on  ait  besoin  de  supposer  pour  cela  aucune  relation 
entre  x  ^  y  ^  S^x  ^  tl  S'y. 

821,  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à  l'expression  AtfV;  elles 
s'étendent  également  à  celles  At  ffU  ^fffU  ^tic.  quel  que  soit  k 
nombre  des  signes  d'intégration  ;  et  en  cherchant  la  variation  de 
ces  dernières  formules,  comme  on  a  fait  à  l'égard  de  fU,  on 
trouvera  les  équations  de  condition ,  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  quantité  U  soit  la  diÀFérentielfè  complète  d'une  fonction  'U^ 
d'un  ordre  immédiatement  inférieur  ,  d'une  fonction  ''i7,  d'un  ordre 
inférieur  de  deux  unités ,  etc. ,  et  ainsi  de  suite.  Soit  p  pour  y 
arriver, 

+  OT  / j^  +  ndS-y  +  p  d^S'y  +  q'tPS'y  +etc.  J  ' 

on  aura ,  par  ce  qui  précède ,  " 

+(n—Jp+t^^  —etc^S-y + (/»—«/  ^ + etc.)</J> + (  j  _etc.)^''J> +etc. 
+  /(iW  — rfjV  +  </»P  — ^Q  4.  etc.)  J^a: 
+  /(  m  —  dn  +<^p  —  d^q   +  etc.)  .Tjr; 

mais  ^/£/  =  j^'£/,  et  à  cause  que  'Z7=<i'*i7,  il  viendra 
rC7^i'fU=fS^'U=/S^fU:  on  obtiendra  donc  «^"Z/  en  in- 
grant  de  nouveau  «T/i^,  et  en  faisant  sortir  de  dessous  le  premier 
signe  d'intégration,  tout  ce  qu'il  sera  possible  d'intégrer.  On  trou- 
vera ainsi   ' 

/<r/t/==J'"I/=y(iV--rfP+^<2-.etc.);^^4:y(P--^Q+etc.)^cl^+y(Q--etcO<^J^:.+  etc 

+/{n  —  4»+ A  — etc.)<ry +/(;»— ^  +etc.)t/jy +/(  ^  —etc.  )d'J^+  etc* 

+ffiM—dN  +  d'P^d'Q+ttc.)dx  ' 

+//■(«  —  dn  +  d'p — d^q+tlc,)dy 

et  en  int^ant  par  parties  les  termes  susceptibles  de  l'être ,  c'est-  à-  dî  re 
tous  ceux  qui ,  comme  f  P. dS'x ,  par  exemple ,  contiennent  des  diffc- 


66l  CH.       V.       MÉTHODE 

rentielles  de  «T;*-  et  de  «^y,  on  aura  fS'fU=f''U 
Ci  (P_^Q + dR'^etc.)S'x  +  (  Q-^^dR + etc.)  JS'x  +  (/î— etc.y  Va:  +  etc. 

•+  (iP  —  dq+dr — etc.)  <*>  +  {q — dr-^-  etc.)^J>  +  (  z"  — etcO^'^^y  +  etc. 
+f(^N—xdP+  3-i»  Q—4d'R  +  ttc.)S'x  +fJlM—dN+  d^P—d'^Q+d^R—ticyx 
+J[  n—idp  +  '^d^q  —4(Pr  +  etc.)fy+ f/{m  — t/  n+dy^d^q  +  d^r— etc.)  Sy 

Telle  est  Texpression  de  la   variation  d'une  formule  qui  dépend  ^ 
de  deux  intégrations  successives  ;  il  est  évident  qu'elle  ne  peut  être 
délivrée  des  signes  d'intégration  ^  à  moins  qu'on  n'ait 

JV  — i^P+3i^Q—   4^iî+etc.  =o.^ 

31—    dN+  4^P  .—     d'Q +d^R— ztc.  =  o 

n  — xdp   +  'i  d*q  —    j^d^r  +etc.  =0 

m —    dn  +  dy     —      d^q   +  d^r — etc.  =o 

quand  ces  équations  seront  identiques ,  le  résultat  qui  sera  J'^'l/ , 
n'aura  besoin  que  d'être  intégré  une  fois  ^  par  rapport  aux  varia- 
tions 9  pour  donner  ''27,  ou  l'intégrale  seconde  de  la  proposée. 
Soit  pour  exemple  U  =z  x  dy+id  x  dy+y  d^x  i  on  aura 

lU  =  dyj'x  +  idydJ'x  +  yd^J'x  +  d^xS'y  +  xdxdly  +  xd^'^y  , 

M  =  dy,       N==xdy,       P=y 
m  =  d*x  y        72  =  1  dx  ,       p  -=1  X  y 

et  par  conséquent  j  les  équations  de  condition  ci-dessus  y  deviendront 

1^  —  1  ^JK  =  o 

dy  —  %dy  +  dJ'y  —  o^ 

l^oc:—-   xdx  =   0 

d^x  —  i^V   +    i/*ji:  =  O  , 

d'oîi  il  résulte  que  la  fonction  proposée  est  immédiatement  in^ 
tégrable  ;  la  partie  yi'X'\'xS'y  ^  délivrée  du 'signe  /,  donne  ^  en 
l'intégrant  par  rapport  aux  variations,  ''C^=jc^+C. 

8x1.  Nous  avons  supposé  que  U  contenoit  seulement  deux  va« 
jriables ,  a:  et  j^  ;  les  procédés  seroient  encore  les  mêmes  ,  et  le» 
résultats  parfaitement    analogues ,    s'il    en  contenoit  trois  ^  x^  y    - 
et.^,  par  exemple;  sa  différentielle  dV  seroit  de  cette  forme; 

</ (7  =  M  ^  AT  +  A^^^AT  +  P  rf':r  +  Ç  </^Jc  +  etc. 
-^^mdy^  nd^y  +  p  d^y  +  f  à^  +etc. 
+i^^î+  ^  à\  +  5r^{  +   p  ^*{  +etC, 


^ 
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et  de  là  i  on  tîreroît  i^U  qx^  changeant  un  d  en  <r.  Il  est  aisé  de 
voir  que  la  troisième  variable  [  donneroit ,  sous  le  signe/,  la  fonction 

(^  — ^if +  ^V  +  J^p  +  etcO^J'î. 
et  hors  de  ce  signe  ,  les  termes 

(i^^â?7r + ^»p— etc.)<r^ + (,r— rfp  +  etc.)icl^ + (p— etc.)t/*^ + etc» 

Cette  marche  convient  évidemment  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  ,  et  il  en  résulte  que  si  on  vouloît  chercher  les  équations 
de  condition  dans  ce  cas  ,  en  égalant  à  zéra  la  quantité  qui,  sous  le 
signe  fy  multiplie  chaque  variation  indépendante ,  on  auroit ,  pour 

inie  première  intégration ,  autant  d'équations  que  de  variables  ;  deux  | 

fois  autant,  s'il  s'agissoit  de  deux  intégrations  successives;  et  en 
général ,  si  m  étoit  le  nombre  des  variables ,  et  n  celui  des  inté- 
grations à  effectuer ,  on  auroit  m  n  équations  de  condition. 

Si  on  supposoit  que  la  différentielle  de  Tune  des  variables  , 
celle  de  x ,  par  exemple ,  fut  constante ,  on  auroit  alors  A^,  -P ,  Q  ,  etc. 
égaux  chacun  à  zéro  ^' et  la  variation  se  rédtiiroit  à 

(n—dp  +  dJ'q.^^r-^'  etc.)  Jy + (jp—^q + etc.)iJy +(  î-etc.)^*jy +etc. 

j^/{m  —  dn+  d^p  —  ^tc.)i'y  +  etc. 

et    il   faut  observer   que  U  pouvant  dans  ce  cas  être  mis  sous  la 

dV 
forme  de  Vdx^  on  aura  en  différentiant ,  par  rapporta  ar,  ifcf  =  ---  dx^ 

dx 

dV 
et  par  conséquent, /iWirx=/—^jrJ'j:  =  rj^jc  ;  la  partie   în- 

tégrée  seroit  donc  augmentée  de  ce  terme. 

813.  On  peut  donner  à  la  variation  AtfU  une  autre  forme, 
en  observant  que  toute  expression  différentielle ,  pour  signifier  quel- 
que chose  ^  doit  ne  contenir   que  les  variables 

dx  dx  dx  ' 

et  une  puî^ssance  de  dx  qui  rende  le  tout  homogène.  Cette  manière 

de  présenter  les  résultats ,  revient  à  regarder  comme  variables  indé* 

dy 
pendantes ,  j' et  —  i  on  pourra  donc  supposer  U:=siydx,  y  m 
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renfermant  plus  que  x ,  y ,  ^ ,  -£9        -£-.  ^  «te.  lorsqu'il 

s'agît  d'une  seule  intégration  ,  et  Z7  =  Fdx%  s'il  devoit  y  en  avoir 
un  nombre  m  à  effectuer.  Cela  posé ,  on  aura 

Soit ,  pour  abréger  ^dy=zpdx^      dpr=iqdx^      dq=,  rdx ,  etc. 
il  viendra     dy=  Mdx  +  Ndy  +  Pdp  +  (Idq  +  Rdr  +  etc.   ' 
et  <r^=  MS^x  +  NS'y  +  F<r/^  +  Q<^î  +  ^f^/"  +  etc. 

d'où  on  tirera 

5  yi^X'\-fdx{Mlx+Niy+PS^p+Çli'q  +  Ri'r^t\z.) 
^fydx  =  ^         ^fj^^(^Mdx+Ndy  +  Pdp+Qdq+RJr+etc.  )  ; 

ce  qui  se  réduit  à  S'/ydx^: 
yj^x+fN{dxS'y-dyS^x)+/P{dxJ^p^dj?S'x)+/Q{dxS'q^dqi'x) 

+  fR{dxS'r^^drS'x)+  etc. 
Mais  avant  de  passer  aux  intégrations  par  parties ,  il  faut  se  rap- 
p^eler  qu'on  a  (  n^  817)  , 

dxJ'p^r:  di'y  — pdlx 
dxi'q=^dlp  —  qdlx 
dxS'r  =^dS'q  —  rdlx 

etc. 

en  substituant  ces  valeurs,  et  ayant  égard  à  ce  que  iy—pdx\ 

on  obtiendra  lJVdx=. 

Vlx  JffNdx  {fy—p^x)  JrfPd(fy—pfx)  +fQd{tp-^qi'x)  +fRd(l^—r^)  +  etc. 

car  il  est  aisé  de  voir  que 

dS'y^pdi'x—'dpi'x  d{ly^plx) 

,        ^p-i^^^ J^—  Tx 

dS'p  —  qdi'x  —  dq^x           d(lp  —  qfx) 
l^-rl-^ Ji ^-""—Tx '■ 

dlq—  rd^x-^dri-x  d(  ^q  —  rJ'x  ) 

fr-s^x=. --^ j^ 

etc. 

Soit 
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Soit  fait  pour  abr^er  fy — pS'x  =  «  ,  on  aura 

I         dû» 

T      ,    I      .</«* 
ax     ax     uX 

etc. 
ce  qui  changera  i^fVdxtn 

et  intégrant  par  parties,  on  aura 

fPdm  =  Pm^fmdP 
^  .du      ^dtt .     ^.Jim       JUt        ^dO  ,        Jt»        dO         ^   ,dQ 

etc. 

et  par  conséquent,' 

,^dO\,dR  i     ,  i    ,dS 

df»  ^  ^        dR         i    ,dS 

'^dZ^'^-T.  +  dZ'di-'''''^ 

I    V«,„      dS 

f  • 

Si  on  fait  «•=0  dans  cette  formule  ,  elle  se  réduit  à  Fi'x;  et  cela 
devoit  arriver  ainsi ,  car  cette  supposition  donne  «Ty — pj'x^^o: 
elle  établit  donc  entre  i'y  tt  J'x^  la  même  relation  qu'entre  dy 
et  dx ,  et  ne  doit  par  conséquent  offrir  que  le  résultat  d'une 
diâirentiation  orjdinaire  ;  mais  dans  ce  cas  ,  on  auroit  trouvé 
seulement  dfVdxzsiVdx. 

Calcul  intégral.  P  P  P  F 
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Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  développement  de  la  quan« 
ûiè  fidxi'F — ^^J^{)>  qwî  reviendra  souvent  dans  le  cours  de 
ce  chapitre ,  ainsi  que  d'autres  de  la  même  forme ,  se  .déduit  de 
la  formule  précédente  en  y  supprimant  le  seul  terme  Fi'x. 

8 a.4.  Si  on  met ,  au  lieu  de  oi ^  sa  yaleur  S'y  —  pix  dans  la  partie 
affectée  du  signe  d'intégration  y  on  aura  : 

dq 


dP         I 

dx       dx      dx 

^r„       àP  I       dO 


Tx'd;^''rx-^''''^'y 


d*oh  il  résulte  évidemment  qu'on  obtiendroit  deux  équations  iden« 
tiques ,  en  égalant  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  J'y: ,  et  celui 
de  /  AT  ;  ce  qui*  fait  voir  aussi  que  pour  toute  fonction  différentielle 
qui  peut  être  mise  sous  la  forme  que  nous  lui  supposons  ^ans 
cet  article^  il  y  a  toujours  une  condition  de  moins  à  vérifier 
relativement  à  son  intégrabilité. 

L'observation  précédente  s'étend  nécessairement  à  la  première 
forme  que  nous  avons  donnée  à  la  variation  de/27(n''.  819)  ;  car 
les  fonctions  S'U  et  <f(  Fdx)  doivent  être  identiques  9.  et  étant  inté- 
grées autant  qu'il  est  possible ,  par  rapport  à  la  caractéristique  d , 
on  doit  trouver  dans  Tune  et  l'autre  circonstance  les  mêmes  ré* 
sultats.  n  suit  donc  de  là  que  lorsqu'on  fera  usage  de.  la  variation 
de /Z7,  et  qu'on  égalera  à  zéro  la  partie  à  intégrer^  il  faudra 
n'employer  jamais  qu'une  des'  deux  équation;  qu'elle  peut  fournir. 

815.  11  est  clair  que  si  l'on  avoit  trois  variables  au  lieu  de  deux  ; 
comme  la  différentielle  de  V  pourroit  être  mise  sous  cette  forme 

{  Mdx  4-  Ndy  +  Pdp  +  Qdf  +  etc. 
~  {  +  N'd^  +  Fdy+  Q'dq'+  etc. 

on  auroit  par  rapport  à  ^  un  résultat  en  N'  ^  P'  ^  Q' ,  etc. ,  ab- 
solument  analogue   à   celui    qu'a    donné  la   variable  j^,   et  fai- 
sant d[ — p'S'x  =  «' ,  on  trouverôit  la  variation  totale ,  en  ajoutant 
aux  termes  déjà  écrits'  leurs  analogues  en  lettres  accentuées.  ^ 
Les  remarques  précédentes  ont  encore  lieu  ici  ;  et  il  est  facile 


V 


\ 
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de  voir  que  la  Variation  de  la  formule  fVdx^  dans  laquelle  ^ne 
renferme  que  des  rapports  différentiels  ^ 

dy  ^    jdy 

àt  I       df 

— !:  ^  ^  — =  .   etc. 

dx^         dx     dx'        • 

ne  donne  lieu  qu^à  deux  équations  différentes  y  lorsqu'on  égale  à  zéro 
Tensemble  des  termes  affectés  du  signe/.  Il  faut  pareillement  en 
conclure  que  la  formule  indiquée^  n\  8xi,  ne  donne  que  deux 
équations  nécessaires ,  lorsque  V  peut  être  ramenée  à  la  forme 
Fix\  et  généralisant  ce  résultat^  on  verra  que  quand  on  prend 
la  variation  dans  la  première  forme  ^  U  pouvant  être  transformée 
en  V dx  y  il  y  a  toujours  une  équation  qui  n*est  qu'une  suite  des 
autres ,  et  qu'on  doit  par  conséquent  négliger. 

816.  Si  Ton  fait  dx  constant ,  la  formule  tlu  nV8i3  se  réduira 

et  deviendra 

dP     J^O      dPR       d^S 

dQ       d'R       <PS 

Ix        11?  "^  11? 


+  F^x  +  .(^— i^  +  --  -  TJ  +  «te.  ) 


d»  ,  ^       dR  ^  d^S  ^ 


dx  dx       dx^ 

d^»  dS 


dx^  dx 


On  reconnoîtra  dans  la  partie  soumise  au  signe /^  ce  que  de* 
vient  Téquation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  Tintégrabilité 
d'une  fonction  à  deux  variables ,  lorsque  la  différentielle  de  l'une 
d'elles  est  constante. 

Cette  équation  de  condition  va  nous  offrir  des  théorèmes  \até^ 
ressans  :  si  on  la  multiplie  par  dx  ^  on  trouvera 

d^Q       dJ'R       d^Sr 

Sdx^dP  +  ^—  — ^  +  7T3  — etc. 

dx       dx*      dor. 

s     PPPP» 


a  fNdx  ^=  A  +  P ^  4 r-  +  etc. .  équation  dont 
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on  aura  »  en  intégrant 

ce   qui  prouve  à  posuriori  que  A^^a:   est    intégrable  »  puisqu'on 

dQ       ^R^      iPS 
dx  "^  1^      dx' 
le  second  membre  ne  renferme  que  des  fonctions  intégrées. 
Si  on  multiplie  l'équation  (i)  par  </jif,et  qu'on  l'intègre,  oa 

dR      d!^S 

aura  /^a:  (fNdx  —  P)  +  Q—  —  +-; etc.  =  ^  :r  +  ^,  (i) 

d'oh  il  suit  que  fdx{fNdx  —  F)  est  également  intégrable :  an 
trouveroit  d'une  manière  analogue ,  que  les  foriûules  suivantes  : 

fdx(fdx{fNdx  —  P)  +  Q) 
fdx{fdx{fNdx^P)  +  Q)^R) 
etc.    etc.  etc. 

sont  toutes  intégrables  par  elles  -  mêmes.  On  peut  donner  à  c^  théo- 
rèmes une  fotme  plus  simple ,  en  les  énonçant  de  la  manière 
suivante  : 

Si  F  est  une  fonction  de  x^y^p ,  q^r,  s ,  etc. ,  intégrable  par  elle- 
même,  qu'on  ait  dy=^Mdx+Ndy+Pdp+Qdq+Rdr+Sds+tiC.f 
et  que  l'on  fasse  successivement 

P—fNdx=zN\  Q-^fN'dxc=zN\  R-^fN'^dx  —  N'^f^Q. 
toutes  les  expressions  comprises  dans  la  suite, 

Ndx^        N\dx,        N'^dx^        N'"dx,  etc. 
seront  intégrables  par  elles-mêmes^ 

827.  Soit  y  fonction  de  x »  y»Pf  ^t  **c.  et  de  vss/yjx , 
V  étant  aussi  fonction  de  x  y  y  ^  p ,  f,  etc.  en  sorte  que 
dVz=M.dx-^Ndy->cfdp^(ldq-irttc.-\'Ldv 

d  V'=  M'dx  +  N'dy  +  P'dp  +  Q'Jf  +  etc. 

1 

on  aura  d'abord  par  le  n°.  Six,  ..''. 

IfFdx  =  r  J^  X  — /(  dxJ^y-^  dFJ'x) , 
et  faisant  pour  abréger 

</ ^=  </4  4. 1  iv , 

on  trouvera  /f=  J*4  +  ^J^S' 

J'/ydx'—FJ'x+JldxJ'-^^d-^J'x]  +  JlLdx^v^f.dvJ'x'\. 


dF        1      dO'        II      dR! 

-     I    ■dm,^,      dS'  . 


Quant  au  dernier ,  fl^dxi"  /^'—  d  V^^x  ] ,  en  y  mettant ,  au  lîeii 
de  dxlV^'^dVS'x ^  sa  valeur  déduite  du  n**.  813,  il  deviendra 

/7[^.(^.  +  i>'-+<2'-^^+«'^^^^^  +  «c.), 

r  '  ' 

I  ■ 

et  en  intégrant  par  parties, 


\ 


1 
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En  observant  que 

lv  —  '^fydx=zF'lx-\.fldx^F'-'dyix'\t 
posant  ensuite  fLdx  =  I  et  intégrant  par  parties ,  on  obtiendra 
/[LdxS'v—Ldyi'x']  =  J/[dxJ'F'—dF'i'x}—fJldxi'F'-~df^^x]  ; 
substituant  cette  expression,  il  viendra 

jff'dx=FJ'x+f{dxj^4-~d^j^x]+i/[dxJ'r—drj^-]^fildxJ'y'---drix]. 

Mais  on  trouve  dans  le  n"*.  813  le  développement  de  la  fonction 
dxS'V — dV^x^  dans  lequel  V  n*est  autre  chose  que  ce  que  re- 
présente 4  dans  ce  moment ,  et  f^^  a  la  même  forme  que  4  y  aux  acceiis 
près  ;  on  aura  donc  immédiatement^  pour  les  trois  premiers  termes  ^ 

.«        dO         X     ,dR  \     ,\     ,dS 

dm  ,  ^        dR  \       dS  . 


\  .    « 
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+  «(/P' JL.+  _,._ etc.)- 

dx  dx  dx     dx       ix 

'+  etc» 
Ce  r&ultat  étant  retranché  du  précédent,    on  aura  le  dévelôp- 
pemçnt  de  tfVdx^  dans  Thypothèsc  proposée. 
.    8x8.  Si  Ton  supposoit  dp^^sid-^+ldy+L^dv^,  etc. 

v=fyUx^        y^-^fV\dx,  etc. 
on  verroît  aîséqient  que  IfVdx  deviendroit  alors 
y^xJrRdxl^^d-^^)  +J{UxJH^^LdvJ'x)+f{L^dxSv^'^L^dv^^)  ; 
et  que ,  par  conséquent ,  il  suffiroit  d'ajouter  à  l'expression  de  ^fVdx  y 
trouvée  plus  haut ,  les  dévelôppemens  des  termes 
lj[dx IV r-dV\^x')SlXdxir ;^dr ^lx\l  étant  f,L,dxi 
chaque  nouvelle  fonction  de  la  forme  L^,dv^  en  introduiroit  de 
,  ^  pareils  dans  Ifvdx. 

819.  Supposons  que  i^'  renferme  une  nouvelle  intégrale  v'=y>^Wjr, 
et  qu'on  ait  par  conséquent 

dV  =  Mdx  +  ti'dy  +P'dp+  Q^dq  +  etc.  +  Vdv' 
dV"  =  M'dx  +  hlUy  +  F' dp  ^Çt'dqJr  etc, 
faisons  toujours  dVz=id\  '\'  Ldv^  nous  obtiendrons 
IfVdx  =  FJ^x+f(dxJ^4  —  d'^J'x)+f{LdxJ'v—LdvJ^x) 
et  comme /{LdxJ'V'—LdvS'x)=f(Ldxf(dxJ'r'^dr'rx)), 
•    si  l'on  remplace  dv  et  «Tv',  par  d'^'+  Vdi/  e|  «f4'  +  £'/v',  on 
trouvera  /(LdxJ'v^^LdvJ'x) 

^f{Ldxf{dxH'—d>\ft^x)+f{Ldxf{Vdxh^'^Vdv'i^x))i 
mettant  au  lieu  de  dv'  et  de  J^v',  leurs  valeurs  V"  dx  et  lfV"dx^ 
nous  aurons  /(  Vdx  l  /—  Vd  v'^x)  ^fiVdxfidxiy'-^dr'^x))  ; 
par  conséquent»  /(^Ldx lv'^LdvJ'x):= 

f{Ldxf{dx^^'^d4'^x))+/{Ldxf{Vdxf(dxJ'y"^dr'J^x))) 

•    et  j^/ydx^z 

nx+Jldx^^d-^^x  )  ^S{Ldxf{dxi^'^^'fx))  +f(UxJVdxf{dxlF''^dF"^x))). 
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Il  faut  observer  que  4'  €St  la  même  chose  que  V  dans  le  n®.  817  ; 
il  suffit  donc  de  calculer  ce  que  donne  le  dernier  terme  de  cette  for- 
mule 5  et  de  l'ajouter  au  développement  trouvé  dans  cet  article , 
pour  arriver  au  résultat  que  nous  chei^chons. 

Soit  fait  fLdxz==:l  ^  nous  aurions  d'abord ,  en  intégrant  par 
parties ,    . 

If{Vdxf{  dxi"  r"—  dV'i^x))  — /  (  Wdxf{  dxir'—  d  V"^x)  )  ; 
soit  fait  tnzoxt  fL'd'x  =: r  ^  et  flL'dxr^^K y  on  trouvera  pour 
le  premier  des  deux  termes  ci-dessus 

'  irf{dxi^v'^dr'ix)^ifi\dxir^^dr*i^x)^ 

et  pour  le  second 

—  Kfidx^r'^dV'lx)  ^fK!{dx^V"-^dV"ix)i 

Des  quatre  nouveaux  termes  que  nous  venons  d'obtenir ,  deux  sont 
semblables  à  //( dx cT V—  dr  ^x), 

et  deux  autres ^  fl^dxS" f''—  dVi" x ),  expressions  que  nous  avons 
traitées  précédemment  ;  ainsi  on  trouvera  facilement  ce  que  les 
premières  doiVent  donner  dans  le  développement  AQfVdx  :  on  voit 
aussi  quelle  serpit  la  marche  à  suivre  j  si  V^'  renfermoit  encore  une 
nouvelle  fonction  intégrale ,  et  ainsi  du  reste. 

830.  On  a  fait  remarquer,  n"*.  815  ,  que  le  résultat  trouvé 
pour  la  formule  fVdx^  dans  le  cas  où  ^  ne  contient  que^r,^, 
et  leurs  différentielles ,  s'étendoit  également  au  cas  où  cette 
fonction  renfermeroit  trois  variables ,  *  ,  y  ,  î ,  et  leurs  dif- 
férentielles ;  on  en  peut  dire  autant  des  formules  précédentes. 

En  effet ,  soit 
dF=i  Mdx  +  Ndy  +  Pdp  +  Qdq  +  Rdr  ) 

+  JV/Î+  p,dp^^  <2A+ V'',  J 

di=:p^dx^      Jp^  =  q,dx^       dq,—  r^dx^    etc.dv^^r'dx, 
dr'=M'dx  +  M'dy  +  Fdp+  Q'dq  +  R'dr  l 

+  Nfd^  +P;dp,+.Q;dq^+R;dr,  l  +  ^  ^^ 
dv'=fFUx 

etc. 
il  est  d'abord  évident  qu'on  aura ,  ainsi  que  dans  le  n*.  précéd. 
JfFdx= V^x  +J{dx^^d4J'x)  +f{LdxJ{JxJ'4'^^4'J^))  \ 

+ALdxXVdxj{dy^r'—dF'i^x)))  ] 


+  Ldv 
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on  parviendra  donc  'aux  mêmes  réductions  ;  et  tout  dépendra 
alors  du  développement  de  quantités  de  la  forme  dx!"-^  —  d^  J'x. 
Mais  par  le  n%  823  ,  on  aura 

jj.^^ij^^-  /      ^^^  «y  —P^"")  +  P^Jy—P^^)  +  Qd(^p  —qlx  )  +  etc. 

^^'  ^  -\  +N,dx  (n-P/^)  +  PA^—Ps^^)+  Q/{fc-f  A)  +  etc. 
et  en  faisant ,  pour  abréger  J'y  — pdx^=zm^  'jq^.^p'^t<x  =  «^  ; 
il  viendra 

t    '  '  dx        ^'dx     dx         'dx    dx      dx         \[ 

d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'en  exécutant  les  intégrations  par 
parties^  on  trouvera  deux  suites  des  termes  absolument  semblables  ; 
Pune  en  •»  $N  ^P  ^Q^^R^  etc. ,  que  nous  avons  déjà  rapportée 
plusieurs  fois ,  l'autre  en  «^ ,  A'^ ,  P^ ,  Q^ ,  R^^  etc.  c'est  pourquoi 
nous  ne  les  écrirons  point.  Quant  aux  autres  termes  de  la  valeur 
de  IfVdx^iXs  se  déduiront  du  développement  dont  on  vient  de 
parler^  par  les  procédés  employés  dans  les  articles  précédens^  et 
en  accentuant  les  lettres  d'une  manière  convenable. 

Nous  croyons  en  avoir  dit  assez ,  pour  mettre  le  lecteur  à 
portée  de  trouver  la  variation  d'une  formule  compliquée  d'autant 
de  signes  d'intégration  qu'on  voudra ,  et  contenant  un  nombre 
quelconque  de  variables  dépendantes  d'ui^e  seule;  nous  allons 
passer  à  une  question  plus  générale ,  qui  renferme  toutes  celles 
que  nous  avons  traitées  jusqu'à  présent. 

831.  Trouver  la  variation  d'une  fonction  qui  n'est  donnée  que 
p9r  une  équation  différentielle* 

Supposons  d'abprd  que  cette  équation  soit  du  premier  ordre  ;^ 
par  rapport   à  la  fonction  U ,    c'est- à-di^^e  ^    qu'elle    contienne 

U^dVjX^y^l^  dx^dy,  d^ ,  d*x etc.il  est  clair  qu'en 

la  différentiant  dé  nouveau ,  on  pourra  lui  donner  cette  forme  : 

4^1/+  TdU  +  Mdx  +  Nd^x  +  Pd^x+etc._  ^ 

+  M^dy+N^d^y+P^d'y+ etc.     V    ==  o  , 

■+M^di+N^d*i  +  P^d\  + etc.    ) 

d'où 
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d'où  on  tirera  l'équation 

+  ^,^y  +  ^.dJ^y  +  P^d" «Ty  +  etc.  i    =  O-,^ 

+M^^ll  +  N„d^l+P,^tPJ^l  +  etc.  ) 
que^  pour  abr^r,  nous  écrirons  de  la  manière  suivante: 

lu  représentant  la  partie  de  l'équation  précédente  indépendante  de  i^l/; 
et  il  faut  observer  que  7,  i^ , . . . .  Af , . . . .  iVf^^ , . . .  peuvent  con^ 
tenir  V^x  y  y^^^dx^dy  ^  etc.  Pour  tirer  de  la  dernière  équation 
la  valeur  de  J^  £/  ;  nous  la  multiplierons  parun  facteur  x  ^  parce 
qu'il  est  aisé,  de  voir  qu^elle  est  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre  ,  par  rapport  à  J^  £/ ,  et  que  Ton-  pourra  déterminer  a  de 
manière  à  l'intégrer,  ce  qui  débarassera  la  variation  1^27  du 
signe   d  dont  elle  est  affectée  :  on  aura  donc' 

hdi'U+  TkJ'U+  hS'u^o 
et  par  conséquent  f\dJ'U+/TKJ'U+/Kj'u=LO.  En  intégrant 
chaque  terme  par  partie ,  et  rassemblant   ceux  oîi  J'C/  demeure 
sous  le  signe  J  9  on  obtiendra 

en   égalant  à  zéro  l'ensemble  des  deux  derniers  termes   de   celte 
équation  y  on  aura  pour  déterminer  a  la  suivante  : 

Th  —  </a  =  o, 
et  il  restera  /Acrtt  +  AJ^i7==o;  cette  dernière  donnera  la  valeur 
de  J^  Z7 ,  lorsqu'on  connoîtra  celle  de  a.  Or ,  on  a ,  par  Tintégra- 
tionde  la  première,  A  =  e^^j  mettant  cette  valeur  dans  1  expres- 
sion <rt^= l^—JL^   on  aura  J^  1/==^  cf^fcT^  J^u:  on  n'a 

point  ajouté  de  constante ,  parce  qu'elle  est  censée  comprise  dans 
les  intégrations  à  effectuer.  Quant  à  l'expression  fe^^S'u ,  on  la 
développera  par  les  formules  des  n""  819  et  822,  en  faisant,  pour 
abrège;- ,  e-^^^  i  ,  et  en  substituant 

IM9    IN,...     IM%    JN^,...     IM,;,    IN^,9... 
aux  quantités  désignées  par 

dans  les  n"**.  cités. 

Calcul  intégral.  Q  ^  ^  ? 


>^ 
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83  z.  Soît  en  général  une  équation  différentielle  d'un  ordre  quel- 
conque ,  et  renfermant  autant  de  variables  qu'on  voudra  ;  en  la 
différentiant  par  rapporta  la  caractéristique  <f,  on  pourra  lui  donner 

la  forme  suivante  : 

.0  =  7/^7+  TidV+  T' Id^  V  +  T"  i'd^  U  -^^  tic.  +  S'a 
i^u  étant  toujours  la  partie  de  la  variation  indépendante  de  S'U. 
Par  la  transposition  permise  du  J^,  cette  équation  deviendra  diffé- 
rentielle du  premier  degré  ,  par. rapport  à  J^t^;  en  la  multipliailt 
par  ^ ,  et  en  affectant  tous  ses  termes  du  signe  /,  on  aura 
o  =fKTi'U+jKTdlU+fKTd^  cT  U^fK T'd^i^  Z7+etc.+/A//^ 
intégrant  ensuite  par  parties,  on  trouvera 

+dH>^T'y>W  ^d(KT'y>dlU  —  etc.  W*cM^+etc.+/KJ^ 
I — etc.       \        +  etc.     j  J 

j^JlKT''^{KT)Jrd\^T')—iP{KT^)^  etc.  ]  ^V 

et  égalant  à  zéro  la  fonction  qui  multiplie  <^  U  sous  le  signe  /, 
on  obtiendra  l'équation 

;,T—XAr) + ^«(xr^—^C^ro + etc. = o , 

•  qui  sera  du  premier  degré  par  rapport  à  a.  Le  nombre  des  cons- 
tantes arbitraires  de  son  intégrale  sera  égal  à  celui  des  termes  qu'elle 
renferme  diminué  d'une  unité ,  et  par  conséquent  le  même  que  celui 
des  variations  i^U ,  dS'U ,  d^i^U ,  etc.  dans  la  partie  délivrée  du 
signe/;  on  pourra  donc  profiter  de  ces  constantes  pour  faire  évanouir 
les  multiplicateurs  de  di^U^d^'lV ^  dans  cette  partie,  lorsqu'on 
assignera  aux  variables  x^y^  etc.  des  valeurs  déterminées  :  mais  on 

aura  en  général 

\KT--d{yT"  )+  d^{KT')-^ft\c?^W  l     ^ 

+  \KT'—diKT') + etc.]i<r£/+  [xT'^'— etc.]^  J^Z7+  etc.  +/x^  1 

833.  Nous  avons  supposé  les  variables  x^  y^  etc.  et  la  fonc- 
tion U  ^  liées  entr'elles  par  une  seule  équation;  mais  s'U'existoit 
entre  x ^  y  ^  [^  etc.  une  relation  telle  qu'on  eût 

^^:c  +  r^j^  +  Z^t  +  etc.  =  o, 

on  en  tircroit 

xs^x^  rj^j<  +  z<rî+etc.  =  oj 
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on  auroit  donc ,  par  ce  moyen ,  l'expression  de  Tune  des  variations  en 
fonction  des  autres  ;  on  la  substitueroit  dans  celle  àt  ^•U  y  trouvée 
comme  dans  les  articles  précédens ,  et  par-là ,  le  nombre  des  varia- 
tions seroit  diminué  d'une  unité  dans  le  résultat. 

On  peut  étendre  ce  raisonnement  au  cas  oii  il  existeroit  plus 
d'une  relation  entre  les  variables. 

834.  Si  l'équation  différentielle  proposée  étoît  mise  sous  iine 
forme  telle  qu'elle  ne  contint  plus  que 

Jy  \dxJ       , 

di  \dxJ        , 


d(iE.\ 

„    dV  \dxJ       , 

en  la  représentant  par  ^=0,  tétant  fonction  de 

9f     /•••• 


^  f     ^  •  •  .•  • 


il  faudroit  chercher  le  développement  de  l'équation  J'P^^zq  ;  mais  à 

cause  de  </f==o,  on  pourra  former  l'équation  dxl^f^ dVlx=io 

dont  le  premier  membre  offre  une  fonction  semUable  à  toutes  celles 
que  nous  avons  traitées  jusqu'ici.  Faisant 

dV^Mdx  +  Pdy+P'dp  +  P"dp'+  . . . 


+  TdU+  T'dt  +  r'dt'+  . . ., 
d'oii        J'FsrJliJ'x  +  Pi'y  +  P'J^p  +  P"J^i/+  . .  . 


*  Qqqq  » 
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et  posant  J'y — pS'x  =  €t 

ly  —  qi'x'=^tt! 

on  aura  »  par  le  n*.  813  , 

■  dx  dx    \dx/  -^ 

•  d(ê  I      /'d(é\  i 

Si  on  multiplie  cette  équation  par  un  facteur  a  ^  et  qu'on  la  traite 
comme  son  analogue  du  n^.  831 ,  c'est-à-dire  ^  qu'on  intègre  chacun 
de  ses  termes  par  parties  y  de  manière  à  ce  qu'il  ne  reste  plus  sous 
le  signe  /  aucune  différentielle  des  quantités  «« ,  a»V  •  •  •  ^  9  OA  par* 
viendra  aux  résultats  suivans  :  k  sera  donné  par  Téquation 

hT —j — -+—d-^ — i-— etc,  =  o; 

doç  dx         doç 

et  pour  déterminer  n^  on  aura 

|;.iv-i^^(xr')+^^(^r')-.ctc.]a 

dx  ' 

en  représentant,  pour  abréger^  par  i'xdvrr^i'vix  la  partie  indé- 
pendante  de  /JT»  |Le$  conclusions  sont  d'ailleurs  les  mêmes  ici  que 
dans  le  n**.  831^ 

835.  Jusqu'à  présent,  les  formules  que  nous  avons  considérées 
ne  renfermoient  qu'une  variable  indépendante  :  toutes  les  autres 
étoient  supposées  des  fonctions  de  celle-là ,  et  se  trouvoient  sou- 
mises à  la  même  intégration  ;  mais  il  peut  exister  des  fonctions 
qui  dépendent  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables; 
et  la  théorie  analytique  des  surfaces  courbes  en  of&e  des 
{exemples.  On  a  alors  trois  variables  »  dont  une  est  fonction  des 
^eu^:^ autres ,  qui  sont  co;isidéréef  comme  indépendantes;  et  si 
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i*on  désigne  la  première  par  ;[ ,  et  las  dernières  par  x  tt  y  ^  il 
faudra   pour   obtenir  la  variation  que   la  fonction  [  reçoit  par 
un  changement   arrivé  dans  la   relation  qu'elle  a  avec  x  ^t  y  ^ 
difFéreniier  en  regardant  x^  y  et  5,,  comme  absolument  indépen- 
dans  ,    et    par  conséquent  ^    opérer   comme  sUl   s'agissoit    d'une 
fonction  de  trois  variables.    Ceci  n'est ,  comme  on  voit ,  qu'une   * 
extension  de  ce  qui  a  été  dit  n"*.  815  ^  et  qu'on  peut  pousser  jusqu'à   . 
tel  nombre  de  variables  qu'on  voudra  ;  c'est  pourquoi  nous  nous 
bornerons  au  cas  où  la  fonction  proposée  renferme  seulement  debz 
variables  indépendantes. 
Nous  ferons  dans  des  calculs  qui  vont  suivre  : 

^d[=pdx  +Pjdy 

dp=qdx  +  q,dy,       dp^^=^q^dx  +  q^^dy 
dq  =  rdx  -^-r^dy         dq,^  r^dx  +  r^dy  ,        dq,^=rjx  +  r^^^dy 

etc. 

Cela  posé,    cherchons  d'abord  la  variation  des  coefficiens  diffé- 
rentiels/^  tt  p^.  Puisque  p^=z^  ^  /?=—?, 

dx  '        dy 

il  viendra         *f=t{^),         ^P^^Ty)- 

différentiant  ces  fractions  à  la  manière  ordinaire  ^  et  changeant  un  d 
en  «Ty  on  aura 

^  dxi^d^—diMx                 ^  ^  _  dy^di^d^i^dy 
.     ^  dx-  '  ^^'  -^^ 9 

transposant  ensuite  le  /  après  le  ^ ,  il  viendra 

^  dx"  *  ^'  1^"  ' 

dlr ^dlx 

^       dx  di'r — pdi'x 

OU         J>= =  — i— î: 

dx  dx 

'  ày  dy  ' 

Dans  chacune  de  ces  formules ,  il  y  a  une  des  variables  qui  est 


^7^  C  H.    V.    Méthode 

regardée  comme  constante",  savoir  :  y  dans  la  première,  et  x  dans 
la  seconde. 

Passons  maintenant  aux  coeffieîcns   du   second  ordre,   qui  sont 

dp  dp       dp  '  dp 

^        dx'        ^'       dy       dx'       ^''       dy^ 

il  est  facile  de  v^oir  que  de  même  qu'on  a 

^         \dxJ  dx        * 

on  doit  avoir 

^'^=^\Tx)-r Tx 

^'  \dy)         \dx)     ,  <(y  «/« 


'»=  ^G% 


Si  Ton  veut  chasser  les  difFérentîelles  di-p^  ^^/'y»  il  n'y  qu'à 
difFérentier  successivement  par  rapport  â  :r  et  à  y,  les  valeurs  de  i'p^  if  y 
trouvées  précédemment,  et  on  aura 

.   dlp  ûV^  qdix         pd^i'x 


dx  dx""  dx  dx^  ' 

dp 

à  cause  de  y  =  — .  On  tirera  de  là 

dx 

d^ii         ^qdix        pJ^ix 

et  on  parviendra  de  la  même  manière  à 

<fVç  y/J^r    ■     q,dS^y       pd*Ix 


H^ 


dxdy  dx  dy  dxdy 


dp 

si    on    emploie^  pour    f  9    sa    valeur      -j-  ;    mais  si  l'on  fait 

usage  de  l'autre   valeur,  qui  est   -~-,  on  trouvera 

dx 

d-i-i        q,d^X        qdiy        p£^, 
,  dxdy  dx  dy  dxdy 
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a  js       ^^î^    ^^o^^y     pA"^ 

enfin  on  aura        <^?/,=  —n r"^ -r-r^. 

^^'     >  dy'  dy  dy- 

L'examen  des  deux  'fraleurs  de  <r^^,  nous  conduit  à  cette  remarque 

importante  :   que   les   termes     .         et    -1-^  ^   ^^  doivent  point 

entrer  dans  le  calcul  ^  sans  quoi  ces  valeurs  différeroient  l'une  d^ 
Tautre.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  qu'ils  impliquent  contradiction  ; 

« 

car  Jt  et  j  étant  supposés   indépendans  l'un  dé  l'autre  ^  il  s'en  suit 

que  <r  :i-  ne  doit  point  varier ,  en  conséquence  des  changemens  de  j^  ^ 

ni  Jy ,  en  conséquence  de  ceux  de  x  :  on  doit  donc  avoir 

di'x  diy  .  ,  d^S^x  d^S-y 

-—  ==  o  et  —■  :i=  o  ce  qui  donne  - — r-  =  o  et  -—y  =  o,  etalors 

dy  dy  dxdy  -  dxdy 

les  deux  valeurs  de  l^q^  deviennent  identiques. 

On  peut ,  en  suivant  les  conséquences  des  raisonnemens  précédens , 
arriver  à  l'expression  de  la  variation  d'un  coefficient  différentiel 
quelconque  ;  et  on  obtiendra  la  variation  d'une  fonction  de  ivjj',  ç, 
p^Pf,q  ^  etc.  dx  ydy^  en  prenant  la  différentielle  de  cette  fonction  , 
en  changeant  un  d  en  cT,  et  en  mettai;it ,  au  lieu  de  i^p.^  S'p^ ,  J'q  ^  etc. 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus. 

836.  Dans  beaucoup  de  cas ,  on  pourra  supposer  que  l'une  des  quan* 
ti^ésx^y  j,[^  varie  seule^  ce  qui  simplifiera  considérablement  les 
résultats  ;  et  il  est  aisé  de  voir  que  cela  est  permis ,  puisque  l'on  conr 
sidère  les  fonctions  proposées  comme  renfermant  trois  variables  indé- 
pendantes ,  et  que  par  conséquent ,  on  est  libre  d'en  faire  varier 
seulement  une  ou  deux.  Il  est  plus  commode  de  faire  varier  celle 
qu'on  regarde  comme  fonction  des  deux  autres;  les  résultats  ont  alors 
une  forme  plus  symmétrique. 

Supposons  qu'on  ait  choisi  {  ;  on  aura 

d^^l  d^l^  ^J^, 

^       dx'   *  ^'       dxdy*         *"       dy^    ' 

.et  en  général 

\dlFdy  )  "^  T^Fdy' 
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Si  Ton  a  une  fonction  ^.«telle  que  sa  di£Férentielle  soit 

dF=sLdx  +  Mdy  +  Ndi  +  P dp  +  Qdq  +  R  dr  +  etc. 

.+  PM+  Q-A,-^  R,  '^r^+  etc. 

+  ^Az+^z/'^^+etc. 

+  ^/Ay/+'etc. 

+  etc. 
on  en  tirera 

J'F  =  NJ'i  +  PJ'p+  Qi^q  +R  /r  +etc. 

.+  PM+  Q/Ç,+  R,  ^r,  +  etc.^ 

.+  (l/i„+  K  ^''a  +  etc. 
.+  ^A/+etc.    . 

+  etc 

et  en  mettant ,  au  lieu  deJ'p,  J'q ,  etc.  ^p^  i^q,i  etc.  leurs  valeurs  ; 
après  avoir  fait  «T  ^  =  « ,  un  trouvera 

d<*        ^   d*»         „     d'à 
dx  dx^  dxr 


iF=s:Nu  +  P—+  Q.-7:t  +  ^  -rT-+etc. 


+  <2.,-^  +  iî.5^+etc. 

+  etc. 

837,  Soit  y  une  fonction  àe  x^y^i^p^p^^q^  etc.  et  proposons 
nous  de  trouver  la  variation  de  ffVdxdy ,  formule  qui  se  rapporte 
à  celles  dont  nous  nous  sommes  occupés  n"".  520.  Des  deux  signes 
d'intégration  dont  cette  fonction  est  affectée,  lun  est  relatif  à  x 
et  l'autre  à  y ,  en  sorte  qu'on  pourroit  l'écrire  ûnsi  :  fdyfFdx  ; 
dans  la  première  intégration  à  exécuter ,  y  doit  être  regardé 
comme  une  constante ,  et  dans  la  seconde ,  c'çst  ^  qu'il  faut  traita 
comme  telle. 

Représentons 
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Représentons  dF  et  i^F  comme  ci-dessus,  et  nous  aurons 

dùè  _    d^(A  „      ^ta       ,      . 

+  i>  — '  4-  O h  R. h  etc. 

lJfVdxdy^ffdxdy^V=.ffdxdy\  .Q  —  ^R  -—  4-  etc 

„      d?u 

+  etc. 

|1  reste  maintenant  à  intégrer  cette  formule  autant  qull  sera  posr 
sible ,  afin  de  délivrer  m  de  tous  les  signes  d  dont  il  est  affecté. 

Pour  cela ,  il  faut  se  rappeler  que  si  Ton  zfT—-dx^  on  trouvera  ; 

dx 

en  intégrant  par  parties  et  en  regardant  :c  comme  seule  variable, 

dT 

Tv  — fvdx  —  ;  et  par  conséquent , 
dx 

dv  dT  ^  • 

fjT  —  dxdy^JTvdy^ffvdxdy—i 

on  obtiendra  de  la  même  manière 

SfT-^dxdy^fTvdx—ffvdxdy^^. 
<^y  dy 

En  appliquant  ces  formulçs  aiix  termes  contenus  dans  1^  fonction 
proposée ,  pn  aura  t 

ffPdxdy^^=fP^dy^ff^dxdy^, 

dt»  dP 

ffP,dxdy—=fP^mdx-^fJudxdy       ' 


dy      '     '  •'■'  -"   dy* 

.      ...    ^     de»   dQ  _     dQd^j         ,       dQ  d'Q 

^ais  f/dxdy  _  ^  =//-^  _  ~d.:=.f.dy-^^ff.dydx-^  . 
'  Calcul  intégraL  R  r  r  r 
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et  par  conséquent 
Ensuite 

donc  enfin 

de  même 
ffdA-dy  _=/<2>  -  -/«i^  -|^  +//-  dxdy  -^. 

En  continuant  ces  opérations ,  on  trouvera 

ffRé.  iy  —  =/«  ^y  -  -;f4.dy  -^^i, 
maïs 

^^ ,     ,      d»,    d^R      ^    ,    d*R       ^r    .   .  'PR 
et  ffdxdy^—-—  =/« i/j.  -— . — //« rf^^y  -j , 


<te      </*•  dAf'  </«■ 


d'ob  il  suit  que 


r/Ri^y-^  ^SRiy^,  -fiy—  -^+M'^  -^-^^  5^  ••     . 

pu,s  ffR^dxdy.^-^^rR,dx--^ffdxdy-—--, 

d^tà     dR  du      dR  dtâ      d^R 

ffdxdy-^-^  -^  ^fdy  — -  -L^ffdxdy 


dx^      dy  dx      dy  dx  '  dydx 
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et  ffd X  dy  — —  -— ^  =/«  dy  Ç^  — /r«  a  *  «/^  -T-rr; 

donc,  f;R,dxdy-^-^ 

J^u  dm        ^  ddè     dR, 

^^      </•     dR,         dR,       .   j    d*R 
et      fdx—- -^■=»— fudx——: 

dx      dx  dx  dx* 

donc  enfin  , 

-,„  .    .      <^<»  ^àm  dR,      ^  ,  d^R,        . ,      du    dR,      ^   ,   <f*iî 


dx^dy  dx  dk  dx*  "^    dx     dy  ''  dydx 

iPR 

I^e  iexm^  ffR^^dxdy—T^  se  déduit  du  précédent,  en  y  chaiïT 
géant  iî^  en  /î^ ,  et  x  en  ^  :"  on  a  donc 

^■^'^"'T^- =*"^ — ^+>*  V  -^'"'  -^T  ^+>^s; 

il  en  sera  de  même  du  terme  ff^ui^xdy—j- ^   qu'on  tîrerà  du 

développement  de  ffR  dxdy  — j ,  et  pour  lequel  on  dura 

dx 


ffRJ^dy.^=^,,^-^^fdx-^-^^f^-^^jr^^ 

On  peut  pousser:  ces  int^ratlons  partielles  aussi  loin  qu*on  voudra ,  et 

eh  ordonnant ,  par  rapport  à  #  ^  les  résultats  qu'on  obtiendra ,  on 

trouvera  le  dérèloppement  qui  suit  : 

Rrrr  & 
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t         .dx        dx^  dx^ 

dP,     d^(l,         à^R, 
^4 — ^=^ ^...•..  etc.! 

dy      dxdy         dx^dy 

i^Q"         d^R    V 
+  -77-  —  ",-— etc. 

^y  dxdy^ 


'PK 


dy 


•  •  •  ^*  •  etc* 


r   j    i  ry       dO'     d^R  \  ^       Ç             dO       d^R 

dy       dxdy  i  dx      dxdy 

d*R„  I  d^R 

dy*  )  •  ^  dx* 


</^.  f  <//J„ 


dy    ^  J  dx 

d*m  €  _  -J        _      </«« 


+/^^_^^«_«c .....}+/^.^{/î,_«c 


etc. 


+ 


{<2--^  +  etc U;        è^— } 


du 
dy 


Y"-^'' \ 


+ 

etc. 

Cette  expression  ofFre  trois  sortes  de  termes  ;  les  premiers  affec- 
tés de  deux  signes  dlntégration  ^  les  seconds  soumis  à  un  seul , 
relatif  à  l'une  des  variables  x  om  y^  et  enfin  des  termes  tout  à  fait 
i^^rés.  D'après  ce  qu'on  a  dit ,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  égalant 
à  zéro  les  deux  premières  classes  de  termes ,  on  aura  les  équations  de 
-  condition  qui  doivent  être  satisfaites  ^  pour  qu'une  fonction  quel- 
conque à  trois  variables  9  renfermant  des  différences  partielles ,  soit 
intégrable  ;  et  la  partie  délivrée  de  tous  les  signes  d'intégration  ^  sera  la 
variation  de  l'intégrale  proposée. 
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8^8.  Toutes  les  applications  qu'on  a  faites  jusqu'à  présent  Su 

calcul  des  variations ,  ont  eu  pour  objet  des  formules  intégrales  indi'^ 

terminées:  j'appelle  ainsi  les  formules  générales ,  telles  que/y</A:,  dans 

laquelle  on  n'assigne  aucune  forme  particulière  à  la  fonction  y. 

On  s'est  proposé  de  trouver  la  relation  qui  devoit  exister  entre  y 

et  X  y  pour  que  ces  formules  prises  entre  des  limites  déterminées 

^devinssent  des  maxîma  ou  des   minima  ;  mais  avant  de  passer  à 

ces  applications  ^  il  est  à  propos  de  rappeler  ici  ce  qui  a  été  dit  dans  le 

n*.  476  ,  sur  la  nature  des  intégrales  et  sur  hur  division  en  inté^ 

graks  indifinits  et  en  intégrales  définies.  Il  ne  peut  être  ici  question 

que  des  dernières^  qui  sont  les  seules  susceptibles  d'une  valeur  fixe ,  et 

par  conséquent  y  lorsque  nous  considérons  la  variation  d'une  formule 

intégrale^  cette  variation  sera  nécessairement  assujettie  aux  limites  as* 

signées  à  cette  intégrale  ,  limites  qui  sont  ou  fixes  ou  variables  ^ 

suivant  la  nature  de  la  question  proposée. 

Pour  édaircir  ceci,  nous  observerons  que  la  formule /^</:3ir  peut 
toujours  représenter  la  longueur  de  l'arc  d'une  courbe ,  ou  la  sur- 
face de  cette  courbe;  alors  si  l'on  demande  la  valeur'de  cette  inté«. 
grale  depuis  un  point  fixe  y  pris  dans  le  plan  de  la  courbe  proposée» 
jusqu'à  un  autre  qui  soit  également  fixe ,  et  que  l'on  fasse  varier  y 
et  X  y  indépendamment  l'un  de  l'autre  y  on  change  momentanément 
la  relation  qui  existoit  entre  ces  quantités,  et  par  conséquent,  la 
nature  de  la  courbe  à  laquelle  elles  appartiennent  ;  mais  puisque 
les  points  extrêmes  sont  fixes ,  il  n'existe  aucune  variation  pour 
eux,  et  toutes  les  courbes  consécutives  que  l^on  pourroit  envi* 
sager ,  doivent  passer  par  ces  points  (*).  S'il  s'agissoit  au  contraire 
d'une  formule  intégrale  relative  à  la  courbe  AB  ,  fig.  38  ,  comprise  pjQ  .g^ 
entre  deux  autres  courbes  données  JJ'  et   BB'  y  il  est  évident 


F  (*)  Les  variations  de  x  tt  de  y  étant  réjgardées  comme  indépendantes  les  unes 
des  autres ,  îl  s'ensuit  nécessairement  que  celles  d'un  point  n'ont  aucune  influence  sur 
celles  du  suivant  ;  et  que  par  conséquent  les  courbes  consécutives  dont  nous  parlons 
ici  ne  sont  assujetties  à  aucunes  lois  et  peuvent  être  discontinues.  Cette  remarque 
sert  pour  montrer  comment  les  méthodes  employées  par  le$  Bernoulli  et  par  Euler , 
t^our  résoudre  le  problème  des  isopérimètres  auquel  s'applique  la  méthode  des 
variations ,  se  rapprochent  de  cette  méthode. 
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qu'ea  faisant  varier  l'intégrale  qui  exprime  cette  longueur^  ses  U- 
mites  varient  aussi;  car  en  passant  ait  AB  \  A'B' ,  les  extré«- 
fOLiiés  A  et  B  se  meuvent ,  et  les  abscisses  qui  répondent  au 
commencement  et  à  la  fin  de  Tintégrale  y  après  qu'elle  a  varié ,  ne 
sont  pas  celles  qui  convenoient  à  son  état  primitif. 

Les  développemens  que  nous  avons  donnés  des  variations  que  reçoi- 
vent les  formules  dans  lesquelles  il  entre  des  intégrales  indéterminées  , 
offrent  des  moyens  d'exprimer  ces  circonstances  suivant  la  nature  des 
questions  qu'on  pe«t  avoir  à  traiter.  En  effet  ^  ces  développemens 
renferment  deux  sortes  de  termes ,  les  uns  sont  affectés  du  signe/; 
et  les  autres  en  sont  délivrés  ;  de  là  résulte  une  distinction  impor- 
tante à  faire  entre  les  premiers  et  les  seconds:  ceux-ci  se  rap- 
portent entièrement  à  des  points  déterminés  de  l'intégrale  proposée  ; 
et  les  autres  représentent  la  somme  de  toutes  les  variations  particur 
lières  qui  affectent  séparément  chacun  des  élémens  de  l'intégrale , 
compris  entre  ces  points* 

Pour  bien  entendre  ceci  ^  il  faut  se  rappeler  qu'une  intégrale  peut 
être  envisagée  (  n"*.  470  ) ,  comme  la  limite  dès  sommes  d'un  nombre 
indéfini  d'élémens,  et  par  conséquent  »  si  chacun  d'eux  varie,  le 
résultat  sera  égal  à  h  somme  de  ces  variations  partielles.  Or  des 
deux  parties  que  contient  le  développement  des  variations  »  ce  ne 
peut  être  que  celle  qui  est  restée  sou^  le  signe  f^  qui  représente  cette 
somme  des  variations  particulières  à  chaque  point;  car  on' ne  sauroit 
l'obtenir  qu'après  avoir  établi  entre  les  variables  une  relation  qui 
permette  d'intégrer ,  tandis  que  la  partîe  délivrée  du  signe  J  est 
indépendante  de  toute  relation  de  cette  espèce ,  et  ne  peut  par  con^ 
séquent  avoir  rapport  qu'à  des  points  isolés, 

839.  Cela  posé,  toutes  les  expressions  que  nous  avons  trouvées 
dans  les  articles  précédens  pouvant  être  mises  sous  cette  forme: 
i^^sss^  +/^,  si  on  suppose  que  x  =  tf,y  =  ^,  etc.  soient  les 
valeurs  qui  répondent  à  l'origine  de  l'intégrale ,  c'est-  à-dire.,  au  point 
oh  elle  est  nulle ,  x:=:a\  y=^b\  etc.  celles  qui  répondent  à  la  fin , 
c'est*à-dire ,  au  point  où  elle  est  complète  ;  qu'on  renferme  entre 
dés  parenthèses  (  )  les  quantités  relatives  au  premier  point  et  entre 
des  crochets  [  ]  celles  qui  se  rapportent  au  dernier  ^  on  aura  poiyr 
l'un   (/,);=(4),  pour  l'autre   [J^*]«[4]  +  [/▼],  ^t  U 


^  ■*■ 
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varUition  prisç  dans  toute  rétendue  dé  l'intégrale  sera  exptîmée  par 

Il  est  évident  que  les  termes  (4)  et  [4]  ,  qui  ne  contiennent 
que  les  quantités  a! y  b\  etc.  et  leurs  variations ,  s'anéantiront  d'eux* 
mêmes  lorsque  ces  quantités  seront  invariables  ^  ou  ^  ce  qui  revient 
au  même  9  lorsque  l'intégrale  sera  prise  entre  des  limites  cons* 
tantes.  On  a  vu ,  dans  le  n**.  S 1 9 ,  que 

J!/Z7===(AL^iP+^»Q4.etcOJ'*+('ï— ^Z'+^î— 8tc.)^ 

+  (^— ^Q + etcO^J"^         +  {p—àq  +  etc.)^«^K  +  etc. 
Jrf{M^dN^  d^P  —  d^Q+  ttc.yx  JrJlfn—dn + d^p-^cPq + etc.)  fy  î 

il  s'ensuivra  9  en  ayant  égard  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  si  ^fU,  ' 
doit  être  pris  dans  les  limites  indiquées  plus  haut  ^  on  aura 

urm    (i^fTA-i    [^-^^+^<2-^tc.]J^a'+[/i-4^+^^-etc.]f^ 

iéJUi-^l^6JU)-<^_^^  I^^iP^J^Q^^^^^  ^^a  —{n'—Jp  +  d^q^9ÏC.yt 

(  +  [  P— ^Q + etc.J^J'tf' + [p—dq + etc.]^y + etc. 

"*"(—(  P^dQ+etc.)dJ'a—{p'^dq+.etc.)dJ'6—etC. 

^^Lf{M'^dN+d'P^d'Q+etc.^J^x+f^m-^dn+d'P'r-d^4  +  eXQ.Yfyl. 

Toute  la  première  partie  de  cette  expression  se  réduira  à  zéro , 
si  tftf  ,  J^a',  etc.  /3,  Si\  ec.  sont  nuls  ;  dans  le  cas  contraire,  s'il 
existe  des  conditions  entre  ces  variations,  il  faudra  y  avoir  égard, 
en  introduisant  dans  l'équation  précédente  les  relations  données ^ar 
la  nature  de  la  question. 

840.  U  est  important  de  remarquer  que  cette  expression  suppose 
que  l'origine  des  variables  JKr^jr^  etc.  soit  fixe,  et  que  les  quantités 
a,  t ,  etc.  a\  h\  etc.  n'entrent  point  dans  la  fonction  V\  car  si  le 
contraire  avoit  lieu ,  la  variation  ne  seroit  point  complète,  puisqu'en 
la  calculant ,  on  n'auroit  pas  eu  égard  à  tous  les  termes  qui  doivent 
en  faire  partie. 

Occupons-nous  d'abord  du  cas  oii  la  quantité  £^  renfermeroit 
41 ,  i ,  etc.  tf',  y^  etc.  il  est  évident  qu'il  faudroit  ajouter  à  Texpression 
de  «rZ7du  n**.  819  les  termes  suivans  ;  * 

Aia  +  B  ^b  +  etc.  -K  A' l<i  +  È' Ih'  -ir  etc. 
+ AfLi'  a  +  iï//  b  +  etc.  -^-A',  di-a' +B'^dJ'b'+  etc. 
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•et  les  vaiîaiions  J'a,  Ib ,  etc.  J'a',  i'b'^  etc. étant  indépendantes  des 
variables  x^y^  etc.  passeront  hors  du  signe  /,  tandis  que  A ,  A\  etc. 
Aj ,  A\ ,  etc.  qui  renferment  ces  variables  et  leurs  diffëremielles , 
y  resteront  soumises  ;  il  faudra  donc  introduire  dans  la  première 
partie  de  la  variation  les  termes 

«r a/A  +    i'bfB-\-  etc.        /  a'fA'  +    <r b'fB'  +  etc. 
+  dJ'afA,+  dJ'bfB^+  etc.  +  di'a'fJ'.,-^-  di'bJB',-\-  etc. 

en  ayant  soin  de  prendre  les  intégrales  entre  les  mêmes  limites  que  la 
proposée. 

841.  Passons  maintenant  au  cas  oii  Torigine  des  coordonnées  est 

supposée  variable  ;  concevons  qu'on  ait  fait  x-=^x' — a,y=zy — h ,  etc. 

.et  que  l'origine  des  nouvelles  coordonnées  x'^  y\  etc.  soit  fixe  y  mais 

que  les  quantités  a^by  etc.  soient  var^bles  ;  il  est  évident  qu'on  aura 

S^X=:J'x' — J^tf  ,  lyz=LS'y' — i^b  ^  etc. 

quant  aux  différentielles  dx  ^  etc.  ^j.  etc.  elles  n'éprouvent  aucune 
variation  par  rapport  à  tf  ou  à  £ ,  puisqu'elles  ne  dépendent  pas  de  ces 
quantités.  Cela  posé ,  substituant  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver 
dans  J'i/^  n^  819  )  ,  on  aura 

M{^^x'-^^a)  +  Ni^dx'^  etc.  . 
'+  rn  (  S^y'—'lb  )  +  n  J^dy^  etc. 

d'oh  il  suit  qu'il  faudra  joindre  à  la  variation ,  trouvée  dans  le  n*.  cité , 
les  deux  termes  —  J'a/My  —  S'bfm.  Si  maintenant  on  fait  ^ ,  ^,.etc. 
égaux  à  zéro  y  sans  néanmoins  annuUer  «Ta,  ^^,  etc.  alors,  :ir^  se 
changera  tnx  ^  etc.  et  les  fonctions  M^m^  seront  les  mêmes  que  celles 
du  n*.  cité.  Il  est  aisé  de  voir  pourquoi  on  n'a  point  annuité  les 
variations  i^a^  i'b  ^  etc.  car  on  peut  concevoir  S-a^i^b  ^  etc.  comme 
le  premier  degré  de  grandeur  de  a  ^b ,  etc.  on  se  convaincra  d'ailleurs 
aisément  que  si  l'origine  des  abscisses  et  celle  des  ordonnées  ont  un 
mouvement ,  on  peut  le  transporter  aux  abscisses^  et  aux  ordonnées 
elles-mêmes ,  pourvu  que  ce  soit  avec  un  signe  contraire ,  et  écrire 
par  conséquent  J'x  —  Sa  et  J'y-^J'b  y  au  lieu  de  S'x  et  de  J'y, 
Les  intégrales  /M  et  /m  doivent  être  prises  dans  les  mêmes  limites 
que  la  proposée. 

çt 
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%A^.  Ce  sont  des  questions  de  maxima  et  de  minîma ,  qui  ont  ^  Application  du 

j         '        •  ^  1     1   j  •     •  •  r  *  1      Calcul  des  Vara- 

donne  naissance  au  Calcul  des  variations  y  et  qui  en  forment  les  tionsàlarecherche 
principales  applications  :  on  ne  s*est  guères  occupé  que  des  formules  àt%  maxima  tx  d« 
intégrales  indéterminées;  mais  nous  chercherons  d*abord  le  maximum  "^ 

d'une  fonction  différentielle. 

Nous  prendrons  pour  exemple  le  problême  suivant:  trouver  la 
courbe  dans  laquelle  la  tangente  ^  menée  par  U  point  dont  t abscisse  estx  ^  . 
prolongée  de  part  et  £  autre  du  point  de  contact ,  jusquà  la  rencontre  des 
ordonnées  correspondantes  aux  abscisses  m  et  n  ,  détermine  sur  ces  or^ 
données  des  parties  dont  le  produit  soit  un  maximum  ou  un  minimum* 

L'équation  de  la  tangente  étant  en  général 

en  désignant  par  X  tXY  les  coordonnées  de  la  droite  et  par  x  ^  y 
celle  delà  courbe  (  n%  138  )>  les  valeurs  de  T  qu'on  obtiendra 
en  faisantsuccesstvement  X^=^m  et  Xz=in,  donneront  la  longueur 
de  l'ordonnée ,  prise  depuis  l'axe  des  a:  ^  jusqu^à  la  tangente ,  et  on 
trouvera  potu:  ces  longueurs 

dy  ^  dy 

c'est  le  produit  de  ces  fonctions  qui  doit  être  un  maximum  ou  un 

y»  •  •  dy 

minimum.  On  ne  fera  varier  dans  ce  produit  que  le  coefficient  -j-  ; 

dx 

en  le  représentant  par  p  ^  on  aura  la  fonction 

dont  la  variadon  sera   • 

iy'^p{m^x)'\{n^x)fp+lyJt^p{n^x)'\{m^x)S^p; 

et  il  est  évident  qu'il  faudra  égaler  cette  variation  à  zéro  pour  ob- 
tenir l'équation  du  maximum  ou  du  minimum  ;  car  en  considérant  la 
fonction  proposée  romme  dépendante  de  p,  on  appliquera  au  cas 
actuel  les  raisonnemens  du  n"".  149  :  en  divisant  donc  par  Jp/û  viendra 

[j'+ZP^/B— *)](«— jf)  +  [^+/>(«--»)](/B--ar):?=0, 
Calcul  intégral,  Ssss 
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d'où  on  tirera 

dy        (ix-^^m'^^n)dx  dx 


dx  ^ 


y        %{m — ■*•)(«  —  x)         2(0:  —  m)        2(x — ny 
et  par  conséquent  y*=  ^(^ — ^)i^  —  ^Y 

Il  est  visible  que  cette  équation  appartient  à  l'ellipse  ou  à  Thyper- 
bole^  selon  que  C  est  négatif  ou  positif;  on  trouvera  facilement  que 
le  premier  axe  est  égal  à  /»— /« ,  et  le  second  à  (  m-^n)  |/c. 

Pour  s'assurer  s'il  y  a  maximum  ou  minimum ,  il  faut  avoir  égard 
aux  termes  ultérieurs  du  développement  de  la  variation ,  dévelop- 
pement qui  est  semblable  à  celui  de  la  différence  ^  et  dont  le  second 
terme  se  déduira  par  conséquent  de  la  différentielle  seconde  de  la 
fonction  proposée ,  prise  par  rapport  à/^  seul;, on  aura  de  cette 
manière  {m  —  x){^n'^  x)  J'p^^ 

d'où  il  suit  qu'il  y  a  maximum  pour  toutes  les  Valeurs  de  x ,  qui 
rendent  les  deux  quantités  m-^x  et  n — x  ^  de  signes  différens ,  et  par 
conséquent  la  fonction  ci-dessus  négative:  les»  autres  valeurs  de  x 
répondront  au  minimum^ 

Ceci  nous  fait  voir  que  dans  l'ellipse  ^  ou  dans  l'hyperbole  la  tan- 
gente d'un  point  quelconque  coupe  sur  les  perpendiculaires  élevées  aux 
p,^        extrémités  du  premier  axe,  des  parties  -rf5  et  B  Tyfig.  3  9,  dont  le  produit 
'  est  un  maximum  ou  un  minimum  ,  par  rapport  à  tous  ceux  qui  résul- 
teroient  des  parties  déterminées  par  des  lignes  menées  par  le  point  M  , 
dans  une  direction  autre  que  celle  de  la  tangente  TS. 

tf  Lorsque  dans  ly-^-p  (^  —  ^  ) ]  [y+P  ( n—x)  ]  ,  on  met  pour  p 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  différentielle  obtenue  plus  haut ,  et  qu'oa 
y  substitue  ensuite  celle  de  y  que  donne  l'intégrale ,  ce  produit  se 

les  points  deJa  courbe,  et  il  en  résulte  que  la  quantité.-rf^X-BTcst 
pir-tout  égale  au  quarré  de  la  moitié  du  second  axe. 

Quand  on  considère  une  fonction  différentielle  d'un  ordre  supérieur 
au  premier ,  il  faut  d'sJ>ord  la  réduire  à  ne  renfermer  que  des  coefficiens 

différentiels ,  ^  =/^  >      ^  "^  *  »  ^^^'  ^  ^"^  ^^^^^  chercher  les 
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maxima  et  les  minima  par  rapport  à  chacun  d'eux  en  particulier ,  en 
égalant  successivement  à  zéro  les  variations  que  leurs  changemens 
respectifs  apportent  dans  la  fonction  proposée,  et  Ton  obtiendra 
en  général  un  nombre  de  solutions;  égal  à  celui  des  coefE- 
ciens  p  ,  q  »  etc.  compris  dans  cette  fonction. 

-^43.  L'application  vraiment  spéciale  du  Calcul  des  variations  a 
pour  objet  les  maxima  et  les  minima  des  formules  intégrales  indé- 
terminées ;  elle  est  fondée  sur  les  mêmes  principes  que  la  théorie 
générale  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  déterminées  ; 
exposée  dans  le  n^.  155.  En  effet ,  si  on  représente  dx^dy^..  d^x^  etc« 
par  x^y  y^^ x^^  etc.  le  résultat  de  la  substitution  de 

«■  +  ^*»  y-\-^y^   af,+<rj:,->.<...*".+  ^*. .  etc. 

dans  une  fonction  quelconque'de  *  ,  y  ,  dx^dy  yd^x^  etc.  pourra 
s'ordonner  comme  celui  de  la  substitution'  de 

*  +  <'*,  y-^'iyt    «.+''«:,;  j',  +  <y, ,....ar.+</*,,  etc. 

ou  comme  le  développement  delà  fonction  d'un  nombre  quelconque 
de  variables ,  rapporté  dans  le  n**.  39  ;  c'est-à-dire,  qu'en  écrivant  J^ 
au  lieu  de  J ,  et  désignant  par  u  la  fonction  proposée  ^  on  aura 

S'a       S'^u            cT^tf 
tf  +  —  + ^  +  — : +  etc* 

I  I.l  I»2.3 

^u  ne  contenant  que  des  termes  dans  lesquels  cTx,   S'y  ^ » 

Ix^ ,  jy^ ,. .  •  Sx^ ,  etc.  ne  montent  qu'au  premier  degré,  et  qui  pourront 
^par  conséquent  changer  de  signes ,  devra  s'anéantir  lors  du  maximum^ 
Ou  du  minimum^  en  vertu  des  articles*  rappelés  ci-dessus:  on  aura 
donc  pour  Tun  et  l'autre  cas  «T/^z^o.  Maintenant  si  u^=ifU  ^ 
|1  viendra  J^  i7 = o ,  à  cause  de  i'u:=zfS'Ui  et  comme  le  déve- 
loppement de  fS  U  est  composé  de  deux  parties ,  l'une  de  la  forme 

4S^x  ^BSy...,^  A' dix  +  B'dS^y  +  etc, 
l'autre  de  la  form^  /(  <f  f'x  +  ;c  ^^  +  •  •*•  •  •  0 1 
qu'on  ne  sauroit  comparer  entr'elles ,  puisque  la  dernière  n'est  point 
întégrable  tant  que  Ix  et  ly  conservent  Tindépendançe  qu'exige  la 
généralité  du  calcul ,  on  ne  peut  faire  évanouir  ce  développement 
qu'en  égalant  séparément  à  zéro ,  dans  l'une  et  l'autre  de  ses  parties , 
1  es  (juantités  qui  multiplient  tes  variations  indépendantes.  D'après  ces 

Sss$  % 
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principes  la  fonction  soumi$e  au  signe  /  donne  les  équations  indé-» 
terminées  ^  =  o  ,        ;(^  =  o ,  etc. 

et  quant  à  la  fonction  délivrée  de  ce  signe ,  il  faut  égaler  aussi  à  zéro 
le  coefficient  de  chacune  des  variations  qui  restent  indépendantes 
après  qu'on  a  eu  égard  aux  relations  qui  résultent  des  conditions 
relatives  aux  limites  de  21  ^  en  observant  que  les  variations 

d^x^       d^lx^ d^y^   .   d^i'y 

ne  sont  point  liées  en  général  avec  <^^  »  <fy  9  etc.  Les  équations 
qu'on  en  tirera  appartenant  à  des  points  particuliers  seront  déterminées; 
Pour  compléter  la  théorie  des  maxîma  et  des  minima  des  formules 
intégrales  indéterminées ,  il  reste  à  assigner  les  caractères  auxquels 
on  peut  distinguer  le  maximum  du  minimum ,  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'ici  y  comme  dans  le  cas  ordinaire ,  ces  caractères  dépendent  en 
général  de  Texamen  des  termes  du  second  ordre,  dans  le  dévelop- 
pement  de  la  valeur  consécutive  à  1/  ^  mais  en  prenant ,  comme  ci- 
detsus  9  ce  développement  par  rapport  à  la  caractéristique  A  Cepeo» 
dant  9  avant  de  nous  livrer  à  cette  recherche  9  qui  par  elle-même 
est  assez  délicate  9  nous  croyons  devoir  éclaircir  ce  qui  précède  par 
quelques  exemples. 

844.  Soit   d'abord  /  vd  x* + dy*\  en  prenant:  la  variation,  on  aura 

Vdx^+dy" 

comparant  cette  expression  avec  celle  de  W  {  n"".  819  ),  et  faisant 
\/dx^'\-dy''^=^ds^  On  trouvera 

dx  dy 

M  =  o,      JV=  — ,      »»=a=o;     n  —  'f; 

as  ds 

et  par  conséquent 

lfU:=.^4^^x^%ly-^fd'^.^x^fd^^.^y. 
ds  ds  ds  ds 

En  égalant  à  zéro  les  deux  termes  affectés  du  signe  /j  on  ne  trouvera 

dy 
que  cette  équation  dxd^y^-^dytfxy  qui  revient  à  —  =  o,  et 

dont  l'intégrale  tsX  par  conséquent  y  =  Cx  +  C\ 
Si  l'intégrale  fy^dx^-^dy^  doit  être  prise  entre  les  limites 
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«%  et  V^  étant  des  quantités  invariables  ^  la  partie  de  la  variation 
délivrée  du  signe  /Vanéantit  d'elle-même  à  cause   de 

<r<x  =  o,      ^b=iO^      <rtf'=o,      <J^y=p, 

et  les  constantes  C  et  C  doivent  être  déterminées  de  manière  qu'en 
faisant  successivement  x^=^a^xz=ia\on?ity:=b^y:=zb'. 

La  question  que  nous  venons  de  résoudre ,  rapportée  à  la  Géo« 
métrie ,  a  pour  objet  de  trouver  la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse 
mener  entre  deux  points  pris  sur  un  plan  ^  et  notre  résultat  nous  a 
conduits  à  l'équation  d'une  ligne  droite ,  ainsi  que  cela  devoit  arriver. 

Si  le  premier  point  étoit  fixe ,  et  que  le  dernier  fût  variable ,  on 
auroit  seulement  i'Uyi'bj  égaux  à  zéro ,  et  il  resteroit  l'équa- 
tion dûlS'a! '\'dyH'z=.o^  Pour  y  satisfaire;  en  supposant  que  le 
dernier  point  doive  se  trouver  sur  une  courbe  ayant  pour  équation 
dy'=-^dx'^  il  faudra  qu'on  ait  S'b'^zzifèS'û!  ;  substituant  cette  valeur 
dans  l'équation  précédente ^  on  trouvera  da!^  fidb'^iOj  et  par. 

conséquent  —7  =  "^  7  »  ce  qui  nous  apprend  que  la  droite  cherchée 

da  p 

doit  couper  à  angles  droits  la  courbe  proposée.  Il  faudra  donc  dé- 
terminer les  constantes  C  et  C  par  les  deux  conditions  suivantes  ; 
I  %  que  la  droite  proposée  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  a  Qtbi  ^^  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  la  courbe  donnée  par 

l'équation  </y=  fidx\ 

» 
Satisfaire  à  ces  conditions  ;;  c'est  résoudre  des  problêmes  qui 

n'entrent  pas  dans  notre  sujet ,  mais  nous  devons  faire  remarquer 

l'avantage  que  procurent  les  équations  déterminées.  Quoique  l'équa- 

tïon  y:=^Cx^  C  appartienne  à  la  ligne  qui  est  la  plus  courte 

entre  deux  points  quelconques ,  il  est  évident  que  lorsque  ces  points 

ne  sont  pas  déterminés,  ainsi  qu'il  arrive  dans  la  dernière  hypothèse  ^ 

on  peut  tirer  une  infinité  de  lignes  droites  qui ,  à  la  vérité ,  sont 

plus  courtes  que  les  lignes   d'une  autre  nature ,  menées  par  les 

mêmes  points»  mais  qui  étant  inégales  entr'elles,  doivent  donner  lieu  à 

un  minimum  relatif.  Le  caractère  qui  convient  à  ce  minimum  ne  sauroit 

être  déduit  de  l'équation  indéterminée ,  et  l'idée  qui  se  présente  la 

première  pour  le  trouver  ^  seroit  de  chercher  à  exprimer  la  valeur 


I 
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de  ViïiXégxdXtfVdx^'irdy*  en  fonction  des  constantes  C  et  C  ,  ce 
qu'on  pourroit  faire  ^  en  prenant  la  valeur  de  x  et  dejK»  à  Taide  de 
réquation  de  la  courbe  donnée  et  de  celle  de  la  plus  courte  ligne  ; 
difFérentiant  ensuite  le  résultat  de  cette  substitution  ^  on  auroit  les 
valeurs  de  C*  et  C  qui  conviennent  au  maximum  ou  au  minimum  ' 
cherchés  :  mais  les  équations  déterminées  présentent  un  chemin 
bien  plus  court  pour  arriver  au  résultat  j  puisqu'elles  font  con- 
noître  immédiatement  quelle  est  la  condition  à  laquelle  il  faut  salis-* 
faire  pour  l'obtenir, 

84 5 •  Proposons<-nouS  poiur  second  txtmçXt  fv  dx^'  +  dy^+d^  j 

y-—- -.      dxdJ'x  +  dydi'Y  +  dTdS'? 

nous  aurons      J'fVdx^ +dy^+di'=i ^     -^  T_î: — .\ 

Vdx^+dy^+di'^ 

Soit  fait  pour  abréger ,  ï^dx^+dy^'+di*  =:  ds\  en  comparant 
aux  formules  du  n"*.  821,  il  viendra 

et  si  on  regarde  les  trois  variables  x^y  ^  i,  comme  indépendantes ^ 
on  trouvera  y  en  égalant  séparément  à  zéro  les  multipliicateurs  des  va- 
riations ^x,  ly  ^  <r{,  les  trois  équations 

À^  Ày  .d? 

ds  ds  as 

dont  deux  suffiront  pour  déterminer  la  ligne  droite  qui  résout  la 
question  proDOsée  9  savoir:  celle  de  trou  ver  la  plus  courte  ligne  qu'on 
puisse  menei  .ntre  deux  points  de  l'espace  ;  mais  si  on  veut  que  cette 
ligne  soit  toute  entière  sur  une  surface  cQurbe ,  ayant  pour  équation 
di^=siAdx  +  lèdy^il  faudra  que  cette  relation  ait  perpétuellement 
lieu  entre  les  coordonnées  x^y,  et  ^ ,  quelques  variations  qu'elles 
subissent  d'ailleurs.  On  aura  donc ,  en  vertu  de  la  remarqué  du  n^  833, 
^i^dS'x+fiJ'y;  en  substituant  dans  la  variation  on  trouvera  i 

et  les  formules  du  n"".  819 ,  donneront  immédiatement 


i 
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Ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule  >  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir 
n"*,  814  y  et  Von  peut  encore  s^en  assurer  en  les  ajoutant  ensemble , 

d^  dy 

après  avoir  multiplié  la  première  par  1  -;-  ,  et  la  seconde  par  z  -7^, 

as  as . 

car  on  a  alors 

as    \ds/         as   \ds/  as  \dsy 

OU t  en  mettant  4  C  V^^^  etdx  +  ^dy  et  en  int^rant , 


dx' 


Tdy'  +  dÇ     ^^ 

■~7? -c-^i. 


équation  identique.  Il  suffira  donc  d'employer  Tune  quelconque 
de  celles  que  Ton  vient  de  trouver  ;  lorsque  Ton  voudra  l'ap- 
pliquer à  une  surface  courbe  en  particulier  ,  on  mettra  ,  au  lieu  de  a  , 
sa  valeur  en  a:  ,  j ,  tirée  de  l'équation  de  cette  surface ,  ainsi  que  celle 
de  dii  le  résultat  étant  différentiel  du  second  ordre ,  Tintégration 
introduira  deux  constantes  arbitraires ,  qu'il  faudra  déterminer  pour 
satisfaire  aux  conditions  des  points  extrêmes  et  dont  la  valeur 
s'obtiendra  en  assujettissant  la  ligne  cherchée  à  passer  par  ces  points, 
s'ils  sont  fixes  ;  mais  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  plus  courte  ligne 
menée  d'un  point  fixe  à  une  courbe  donnée,  il  faudroit  avoir 
égard  à  l'équation  du  dernier  point ,  qui  est 

Soît  dy  =^ydx^  l'équation  de  projection  en  *,j^,de  la  courbe 
donnée;  on  aura  S^b' :=zyS'a' y  et  par  conséquent, 

{i'a'  +  f^d()^{db'  +  f^d()y  =  oi 
ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  résultante  de  l'équation  indéterminée 
doit  couper  la  courbe  donnée  à  angles  droits  ;  s' et  :(  désignent  ici  ce 
que  deviennent  s  ti  i  lorsqu'on  met  a'  et  b'  au  lieu  de  ;r  et  j' ,  dans 
l'équation  de  la  surface  proposée. 

Enfin ,  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  plus  courte  ligne  qu^on  puisse 
mener  entre  deux  courbes ,  i)i  faudroit  de  plus  avoir  égard  à  la  varia« 
tien  du  premier  point;  et  comme  elle  fournit  une  équation  entièrement 
semblable  à  celle  du  dernier,  on  en  conclura  que  la  ligne  cherchée 
doit  être  perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux  courbes  données. 
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.  846.  Cherchons  quelle  doit  être  la  relation  entre  les  variables* Jir 

—   Soit  un  minimum  (*)  ; 

—)  j   et  si  on  fait  pour  abréger 

y  xijf'-^K) 

il  viendra  o 

\(l  /  u^  uds  uds     ^ 

*    et  par  conséquent 

JM  =  o        ,        iV  =  -^       (fi%8i9); 

uds 

ds  dy 

/r  uds 

La  partie  de  la  variation  affectée  du  signe  /  donnera  d'abord 
</A^==o,  m  —  i/fr=;o;  Tune  de  ces  équations  suffit  pour  déter-^ 
miner  la  cpurbe  :  nous  prendrons  la  première  parce  quelle  est  la 
plus  simple  9  et  comme  elle  donne  A^=C,  nous  en  conclurons 

—i.  =  C,     ou  ^  =  Cu  =  cV%(y^K\ 
uds  '  ds  w        J9 


d'oîi  on  tire        J;ir?= 


/i— ze(^— K) 


Â 


v^jx'+dy 


•=«  »  >=*  » 


jusqu'à  xz=La\yi=^Vy  on  aura  ^  pour  le  premier  et  le  dernier  point , 
les  équations  suivantes 

[iVpa'+[;2]cry=:o  y 

Supposons   pour    plus    de  généralité  que    la  constante  £    soit 
fonction  des  quantités  4  et  ^  ;  il  faudra  alors  ^  d'après  ce  qui  a  été 


1 .   ■■    1  ■'y^*^-*^— «y*^ 


•       •  '  » 


(^)  Ce  problême  est  celui  de  la  brachystochrftne  ,  ,ou  de  la  courbe  le  long  dd 
la(]uelle  un  corps  descend  daiu  le  moins  de  tems  possible  d'un  point  à  un  s^utre. 

dit. 
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dit ,  n*.    840 ,   faire  varier  Tintcgrale  proposée  par  rapport  à  ces 
quantités  y  en  sorte  qu'on  aura  de  plus  les  termes 

/  dK  .  •      dK  ^  ^  \  rds 
à  ajouter  à  la  première  des  équations  précédentes,  qui  deviendra 

{(-)-'^(/-$-)h'M<">-'^4-)l  -  =  «•• 

Il  reste  à  déterminer  maintenant  les  qUantités  (A^  ,  [A7]  ^  {n)  ,  [«], 
ainsi  que  l'intégrale  / — 3—,  qui  doit  être  prise  entre  les  limites 

«f         •  »  1  ds        .    dy 

or  1  équation   m'^dn=zo  donne  — •  -r- — tf =  o •  et  en  m- 

^  u^  uds  ^ 

/d  s  dy 

mais  parce  que  l'intégrale  doit  commencer  au  point  dont  les  coor« 
données  sont  x=tf ,  ^=*,  il  s'ensuit  qu'on  a  C'+f— r^J  =■  o* 

ou  C'  ==5  —  (  /2  ) ,  pour  ce  point ,  et  pour  le  derpier  ,  il  viendra 

ds 

3-  =  [«J~(«), 


-/^ 


^     u 
d'oii  il  suit 


dx 
Ces  éqiiations  peuvent  être  simplifiées  en  observant  que  A^=— -  =C, 

que  par  conséquent  (A^)  =  [A7]=(r;  et  si  l'on  suppose  que  ^  et  A, 
0!  et  b\  appartiennent  à  des  courbes  données  par  les  équations 

les  précédentes  deviendront 

Cdl  cul  intégral,  T  lit 


\ 
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dK       JK 
Lorsque  -j—  et  -—  seront  nuls,  on  aura 

da  dp 

et  à  cause  que 
on  en  conclura  que 

/dxK  C  i  db 

\dyJ        (/ï)  A  da' 

on  trouvera  de  même 

r^_.(7 I _^*' 

ce  qui  nous  apprend  que  la  courbe  cherchée  doit  couper  à  angles 
droits  les  deux  courbes  données. 

Enfin,  lorsqu'on  fait  JC  =  *,  il  vient  -7—=  o,         =  i  ; 

^tf  db 

réquation 

jjr  jjr 

relative  au  premier  point ,  se  réduit  à         Ca+[/2]=:o; 
Véquation  relative  au  dernier ,  demeurant  la  même ,  il  suit  de  là  qti« 

d*oîi  Ton  voit  que  la  deuxième  courbe  donnée  doit  encore  être  coupée 
à  angle  droit  par  la  courbe  cherchée,  et  que  la  tangente  de  la  première, 
au  point  oii  elle  rencontre  la  courbe  cherchée ,  doit  être  parallèle 
à  celle  de  la  seconde,  menée  par  son  intersection  avec  la  même  courbe. 

847.  Soit  encore/  ,  .  ,    (*)  >  pour  montrer  comment  on 

J  dx^  +  dy 

pevt  se  servir  de  la  formule  du  n*'.Sx3  ,  nous  l'appliquerons  à  cet 
exemple ,  qui  deviendra  /  -^-^ — ;j- ,  en  faisant  'j^:=ip^  et  nous 

(*)  Ce  problême  a  pour  ob^et  la  recherche  4e;  la  courbe  qui  produit  par  sa 
rofatîon  auteur  de  son  axe ,  le  solide  qui  éprouve  la  snolndre  résistance  ,  lorsqu*il  se 
meut  dans  un  fluide  dans  le  sens  de  ^zt  az^ 


à 
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aurons  ^=' — - —  *  d*où  il  résultera 

I  +/;• 

La  partie  de  la  variation  affectée  du  signe  /  donne  l'équation 
Ndx — dP=Oj  et  à  cause  de  -M=o,  on  a  aussi  df^z=iNdy-\'Pdpi 
mettant  au  lieu  de  A^dans  cette  dernière  équation^  sa  valeur ,  prise 
dans  la  première,  il  viendra  dF=pdP  +  Pdp^  d*où  y=iPp+  Ci 
la  courbe  cherchée  aura  pour  équation 


ou  en  réduisant ,  xp'y  +  C^  (  i  +/>*)*  =  o ,  et  par  conséquent  ^r 

—  c(  !+/»•)'  ,  .  c(i+p'y 

y  = i — 3       ■■  ,  ou  en  changeant «e  constante, >■  =  — ^ — j^-^. 

dy 

Cette  équation  étant  jointe  avec  ~=p  fera  connoître  la  nature 

dx 

dy 
die  la  courbe.  On  tiré  dé  cette  derhièL'e  dxz=.  ^,  et  en  intégrant  par 

P 
parties  ,  :t  =  -  +  /-^^  ;  formant  au  moyen  de  la  première  la  valeur 

y  dp 
de  — —  et  intégrant,  on  trouvera 

et  par  conséquent , 

équation  qu'il  faudra  combiner  avec  y  =  -^ — ~-^. 

Si  la  courbe  cherchée  doit  passer  par  deux  points  fixes ,  il  est  inutife 
d'avoir  ég^ird  aux  équations  des  premiers  et  derniers  points  ;  il  suffit 
de  déterthiner  les  constantes  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition 
proposée  ;  mais  dans  tout  autre  cas ,  il  faiit  employer  ces  équa- 
tions, et  pour  cela,  il  faut  observer  que  la  partie  toute  intégrée 
donne  f  «T^  +  P  »  =  o ,  ce  qui.  devient, 

Tttt  1 
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en  mettant  pour  «  sa  valeur  S'y  — p  S' x.  Les  coordonnées  du 
premier  point  étant  désignées  par  «  et  ^  ^  celles  du  dernier  par  a* 
et  b',  il  en  résultera  les  deux  équations  suivantes  : 

e 

et  si  Ton  fait  les  mêmes  hypothèses  que  dans  le  n"".  précédent ,  il 
faudra  opérer  sur  ces  équations  comme  sur  leurs  analogues  »  dans 
ce  numéro. 

S48.  Passons  à  des  questions  dans  lesquelles  la  fonction  propo-* 
séé  renferme  des  coefficiens  différentiels  du  second  ordre  ;  cherchons  la 
relation  que  doivent  avoir  entr'elles  les  variables  x  t\y  ^  pour  que 

1  expression/ ^ — ^— ^  soit  un  maximum  ou  un  minimum:  nou> 

J  '        q 

aurons  ici 

I  ■ 

L*équation  indéterminée  déduite  de  la  formule  du  n".  £13 ,  devient 

■  —dp  +  -J-«^Q  =  o! 
d  X  étattt  supposé  constant ,  elle^s'intègre  immédiatement  et  donne 

et  comme  dans  le  cas  présent ,  dV^=P  dp  ^  Q'^l*  si  l'on  met 
ail  lieu  de  P  la  valeur  qu'on  vient  d'obtenir ,  ch  observant  que 

-^  =  î,  onaura  dF=zCdp +^dQ-i'Qdq 

dx 

dont  llnt^rale  est  ^=C  +  C/»+Qf. 

Substituant  maintenant  an  lieu  de  /^  et  de  Q  leurs  valeurs  »  il  viendra 

i(ï  -^p^ydx^C dp  +  Cpdp, 
d'oit  l'on  tirera 

^      c'dp^-cpdp       _^„    c-c'p  .crdp   . 


^ 


V 
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mais  à  cause  de  / — ^=arc  (  tang=p)  et  de  dyz=pdx^  on  trouvera 

J  ï  +P 

4(ï+/^)      4 

C—^Cp      C 

y  =  px^fxdp  =  {C' ^  ,.+— arc(tang=/^))/^ 

4(1+/?)    4 

ou  en  changeant  les  constantes , 

xrs-' ; — j h  ^arc(tangr=/>; 

I  +/^ 

>=:£±5£^ +;>,„c(,a„g=;,) 

I  +/> 
L'élément  de  Tare  d'une  courbe  étant  exprimé  par  ^*  k  i  +/?*; 

et  le  rayon  de  courbure  par  -^^ —  >  il  est  visible  que  l'expression 

du  secteur  compris  entre  cet  élément  et  les  deux  rayons  de  courbure 
menés  par  ses  extrémités ,  sera 


■/ 


s 


-/' 


renfermé  entre  une  courbe  9  sa  développée  et  deux  de  ste  rayoi» 
de  courbure  :  le  problême  ci- dessus ,  rapporté*  à-  la  géométrie,^  a 
donc  pour  objet  de  déterminer  les  courbes  dans  lesquelles- cet  es- 
pace est  un  maximum  ou  un  minimum» 

< 

En  observant  que 

y'*pdff 
Vl+p* 

on  trouvera 


f 
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ou^=.+ ^TT:r* — " (>— «)arc(tang=s=^)— ^;, 

I  +p 

= ~m:'- ~ + (  ?  —  <t  )  arc  (  tang=/»y , 

i  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire,  et  si  on  élimine 
arc(tang=/>) ,  entre  cette  dernière  valeur  de  j>^  et  celle  de  x  ^ 
on  obtiendra 

La  nature  d\ine  courbe  ne  changeant  point  lorsqu'on  diminue  ou  que 
Ton  augmente  ses  coordonnées  d'une  quantité  constante,  on  peut 
supprimer  un  terme  constant  dans  son  équation  :  on  aura  ainsi 

/  >  û  fi-^(y^^y+X0(y^^)p 

et  écrivant  «^  au  lieu  de  y — et,  il  viendra 

soustrayant  au  second  membre  la  constante  i8%  on  trouvera 

**— ^J'  = — , 

d*oîi  on  tirera         y  ^y — ax  =     ; 

dx  y  I  4-/y*=  ■: 

et  comme  ^:tV  i  +/>*  est  l'élément  de  lare  de  la  courbe;  en  le 
désignant  par  d$  y  on  trouvera  enfin 

Cette  équation ,  qu'avec  un  peu  d'attention  on  reconnoitra  pour  ap- 
partenir à  une  cyçloïde ,  renferme  implicitement  quatre  constantes 
arbitraires  ,  à  cause  de  celle  que  l'on  a  englobée  dans  les  variables 
X  tly  ^  et  nous  apprend  que  parmi  toutes  les  courbes  oui  peuvent 
passer  par  quatre  points  dominés ,  la  cyçloïde  renferme ,  entre  sa  dé- 
veloppée et  H%  rayons  de  courbure  |  un  espace  maximum  ou  minimum.. 
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Les  équations  déterminées  deviennent  dans  le  cas  qui  nous  occupe 

elles  contiennent ,  outre  les  variations  S'a ,  <r*,  S'a'^  Ib' ,  relatives  à 
la  première  et  à  la  dernière  valeur  des  variables  ^  ety  |  leurs  difFéren- 
tiellcs  dS'a^  dS'b  ,  dS^cl  ^  di^V  ,  que  Ton  peut  écrire  ^iqsi  : 
S'da^S'db^  ^dû!  ^  S^db'^  et  qui,  sous  cçttc  forme,  çxprimanjt 
des  variations  relatives  à  des  valeiurs  de  :c  et  de  j^ ,  consécutives  à 
celles  dont  on  vient  de  parler, «sont  indépendantes  de  <(\i,«r*,J'aV*' , 
Il  faudra  donc  vérifier  ces  équations  en  les  décomposant  en  deux 
f  ai  ties  comme  il  suit  : 

(OJ^'»+I«^*-(/')'^«}[(i')-^}  =  o 

« 

d'oïl  il  résulte  quatre  conditions ,  et  pour  les  remplir,  on  peut  disposer 
d'un  pareil  nombre  de  constantes  que  renferment  les  expressions 
de  AT  et  de  y ,  trouvées  ci-dessùs. 

Si  Pon  se  donnoit  en  même-tems  la  première  et  la  dernière  valeur 
de  X  et  dey ,  et  les  valeurs  correspondantes  de/? ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  le  premier  et  le  dernier  point  de  la  courbe  cherchée  ,  et  la 
direction  de  sa  tangente  dans  chacun  de  ces  points  ,  on  détermîheroit 
par -là  toutes  les  constantes  arbitraires;  il  "est  évident  que  dans 
cette  hypothèse ,  les  variations 

fa^lbji'a'^  S'b' ,  cT^tf,  ^db\  S^da! .S^db' ^ 
seroient  nulles,  et  que  par  conséquent,  les  quatre  équations  précédenti^s 
deviendroient  identiques  par  elles-mêmes.  Mais  si  Ton  ne  fixoit  d'a- 
bord que  le  premier  et  le  dernier  point ,  il  vîendroit  seulement 

J^tf==o,    J'*  — 0,   la!:=2  0j   /^y  =  o; 
il  n'y  auroit  de  satisfaites  que  la  première  et  la  troisième  équation  ;  et 
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il  resteroît  encore  à  vérifier  la  seconde  et  la  quatrième ,  indépendam- 
ment des  variations  qu'elles  contiennent,  ce  qui  donneroit  alors 

(<2)=o,  [Q]=o. 

En  déterminant,  d'après  ces  équations,  les  deux  constantes  de- 
meurées arbitraires ,  on  obtîendroit  la  relation  de  ar  et  de  j^ ,  qui 
répond  au  maximum  ou  au  minimum  absolu ,  parmi  toutes  celles 
qui  résultent  des  différentes  valeurs  que  peuvent  prendre  les  cons- 
tantes dont  il  s'agit. 

Si  Ton  supposoit  que  la  courbe  cherchée  dut  être  assujettie  à 
toucher  deux  courbes  données ,  l'une  dans  le  premier  point  de 
l'intégrale,  et  l'autre  dans  le  dernier  ;  et  que  d'ailleurs  ces  points 
fussent  indéterminés,  les  variations* 

n^seroient  liées  entr'elles  que  par  les  équations  de  ces  courbes , 
en  sorte  que  si  Ton  avoit  pour  la  première 

dyzszvdx ,       d''yz=r.fdx''+'7rd^x 

et  pour  la  seconde 

dyz=-v  dx       d^y  =  p' ii :ir»  +  tt' ^*  x 

il  en  résulteroit 

Ib-r^TrS'a  ^     i'db:=  f  fa!"  +  wS-da^ 
S^b'='jr'i'a'  ,     Ub'  =^'S^a!^  +  ir'^da'. 

Si  l'on  faisoit  la  différentielle  d  x  constante ,  on  auroit 

substituant  ces  valeurs  dans  les  quatre  équations  déterminées ,  rap- 
portées plus  haut ,  elles  deviendroient  propres  à  déterminer  les 
constantes  arbitraires  ,  de  manière  que  l'intégrale  proposée  soit  un 
maximum  ou  un  minimum  absolu  ,  parmi  les  valeurs  résultantes  de 
toutes  les  courbes  assujetties  à  toucher  les  deux  courbes  données. 

849.  L'exemple  suivant ,  remarquable  par  sa  simplicité ,  éclaircira 
complètement  l'usage  qu'on  peut  faire  des  équations  déterminées 
pour  résoudre  dans  toute  leur  étendue  les  questions  ^e  maximis  et  mini-^ 

mis  y  relatives  aux  formules  intégrales  indéterminées.  Soit  /       ^    , 

la 
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la  différentielle  dx  étant  supposée  constante  :  en  rapportant  cette 

formule  à /F  ^  a: ,  on  aura   ^=--^  =  5*  et        dJ^=iqdq , 

dx^ 

ce  quî  donne    JJf  =  0,     N  =  Oy    P=o,     Q==ij,     /l=o,  etc. 
lequatlon  indéterminée  devient  2--~==o,    ou     2^  =  0; 

ou  enfin  ^^^  =z=  o  ,  et  Pîntégratîon   donne 

.  y=zCx'  +  Cx^  +  Cx  +  C'\ 

Les  quatre  constantes  arbitraires  que    renferme  cette  équation  se- 

roient  déterminées  y  si  la  courbe  devoit  passer  par  quatre  points 

donnés ,  ou  si ,  devant  passer  par  deux  points  donnés  y  on  con- 

noissoit  les  angles  que  les  tangentes  à  chacun  de  ces  points  font 

avec  l'axe    des  abscisses.  Supposons   que  ce  soit  ce  dernier    cas 

quî  ait  lieu,  et  qu'on  ait  au  commencement  de  la  courbe  XT;=siO^ 

d  y  dy 

y  =  0, -i=<t,etàlafin:i;  =  a',  j^  =  *',        et  —z=zct\ 
dx  dx 

L'équation  proposée  donne  d'abord 

■♦  ^  =  xCx^  +  %Cx  +  (ri 

dx 
mais  la  condition  de  :r  et  y  nuls  en  même-tems  ,  conduit  à  (7""=  o  ; 
faisant  ensuite  x=.a'  y  y'=b\  il  vient 

*'  =  Ctf'^  +  C  q!^  +  C  a!  i  mettant  successivement ,  au  lieu  de  ~ 

dx 

les  deux  valeurs  posées  ci-dessus,  il  viendra 

a'=C  y  <*'  =  3  Ca!'  +  ^Ca'  +  C\ 

et  si  pour  simplifier  on  fait  ^'  ==  o  ,  on  aura ,  pour  déterminer  C 
et  C\  les  trois  équations  suivantes  :      ^ 

Ctf'*  +   C  J   +  C^  =  o 
3C/*  +  zC'a'  +  (r'  =  ct^ 

On  tirera  de-là  Ca'+ir =—«',. ou  cr=_ilill  ;    on    aura 

A 

aussi  Ca'»  — C^= A,  et  par  conséquent  C=  7^ — ;  en  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  Téquatlon  de  la  courbe  cherchée,  on  obtiendra 

«  -H-  *'    ,       ififc+flfc' 

y  =      .,  ■  ^'  —  — -, —  x^^<,x. 

Calcul  intl^ral^  Y  v  v  v 
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Cette  courbe  sera  entièrement  déterminée,  si  les  quantités  a\  a\ 
et  (t'y  le  sont  ;  mais  si  Ton  ne  donne  que  a'  et  et ,  on  pourra  de- 
mander que  a'  soit  tel  qu'il  en  résulte  pour  Tintégrale  proposée 
un  minimum  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle  pourroit  prendre  en 
employant  Tespèce  de  courbe  désignée  par  Téquation  générale. 

Pour  y  parvenir  ,  nous  observerons  que  Téquation  déterminée  est 
dans  ce  cas 

dO        dm  ^ 

dx        dx 
j^parnnt  dans  cette  équation  ce  qui  appartient  au  premier  et  au  der- 
nier point  y    qui  sont  supposés  fixes ,  ainsi  que  le  second  point ,  il 

dm 
viendra ,  pour  Tavant-dernier  ,  — ^ —  Q  =  o ,   et  par  conséquent 

dx 

[Q]:=o;  mettant  au  lieu  de   [Q]    sa    valeur,    on  trouvera 

['2  7  ]  =  o  ,    ou  X  A  +  4  et'  =  o  :    introduisant   ce    résultat    dans 

tL  X  î  et  X* 

l'équation  générale ,  on   aura  ^  =  — ; — j  +  a  ^«    Enfin    si 

l'on  veut  aussi  que  a  ne  soit  pas  donné  a  priori  ^  on  le  déterminera  en 
faisant  (  ly  j  =  o ,  d'oîi  il  résultera  et=o  ,  j'  =  o  ,  ce  qui  nous 
apprend  que  la  courbe  cherchée  n'est  aut£e  chose,  dans  ce  cas^  que 
l'axe  même  des  abscisses. 

850.  Passons  maintenant  au  cas  oîi  l'intégrale  proposée  renferme 
une  autre  intégrale  indéterminée ,  et  supposons  qu'on  ait 

fydxfdxV  x-^-  p^.  Cet  exemple  se  rapporte  au  n^  817  :  en 
faisant'   V  =  ydxfdx  V  \  +/^  ' ,  il  viendra 

ilf  =  o,  N=fdxV  I  +  />»,    P=zo; 

* 

et  si  on  désigne  par  A  la  valeur  totale  de  /  ou  àtfLdx^  prise  entre 
les  limites  fixées  par  la  nature  de  la  question ,  cette  valeur  étant 
une  constante ,  pourra  passer  sous  les  signes  ftl  ^,  ce  qui  changera 
les  formules  du  n%  ciré,  en 


DES       VARIATIONS.  707 

+  etc. 

en  égalant  à  zéro  la  quantité  qui  multiplie  a  ^  sous  le  signe /,  après  y 
avoir  substitué  les  valeurs  rapportées  ci- dessus  ,♦  et  effectué  les 
différentiations  indiquées  ^  il  viendra  cette  équation 

et  pour  en  tirer  parti ,  il  faudra  la  différentier  deux  fois  ^  afin  d'en 
éliminer  les  intégrales  qu'elle  contient  ;  ce  qui  fera  disparoître  en 
même-tems  la  constante  j4.  Nous  ne  suivrons  pas  plus  loin  le 
calcul  de  cet  exemple ,  qui  deviendroit  assez  compliqué  ;  nous  ob- 
serverons seulement  que  dans  le  cas  actuel ,  comme  dans  tous  les 
autres  ^  la  partie  de  la  variation  délivrée  des  signes  /  donnera 
des  équations  pour  les  limites  de  l'intégrale  proposée  ^  dont  on 
pourra  faire  l'usage  indiqué  dans  les  n""'.  848  et  849.     ^ 

851.  Pour  donner  un  exemple  relatif  aux  n".  8}i ,  834  ,  pro- 
posons-nous de  trouver  la  variation  de  la  quantité  27,  déterminée 
pat  l'équation  différentielle 

dU  =  ydx  —  et.U'dx  V  \  +p\ 

Mettons  cette  équation  sous  la  forme 

dU        „  ./ - 

ÛX 


en  la  diflerentiant ,  nous  obtiendrons 

Vv  V V  1 


^     +  nxU'-UUV  i^^^^^t;»,-il.^^  =  Q; 


\ 
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comparant  ce  résultat  avec  la  formule  du  n"*.  834^  nous  aurons 

TTa 

M=Of  P  =  o,  P'=  ^   .    Q  =  o,   Q'=o,  «te. 

et  l'équation 

A  7 1—.^  +  _  </-l_i  —  etc.  =  o 

<»:  dx       dx 

qui  détermine  a,  deviendra 

./ dK 

naU^-^  K  Vl+p' — r-=oi 

dx 

nous  en  tirerons 
=«*C^-</*Ki  +  />%        A=C<-'  '^ 

A 

L'équation 

(KT'—~d(h.T")  +  etc.)û  +  (  A  T''— etc.  )  </n  +  etc.. .  ?  _Q , 

+fK(dxJ'v  —  dvJ'x)        \ 
d'oh  dépend  la  variation  a  ,  se  réduisant  à 

\a+/\(dxJ'v  —  dvJ'x)  =  o; 
donne      fhi^dxS-v  —  <ir/*)=o, 
lorsque  n  =  o  ;  et  comme  nous  n'avons  d'ailleurs  aucun  terme  à 
faire  disparoître ,  nous  poserons  C=\  dans  la  valeur  de  a.  La 
fonction  ff^{dxJ'v  —  dvJ'x)  se  développe  ainsi  qu'il  suit  : 

/«^.(.P-_L_i  +  _A_i^etc.} 

;+g{Ai>^-etc.} 

+  etc.  (  n*.  8z6  )  ; 

nous  en  déduirons  ces  équations 

.   — -—  =  O  •  A/'  =  o 

dx 
dont  la  première  s'intègre  sur-le-champ,  et  conduit  à 


">  ' 


«.— ^ 
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en  faisant  pour  abréger  L^=^n<t  Z7*~*  V  i  +/?'.  Prenant  les 

logarithmes  et  différentiant  ensuite  ,  on  trouvera 

ndU        dp       pdp  dp  ndU 

et  en  remettant  pour  £  sa  valeur ,  il  "viendra 


/ Udp 

ndU+AnU^JxVi+p^+  ^ 


=0; 


multipliant  la  proposée  par  n,  et  la  retranchant  de  la  précédente  ^ 

on  obtiendra 

Udp 

——^^nydx==.0, 

d'oh  ^^_l2l^Ml±Zl); 

substituant  au  lieu  de  U  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on 

aura  celle  de  la  courbe  cherchée. 

tdp 
Si  Ton  fait  dx  =  — ,  il  viendra 

n  y 
U  =  ptXi+p'),    dU=zpdt{i  +/'•)+/<//'(  I  +  3/»*); 
avec  ces  valeurs  on  changera  Téquation  proposée  en 

ny       .  n 

qu'on  mettra  sous  la  forme 

npdt{i  +p'')  +  tdp{n+  i  +  3^/?')    _  adp 

résultat  dont  l'intégrale  est 


—  étant  la  constante  arbitraire  ;  on  tirera  de  là 

n               ' 
._ V^T 
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en  intégrant  ces  deux  dernières  expressions ,  on  trouvera 
et  mettant  la  valeur  de  dx  dans  celle  de  27  »  on  obtiendra 


.=.\y 


^ ''■+'■«. 


tt  +  fip 


851.  Les  questions  que  nous  avons  traitées  précédemment  se 
rapportent  .à  des  maxlma  ou  à  des  minima  absolus;  mais  il  s'en 
présente  pour  lesquelles  on  exige  des  maxima  ou  df^s  minima  re- 
latifs. En  voici  un  exemple  :  Parmi  toutes  Us  relations  que  peuvent 
avoir  entr  elles  Us  variables  x,  y  y  et  qui  donnent  une  mime  valeur  à 
t intégrale  indi terminée  /U  ,  prise  depuis  x  =  a  jusquà  x  =  a%  trouver 
celle  qui  rend  la  formuU  f\i'  un  maximum  ou  un  minimum  dans  Us 
mêmes  circonstances. 

Il  est  clair  que  pour  satisfaire  à  cette  question ,  il  ne  faut  plus 
considérer  les  variations  successives  comme  absolument  indépen- 
dantes les  unes  des  autres ,  puisque  de  leur  ensemble ,  il  ne  doit 
résulter  aucun  changement  dans  la  valeur  dé  la  formule  /£/,  et 
qu'on  doit  avoir  <r/[7=o;  la  condition  commune  aux  maxima 
et  aux  minima  donnant  aussi  <r/27'  =0 ,  il  sembleront  d'abord  que 
chacune  de  ces  conditions  dût  conduire  à  ^e  équation  entre  les 
variables  x  tt  y  ^  tt  que  le  résultat  final  ne  pût  convenir  par 
conséquent  qu'à  un  nombre  limité  de  points  9  et  non  pas  à  une 
courbe  ;  mais  nous  allons  montrer  que  les  choses  ne  se  passent 
point  ainsi.  Cest  la  partie  de  la  variation  qui  reste  engagée  sous 
le  signe  /,  qui  fournit  l'équation  entre  x  tt  yi  or ,  si  on  repré- 
sente p^vff^ûù  et  ff^69  les  résultats  de  ce  genre,  déduits  respec- 
tivement des  formules  fU  et  /!/',  suivant  le  procédé  du  n*.  813  , 
et  qu'on  regarde  les  intégrales  comme  la  somme  d'un  nombre  indéfini 


(*)  La  question  analytique  résolue  cî-dessus  répond  au  problême  de  mécanique 
suivant  :  trouver  la  courte  U  long  de  laquelle  doit  descendra  un  corps,  soumis  à  t action 
de  U  pesanieur,  et  éprouvant  de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il  se  meut^  une  résistance 
proportionnelle  à  la  ptùss^nce  an  de  la  vitesse ,  pour  acquérir  U  maximucn  d$  vltcssct 
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d'élémens,  d'après  ce  qu  on  a  vu  dans  le  n'.  47^?^'^  ^^^^* 

fyté=V,  «,+  ^,«,+  ^,«5+ etc. 
/r«=  f".«.+  r,«,  +  r3«^+  etc. 

et  en  égalant  ces  expressions  à  zéro  ,  pour  remplir  les  conditions 
exprimées  par  //27  =  o,  «r/Z7'==o,  on  obtiendra  les  équations 

V,  (é,  +  /^,  »,  +  y^  «,  +  etc.  =  G 

^,  «I  +  ^'a«.  +  ^>î  +  etc.  =  G. 
La  dernière  de  ces  équations  doit  être  vérifiée  indépendamment 
d'aucune  des  valeurs  consécutives  assignées  à  « ,  et  que  nous  avons 
représentées  par  », ,  «,, ,  «^ ,  etc.  car  ses  termes  expriment  la  va- 
riation des  élémens  de  la  seconde  intégrale  qu'on  se  propose  de 
•fendre  un  maximum  ou  un  minimum ,  et  chacun  de  ces  élémens 
doit  être  lui-même  un  maximum  ou  un  minimum  \  en  effet ,  s'ils 
n'avoient  pas  tous  cette  propriété ,  on  pourroit  substituer  aux 
élémens  qui  en  sont  privés  de  nouveaux  élétnens  qui  en  jouiroient 
et  qui  par  conséquent  influeroient  sur  le  résultat.  La  première  équa- 
tion ^  au  contraire  ne  doit  être  considérée  que  comme  servant  à 
déterminer  l'une  quelconque  des  variations  par  le  mx>yen  des  autres. 
En  prenant  dans  celle-ci  la  valeur  de  », ,  pour  la  substituer  dans 
l'autre,  nous  trouverons 

[  y",  y— y\  ^j».+  [  y\y^'y\y^\^^^  etc. =o.' 

C'est  dans  cette  équation  qu'il  faudra  égaler  à  zéro  le  coefficient 
de  chaque  variation ,  afin  d^obtenir  le  maximum  ou  le  minimum 
cherchés  ;  or  il  suffit  de^  le  faire  pour  »^  seulement ,  parce  que 
l'équation  y\  ^,—  y\  ^,  =  o 

étant  posée ,  tous  les  coefficiens  ultérieurs  sont  nuls ,  ainsi  qu'il 
est  aisé  de  s'en  convaincre,  en  observant  que 

v^^y,  +^^, ,  y^^y.-^ày^^y^^uy.^d^v,  ,  etc. 
r.=  y\^dv\ ,     y^^=.y\+dyr- v\^xdv\^ d-y\,  etc. 

L'équation  cî-dessus  se  réduit,  par  la  substitution  des  valeurs  de  y^ 

et  de  y\ ,  à    y,dy\^y'.^d  v,  =  o  et  donne    ydy'—y'dy^o  [ 

puisqu'elle  a  lieu  dans  toute  l'étendue  des  intégrales  proposées;  on 
en  déduit  y —  C  y^=z  o ,  ou  ,  en  changeant  la  constante  arbitraire, 
y+  cy  =  G-,  résultat  qu'on  cbtiendroit  en  égalant  immédiate- 
ment à  zéro  la  variation  de  la  formule        fV+  CfU\ 


\ 


/^ 
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On  peut  encore  prouver  cette  proposition  en  ajoutant  entr'elles 
les  équations 

V,  «,  +  A'.  «.+  r,«,+  etc. 
;f",«. +  ^'.«.+F>,+  etc» 

après  avoir  multiplié  la  première  par  an  facteur  C ,  cequi  donnera 
(C^.+  r.)«.+  (C^.+  ^'.K  +  (Cf'5+r,)«,+  etc. 

et  pour  effectuer  l'élimination  de  la  variation  »,  il  faudra  faire 

.  C^.+  r.  =  o. 
Cette  équation  se  prisente  sous  deux  faces,  i\  comme  servant  à 
déterminer  C,  i*.  comme  établissant  une  relation  entre  F^  et  y\\ 
c'est  sous  cette  dernière  qu*il  faut  l'envisager  ici,  parce  que  lors- 
quMle  a  lieu  ,  les  coefficiens  de  «^,  «^ ,  etc.  dans  Téquation  restante, 
sont  tous  nuls ,  indépendamment  de  C. 

Si  on  avoit  deux  conditions  à  remplir ,  indépendamment  de  celle  du 
maximum  oi\  du  minimum  ^  c'est-à-dire  ,  que  les  intégrales  indétermî- 
nétsfUtxfU^  dussent  être  traitées  comme  constantes  pendant  qu'on 
fait  varier  x  tly  pour  obtenir  la  relation  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum  de  fU"^  on  auroit  les  trois  équations  suivantes 

y,  »,  +  y^  (k\  +  y^  cà^  +  etc.  =  o 

^'i  «c  +  f^\  «.  +  f^\  «î  +  etc.  =  o 
y\^,  +  y>.  +  y\  «,  +  etc.  =  o., 
en  désignant  par  /F« ,  /r^« ,  f^^ ,  la  partie  de  Jy i7,  i^fU',  i^ftT^ 
qui  demeure  engagée  sous  le  signe  f.  Multipliant  la  première  et  la 
seconde  équation  par  de$  facteurs  Cet  Ç\  pour  les  ajouter  ensuite  à 
la  troisième,  on  aura 

en  raisonnant  comme  ci-dessus ,  on  verra  que  les  deux  premières 
équations  doivent  servir  à  éliminer  de  la  troisième  deux  varia<^ 
tions ,  «,  et  0^ ,  par  exemple,  ce  qu'on  effectuera  en  faisant 

cy,+  c'y\^y\z=zo,       cy,+cy,+  y\  —  o, 

Lorsqu'on  substitue  dans  la  dernière  de  ces  équations  , 

^.+^^,.      y\+dy\,      y\+dy\, 

à  la  place  de  y^ ,  y'^ ,  y^\ ,  elle  se  réduit ,  en  vertu  de  la  premicre  ; 
à  Cdy,+  Cdy\-\^  ^f^^rs-o,  et  n'exprime  par  conséquent  rien 
de  nouveau  lorsqu'on  regarde  C^  et  Ç  cQOilnç  de«  constantes,  puis* 

q^u'ell^ 
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qu'elle  n'est  dans  ce  cas  que  la  différentielle  de  CF^  +  ^'^'i  +  ^,=0. 
On  prouvera  d'une  manière  semblable ,  quj  dans  la  même  hypothèse 
les  coefficiens  des  variations  «, ,  «^ ,  etc.  dans  f  équation-somme  dîsr 
paroissent  d'eux-mêmes  ;  la  question  ne  fournit  donc  d'autre  équation 
que  Cr+C^'+C^''=i:o,  qu'on  obtiendroit  immédiatement  en 
égalant  à  zéro  la  partie  intégrale  de  la  variation  de  l'expression 
CfU  +  CfU'+fU%  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  cherchant 
le  maximum  ou  le  minimum  de  CfU  +  CJU'  -^-fU". 

On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à  tel  nombre  de  con- 
ditions que  l'on  voudra ,  et  l'on  voit  que  chaque  nouvelle  condition 
que  l'on  joindra  à  celle  du  maximum  ou  du  minimum  introduira 
ime  constante  arbitraire ,  qui  représentera  la  valeur  dç  l'intégrale 
que  cette  condition  suppose  invariable. 

853.  Supposons ,  pour  donner  un  exemple ,  qu'on  ait 

U^fdxVT^\       V'=fydx,       V"=fy^dxi 
on  cherchera  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fonction 

et  on  trouvera ,  par  la  comparaison  avec  les  formules  du  n*.  815  ; 

p                                              Cdp 
(C'+iy)dx—Cd-y:^=rs:Q,  ou  (Ç'+^y)dx j  =  o: 

Si  on  multiplie  çettç  équation  par/»,  e^  observant  que  pdxzsdy; 
elle  deviendra   (C'+  iy)dy LZ^  =  o,  et  son  intégralQ 


sera  {C'+y)yn ■  +  Ç"==p,en  mettant  ^C  pour  xC| 

V/  çi' ((y>  I.  C'y  4.  y »y 

on  en  déduira     p  =  ■   ■    ^;   ^,    /^  .        »  c«  <I"'»  «vient  è       ' 

Telle  est  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  de  la  courbe  qui  ; 
parmi  toutes  celles  dont  la  longueur  et  la  surface  sont  les  mêmes 
entre  '  deux  limites  données ,  engendre  par  sa  rotation  autour  de 
Calcul  intéfal.  X  x  ac  x 
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l'axe  des  *  le  solide  de  plus  grand  ou  de  moindre  volume.  Cette 
courbe  est  contwe  sous  le  nom  de  courbe  élastique ,  parce  que  c  est 
aussi  celle  qu'affecte  un  ressort  pressé  d'une  manièrre  quelconque  pat 
ses  extrémités.  L'intégration  qui  reste  à  effectuer  introduiroit  une 
quatrième  constante  arbitraire  ;  deux  de  ces  constantes  se  détermi- 
neront d'après  les  valeurs  assignées  pour  la  longueur  et  la  surface  de 
la  courbe  cherchée ,  et  les  deux  autres ,  en  assujettissant  cette  courbe 
à  passer  par  deux  points  donnés. 

Si  l'on  se  fût  borné  à  demander  la  courbe  qui ,  sous  un  périmètre 
donné  renferme  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  espace ,  on  n'auroit  eu 

que  la  fonction /(CV/T+T^+j.)*/ AT,   de  laqueUe  ,  en   opérant 

comme  d-dessus,  on  auroit  déduit  l'équation 

iy^C')dy     , 
dx=—~  .    , 

qui  appartient  évidemment  au  cercle. 

854.  Pour  terminer  les  applications ,  il  nous  reste  à  donner  un 
exemple  qui  soit  relatif  à  la  formule  du  n'.  837.  Proposons-nous 
à  cet  effet  de  déterminer  parmi  toutes  les  surfaces  courbes  celle  dont 
l'aire  prise  entre  des  limites  données  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Nous  aurons  dans  ce  cas  ^=  /  T+p+p},  et  par  conséquent 
jf.^   P^F  +  pM'    ^  ^y__P^P  +  P'^PjL. 

iv=o,    p=^._  ^  ,    f.=-/   ^'     : 

En  égalant  à  zéro  la  partie  affectée  du  double  signe  d'intégration ,  et 
effectuant  les  différentiations  indiquées ,  on  formera  l'équation  diffé- 
rentielle partielle 

qui  servirai  ^  déterminer  la  surface  demandée ,  et  qui  deviendra 

en  changeant ,  d'après  la  notation  adoptée  dans  le  n».  745  tPj  en  ^ , 
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et  ?  ,'  y,  f  î^,  en  r ,  5 ,  ^  ;  c'est-à-dire  ,  la  même  que  celle  que  nous 
avons  intégrée  dans  le  n**»  783  (*), 

p  Pi 

8jç.  Les  termes       ftèdy——  ^  j      ft^dx—- 

sont  relatifs  aux  limites  dans  lesquelles  doit  être  comprise  Taire 
de  la  surface  cherchée.  '  Il  est  important  de  se  rappeler  ici  que 
les  limites  des  intégrales  de  la  forme  ffVdxdy  considérées 
comme  appartenant  à  des  aires  de  surfaces  courbes ,  sont  toujours 
des  lignes ,  et  que  intégration  qui  s'effectue  la  première  s'étend  ^ 
en  général,  entre  deux  fonctions  de  la  même  variable.  'Si  l'on 
commence  par  rapport  à  jc,  par  exemple,  les  limites  seront  de 
la  forme  jir  =  f(y),  Â:'=f'(j^),  et  celles  de. la  dernière  inté- 
gration relative  à  j^ ,  pourront  être  de  la  forme  jr  =  ^  ,  y  =  a'. 
Ces  diverses  espèces  de  limites  présentent  par  rapport  aux  maxima 
et  aux  minima  des  circonstances  analogues  à  celles  qui  ont  lieu 
par  rapport  aux  limites  des  intégrales  telles  que  fVdx. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  lignes  qui  doivent 
terminer  Taire  exprimée  par  Tintégrale  proposée ,  sont  données  d'une 
manière  absolue  et  n'éprouvent  aucun  changement  par  l'effet  des 
variations.  Les  petits  arcs  -flf/n,  et  Nn^fig.  15,  qui  terminent  le  FIG.  31; 
trapèze  curviligne  compris  entre  deux  plans  parallèles  à  celui  des  x 
et  { ,  BADy  conservent  la  même  grandeur  et  la  même  position;  il  faut 


('^)  Cette  équation  a  été  présentée  sous  une  autre  forme  par  Lagrange  qui  la 

donna  le  premier.  La  quantité  qu'on  égale  à  zéro  pour  l'obtenir  ^  étant  de  la  forme 

dP       dP  dP      dP,  dP  dP, 

donne  -—+—4  =  0,  ou  ~-=  —  j-i,  et  cette  dernière  équa«» 


dx       dy  '  dx       dy  dx  dy 

tîon  exprime  la  conditîoa  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  Pdy^-^P^dx  soit  und  diffé* 
rentlelle  exacte;  cette  condition  étant  énoncée  remplace  donc  Téquatîon  ci-dessus  ; 
et  pour  caractériser  la  surface ,  dont  Taire  est  un  maximum  ou  un  mimmum ,  on  peut 

donc  dire  que  sur  cette  suxface  la  fonction   ^  * — ^    est    une    différentielle 

exacte ,  en  même  tems  que  la  fonction  pdx-^p^dy ,  qui  l'est  dans  toutes  les  sur-' 
faces  en  général.  C'est  ainsi  que  d'Alembert  a  toujours  écrit  les  équations  différen* 
tielles  partielles»  mais  la  notation  d'£uler  a  prévalu  comme  étant  beaucoup  plus 
•impie  et  plus  commode» 

Xxxx  X 
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par  conséquent ,  quelques  variations  qu'ajrent  subi  les  sections  MN 
tt  mn  entre  leurs  extrémités ,  qu'aux  points  Jtf,  m,  et  N ^  n^oh 
commence  et  où  finit  Tintégration  relative  à  jc  ,  on  ait  J'i  ou  «=o; 
circonstance  qui  rend  nuls  par  eux-mêmes  les  termes  délivrés  du 
signe  d'intégration  relatif  à  :r ,  et  multipliés  par  »  dy. 

Si  Ton  effectuoit  en  premier  lieu  l'intégration  qui  se  rapporte  à  ^ , 
on  trouveroit  d'abordhors  du  premier  signe  d'intégration  les  termes' 
multipliés  par  i»dx,  et  les  raisonnemens  précédens  montrent  que 
dans  le  cas  actuel  ces  termes  disparoissent  aussi  d'eux-mêmes*  Il  suit 
de  là  que  quand  on  demande  la  surface  dont  Taire  est  un  minimum 
entre  des  limites  données ,  Il  suffit  de  considérer  l'équation 

les  deux  fonctions  arbitraires  introduites  par  l'intégration  de  cttte 
équation  y  qui  est  du  second  ordre  ^  doivent  se  déterminer  en  assu- 
jettissant la  surface  à  laquelle  elle  appartient  à  passer  par  les  lignes 

» 

assignées  pour  les  limites  de  l'aire  exprimée  par //^i5(yV^i+/^*+/'/. 
On  pourroît  rendre  la  question  qui  nous  occupe  plus  générale 
en  l'énonçant  ainsi  :  étant  donné  sur  le  plan  des  Xj  y ,  tcspazc 
M'GN',  terminé  par  une  ou  plusieurs  courbes  dont  la  nature  soie 
connue ,  trouver  parmi  toutes  Us  surfaces  courbes  qui  peuvent  reposer 
sur  cet  espace  y  celle  dont  le  cylindre  élevé  sur  la  courbe  lA'Gli\  parallile^ 
ment  à  taxe  AD,  desz  ^  retranclu  une  portion  qui  soit  un  maximum  oi^ 
un  minimum.  De  cette  manière  les  limites  Mm  ti  Nn  ^  qui  termi- 
nent chaque  trapèze  ^  ne  sont  plus  fixes ,  les  abscisses  x  et  j^  ne 
varient  point  encore  pour  les  points  M^  et  N' ,  mais  <^{  change 
parce  qu'on  peut,  aux  sections  MN  et  mn,  en  substituer  d'autres 
qui  rencontrent  plus  haut  ou  plus  bas  les  parois  du  cylindre  élevé 
sur  la  courbe  M'GN\  Pour  avoir  le  maximum  absolu  dans  ce  cas ,  U 
faut  tenir  compte  des  termes 

qui  donnent  les  équations  /^  ==  o ,  p=^  o ,  qui  n'ayant  lieu  qu'aux  li- 
mites de  l'intégrale  y/^  a:  rfy  Kl +/7*+/?/  serviront  à  déterminer 
les  fonctions  arbitraires;  elles  font  voir  que  la  surface  cherchée  doit 
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avoir  ses  plans  tàngens  parallèles  à  celui  àzs  x  ^y  dans  tous  les  points 

de  son  intersection  avec  le  cylindre  élevé  sur  la  courbe  M!GN*  9  tt   . 

en  effet  cette  surface  se  réduit  alors  à  un  plan  parallèle  au  plan  ^^C 
des  x^y. 

Si  Taire  fdxdyV  i^p^-^p^  de  voit  être  terminée  par  des  sur- 
faces qui  ne  fussent  pas  cylindriques ,  ou  par  des  cylindres  inclinés 
sur  le  plan  des  x  ^  y  ^  on  ne  pourroît  plus  regarder  x  tty  comme 
invariables  aux  limites  ;  car  il  est  facile  de  voir  que  les  ordon- 
nées MM  et  liN\  mm'  et  nul^  qui  terminent  les  sections  Mn  et  mn 
seroient  déplacées  par  reflfèt  des  variations ,  de  même  que  les  points 
extrêmes  de  la  courbe  AB ,  considérée  dans  le  n"*.  S38  :  il  faudroit 
pour  ce  cas  introduire  ix  et  J^  dans  le  développement  de  ifff^dxdyi 
nous  ne  saurions  entrer  dans  ces  détails ,  qui  deviennent  fort  compU* 
qués  par  le  nombre  et  la  nature  des  circonstances  auxquelles  on  doit 
avoir  égard  et  qui  peuvent  présenter  des  difficultés  assez  considérables , 
soit  par  rapport  à  la  Âature  des  conditions  ^  soit  par  rapport  à  leur 
em^oi ,  sur-tout  lorsque  la  fonction  F  renferme  des  coefGciens  diffé- 
rentiçls  des  ordres  supérieurs ,  tiiâis  nous  avons  cru  devoir  au  moins 
mettre  le  lecteur  sur  la  voie  de  ces  considérations ,  dont  on  ne  trouve 
aucune  trace  dans  les  ouvrages  qui  ont  précédé  celui-ci. 

856.  Si  on  demandait  quelles  sont,  ^armi  toutes  les  surfaces  qui 
renferment  des  solides  égaux  ^  celtes  dont  Taire  tst  un  minimum  ,  il 
faudroit  considérer  en  même  tems  les  deux  fonctions 

ffidxdy  et  ffdxdy  \/l+p-+p;{  n^  851  ) 
et  chercher,  d'après  le  procédé  du  n%  837,  Téquation  du  minimum^ 
de  la  fonction 

m<^i  +  ^'^TFTp;)dxdy, 

pour  laquelle  on  trouveroit 

A7 — c  P —  ^ .  />**- ^f 

yi+p'+p;  Vi+p^+p; 

dP       dP  • 

en  effectuant  les  calculs ,  il  en  résultet oit 


V 
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Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  de  la  sphère,  {*+y*+x*=:a*, 
et  celle  du  cylindre  (*+y:=za\  satisfont  à  la  précédente,  et  ne 
peuvent  le  faire  à  celle  du  n^.  854. 

857.  Passons  maintenant  à  la  recherche  des  caractères  qui  dis« 
tinguent  le  maximum  des  intégrales  indéterminées ,  de  leur  minimum^ 
Nous  avons  déjà  fait  remarquer  dans  le  n"*.  843  ,  que  ces  caractères 
dépendoient  des  termes  du  second  ordre  qui  entrent  dans  le  déve* 
loppement  complet  de  la  variation  des  intégrales  proposées;  pour 
traiter  d'abord  un  cas  fort  simple,  supposons  que  dans  l'in* 
tégrale  fVdx ,   la  fonction  V  ne  renferme  que  les  variables  x  ^  y 

dy 

et  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  —=/.  En  prenant^ 

et  p  pour  variable  indépendante ,  V  se  changera  par  la  substi-. 
tution  àz  y^i^y  et  de  /7  +  Jy ,  en 

iV  dV 

+  etc. 

*  dV  dV 

les  termes  du  premier  ordre  -7—  S'y  +  *-—  i'p  ,    étant    multipliés 

dy  dp 

par  dx ,  et  affectés  ensuite  du  signe  d'intégration  ,  nous  donneront 
le  même  résultat  qu'on  obtiendroit  en  faisant  S'x^zq^  dans  la  formule 
du  n"^,  813  ;  si  on  le  suppose  annuité  par  la  condition  du  maximum 
ou  du  minimum ,  la  variation  de  fVdx  sera  réduite  à 

{ d^v  d^v  d'y      î 

en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  du  second  ordre ,  et  pour  quil  y 
ait  en  effet  maximum  ou  minimum  ,  il  faut ,  qu'indépendamment  des 
variations  i^y  et  S'p ,  cette  expression  conserve  le  même  signe  dans 
toute  l'étendue  comprise  enfre les  limites  assignées  à  l'intégrale /^^/x^ 
mais  à  cause  du  signe  d'intégration ,  il  ne  suffît  p^  ici ,  comm^ 
daQ$  le  n%  155,  d'examiner  la  valeur  de  la  quantité 
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pour  une  seule  valeur  de  ;r  ^  il  faut  la  suivre  dans  les  differens  états 
par  lesquels  elle  doit  passer  en  vertu  des  valeurs  que  reçoivent  les 
variables  x  ti  y  dans  l'étendue  de  Tintégrale/f'i/jt:. 

Concevons  qu'elle  soit  composée  de  deux  parties  ;  l'une ,  que  nous 
représenterons  par        JF Jy *  +  1  (?  J'j'  «T/?  +  fl  J>% 
qui  9  satisfaisant  aux  conditions  du  n%  155 ,  demeure  toujours  de 
même  signe  :  l'autre  sera 

Si  l'on  parvenoit  à  obtenir  l'intégrale 

en  s'aidant ,  s'il  est  nécessaire ,  de  la  relation  donnée  entre  at  et  y  par 
l'équation  du  maximum  ou  du  minimum ,  on  appliqueroit  à  cette  der* 
nière  partie  les  règles  du  n*".  déjà  cité.  Or  lorsqu'on  aura  mis  à  la  place 

de  J>  y  sa  valeur  — -^  prise  en  faisant ,  d'après  l'hypothèse  établie  ^ 

dx 

/;c  =  o  9  on  simplifiera  l'expression  ci  dessus  en  intégrant  par  partie 

ceux  de  ces  termes  qui  peuvent  subir  cette  opération  ;  on  parviendra 

également  à  ce  but,  en  observant  que,  pour  que  Sy  reste  indéterminée , 

la  fonction  primitive  cherchée  ne  peut  avoir  que  la  forme  m  +  v  i'y^. 

Prenant  la  différentielle  de  cette  expression  y  et  comparant  le  résultat 

terme  à  terme  avec  la  fonction  ci-dessus  y  on  trouvera 


d^^o,        dv  =  -^(~^F)dx; 


1  •^ 

ikdj' 

d^y      ^-         d^y     „ 

dydp  '  dp^  * 


de  la  première  de  ces  équations,  on  conclura  que  iw  =  C,  C étant 
une  constante  arbitraire ,  et  on  tirera  des  trois  dernières 

p    d'^y       dv  d^y  d^'F 

<y  dx  dydp  '  dp^ 

les  conditions  auxquelles  les  fonctions  F^G  et  ^,  sont  assujetties 
sont  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  développées  dans  le  n°.  155, 
St  desquelles  il  résultç  que  pour  que  la  quantité  FJy  *  +  ^  GSyS^p + ^J>* 
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conserve  toujours  le  même  signe,  indépendamment  de  <fy  et  de i'p ,  U 
faut  que  la  fonction  FH — G*  soitposîtive  ou  nulle,  ce  qui  exige  que 
les  fonctions  F  tt  H  soient  du  même  signe ,  négatives  dans  le  cas  du 
maximum  et  positives  dans  celui  du  minimum.  La  première  condi-- 
tion  donne 

/  i^V  dv  X  d^V       /  d^V  ^      Y 

*  et  lorsque  t^  aura  été  déterminé  de  manière  à  y  satisfaire,  il  y  aura 
.   maximum  ou   minimum^  suivant  le  signe  de  JV,  ou   selon  que  le 

d^V 

coefficient  — ^  sera  négatif  ou  positif. 
dp 

Legendre,  dans  i^n  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Sciences  en  178$^' 
détermine  r  par  Téquation 

\dy~^'d^  )d^^\d^~^^  )  "T^^ 

la  fonction  FJ'y+  ^Glylp  +  HS^p^  prend  alors  la  forme 

/G  \» 

ff(j^^y  +  ^PJ   et  il  vient 

^frdx=C+ff^y*^fHdx(^J^y^J^p^\ 

En  étendant  ce  résultat  entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale  J^dx  ; 
la  partie  dégagée  du  signe  /devient,  d'après  les  remarques  du 
ï^''*  859,  [>']<<'*'' — (0/*%  et  il  faut  déterminer  la  constante  ar* 
bitraire  que  comporta  la  valeur  de  v ,  de  manière  que  cette  der** 
nière  quantité  soit  nulle  ou  de  même  si^ne  que  le  cofsffîcient  M^  d'ok 

Lagrange  a  observé ,  dans  sa  Théorie  des  Fonctions ,  qu'il  ne 
suffisoit  pas  de  remplir  ces  conditions  pour  être  assuré  que  Tins^ 
tégrale  précédente  çQnsprv^t  le  même  signe  dans  toute  son  éten« 

(G  \* 

—  S'y  +  S'pj 

ne  peut  changer  de  signe  tant  que  H  fi'en  change  point;  mais 
on  ne  sauroit  conclure  de  là  qu'il  en  arrive  autant  à  la  fonction 

(G  V 

-^^y  +  ^P) 

pouvoir 


ia. 


f  à^y ^     df  \  d^V        /  d^V 


DES      V  Â    R   I  A   T  I  O   N   S.  721 

pouvolt  devenir  infini  dans  cette  même  étendue  (  n"*.  494  ).  On 
doit  donc  préalablement  chercher  si  lune  des  fonctions  f  ^  G,  H, 
ne  passe  pas  par  l'infini  entre  les  limites  de  Tint^rale  proposée  ^  ce 
qui  paroît  en  général  très-difficik  à  reconnoitre ,  parce  qu'on  ne 
peut  y  parvenir  que  lorsqu'on  a  intégré  l'équation  qui  doit  donner  F. 
On  se  donne  plus  de  latitude  dans  cette  recherche  en  ne  s'im- 
posant  que  la  condition 

\^      (  d^V  y 

mais  il  reste  encore  le  plus  souvent  des  difficultés  insurmontables. 
Soit  pour  exemple  /'=/?•+ im/F^  +  wj'*,  et  supposons  que 
l'intégrale  fV  d  x  soit  prise  entre  des  limites  fixes ,  ce  qui  nous 
dispensera  d'avoir  égard  à  Téquation  déterminée  ;  l'équation  indéter* 
minée  dédiùte  de  la  formule  du  n"".  8x6  ^  sera 

dp  â^y 

m 

Cette  équation  s'intègre  par  la  méthode  du  ù%  617,  et  donne 

y=C,e       +C,«        , 

résultat  qui  se  met  sous  la  forme 

yzs:CsinÇ^kx  +  C,)\ 

quand  n  est^ine  quantité  négative  représentée  par— A*.  Cela  posé; 
nous  aurons 

d9 

dx 
la  fonction  H  étant  positive  ^  la  fonction  proposée   ne  peut  être 
qu'un  minimum ,  si  elle  rend  d'ailleurs  positive  l'expression 

Lorsque  nsera  une  quantité  positive ,  on  remplira  cette  condition  en 

•  •  df 

faisant  f  =? /» ,  d'où  il  résultera  -r—  =  o ,  FH-^ G^zs^n; 

dx 

* 

mais  dans  le  cas  contraire  >  pour  lequel  on  a 

Calcul  intégral.  Y  y  y  y 
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on  ne  voit  pas  comment  on  pourroit  y  satisfûre.  Si  pour  déterminer  r 

on  pose  1  équation [-  {m  —  fr)»+A*=o, 

dx 

et  que  pour  l'intégrer  on  fesse  m—i'ssjtp,  il  viendra 

dû 
df  =  (i  +  f^)kdx,  tfoîl   — l--^  =  kdx^ 

arc(tang  =  p)  =  kx  +  C  et  p  =  tang(A;t  +  C). 

La  valeur  de  p  ne  convient  à  l'état  de  la  question  qu'autant  que  Uû 
limites  de  l'intégrale /A'J;^  seront  telles  que  Varc  kx+C  ne  pourra 
pas  devenir  égal  soit  à  O'+j)^,  soit  à  (i+^')9r,  çr  désignant 
la  circonférence  du  cercle  et  î  un  nombre  entier  ou  zéro  ,  puisque 
dans  ces  circonstances  p  seroit  infini  ;  il  faut  donc,  pour  être  certain 
de  l'existence  du  minimum  ,  avec  l'expression  de  p  trouvée  cî-dessus  , 
ou  avec  celle  de  y  ^  qui  en  est  la  suite ,  que  les  quantités  a  et  af, 
valeurs  extrêmes  de  x^  ne  fassent  point  tomber  la  quantité  kx  +  C 
dans  aucun  de  ces  cas. 

L'impossibilité  dii  minimum  ,  pour  certaines  valeurs  de  k  ,  devient 
évidente  dans  l'exemple  actuel ,  en  faisant  J^^^  i  sin  x  9  i  désignant  un 
coefficient  très* petit ,  du  même  ordre  tjue  /y  j  et  destiné  à  conserver 

dly 

l'homogénéité.  En  eflfet ,  on  trouve    J'p  =  -~-  =  i  cos  ^ , 

dx 

4  •  /  à^y  d^y  d^v  \ 

et  qui  change  la  fonction    |  (  TT*''-y*+  ^  YT^^^^'^'T^  ^P^  j  ^^ 

i^{ni\Kix^'\'Xm%\nxcosx'\'COsx^)-=^iH )r\ cos  ijc+rnsm  ix^y 

par^là  IfVdx  devient 

/i-f  n          I — n  .  m  \  \ 

i\ X  H sin  1^—  —  sin  1  X  )  +  const. 

la  constante  arbitraire  devant  être  déterminée  de  manière  que  ce 
résultat  soit  nul  lorsque  x=a.  Si  l'on  fait  tf=o  et  y=7«- ,  la  valeur 
complète  de  S^fVdx  sera  :j(i+/2)iV,'et  deviendra  tiégative  lors* 
qu'on  aura  n  z=z  —  /:'  et  â:*>  i  :  il  ne  sera  donc  pas  possible  dans 
cette  hypothèse  de  rendre  la  fonction  S'fVdx  constamment  po; 
sitive  quelque  valeur  qu'ait  S'y. 
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858,  Occupons-nous  maintenant  du  cas  oîi  la  fonction  ^  renfer- 
meroit  les  coefficiens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre 

jLz=Lp ,   ~^  =  y.  Les  termes  du  second  ordre  dans  le  dévelop-^ 
dx  dx*  _ 

pement  de  la  variation  fourniroient  alors  l'expression 

d^f"  d^V  d^V 

Il  dy^       ^/^     dp-       ^    ^     dq^        ^ 

^     j  d-F  d-y  d-V 

nous  représenterons  par 

\{F»y-  ^%G^yS^P'\'B^p^'\'  iIJ'yJ'q  +  iKJ'pJ'q  +  LS'q-)dx 

la  partie  de  cette  expression  qui  doit  demeurer  affectée  du  signe  / 

dans  le  développement  de  ^fVdx  ,  et  en   observant  que      ' 

di-y  dS'p 

i^p^—^,        fq 


t    y-T^ 


dx    '  ^  dx    ^ 

on  verra  que  la  quantité  qui  peut  être  délivrée  de  ce  signe  doit  être 
de  la  forme        f*  +  ^  J^J'*+  i^t^fyJ'p  +  p  «T/?* , 
on  aura  par  conséquent  ^/  (/^  +  f  J'y*+  ^"^^y^p  +  p  ^p^)  ■¥, 

^{FJ'y-+iGJ'yJ'p  +  HJ'p-+  rIi'yS^q  + iKi'pS^q^Li'q^)dx 


I 


dy*^  dydp  dp^ 


dx^ 


7    î  d^F  d*F  d^F 

tfoii  on  tirera  d(JL  =  Oy  ou  p.:=iconsu  et  ensuite 

F—  —  —    —  r~£IL  ^"^ 

dy-  dx  dydp  d:ç 

«       d^V  df  d^F 

dp  .  dx  .     ,dydq 

d^F  i'F 

dq-  dpdq  ^* 

Les  quantités  f  9  "^y  f  ^  devront  satisfaire  aux  conditions 

dans  lesquelles 

P:=^FH-^G%    Q  =  KF^GI,    A  =iF— /*  (  n*.   155  )  ; 
et  comme  U  est  visible  par  la  dçrniàre  condition  que  L  doit  être  du 

Yyyyz 
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MODE 


&C. 


même  signe  que  F,  il  y  aura  maximum  quand  L  sera  négative^  et  mîni" 
mum  quand  cette  fonction  sera  positive ^  pourvu  qu  aucune  des  ionc* 
xiot\s  F  y  G  y  H  y  1  y  K ,  L  ^nt  de  vienne  infinie  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale ;  et  que  la  difFerence  des  valeurs  de  la  fonction 

qui  répondent  à  la  fin  et  au  commencement  de  l'intégrale  proposée  y 
soit  de  même  signe  que  la  fonction  soumise  au  signe  /« 
Legendre  fait  la  quantité 

r«ry  +  xGSyS^p  +  HJ'p^+  iiJ'yJ'q  +  iKJ'pi'q  +  i<r^* 

et  il  obtient  alors  les  cinq  équations 

qu'il  emploie  à  la  détermination  de  v,  «- ,  p  ,  a  et  jSl.  Par  ce  procédé  f 
chacune  des  trois  premières  fonctions  (dépend  d'une  équation  du  tioi* 
sième  ordre ,  et  les  constantes  arbitraires  serviront  à  rendre  la  partie 
déterminée  de  la  variation  ^  de  même  signe  que  la  quantité  L  qui 
donne  celui  de  la  partie  de  cette  même  variation  ^  soumise  au  signe/ 
Nous  laissons ,  au  lecteur  à  pousser  plus  loin  l'appUcation  de  cette 

m 

méthode  ;  nous  observerons  seulement  que  dans  le  cas  où  l'on  fait 
varier  J^x^  il  faut  donner  au  développement  de  la  variation  ^  la 
forme  sous  laquelle  on  l'a  présentée  dans  le  n%  8i^  ^  ou  si  l'on  em- 
ploie celle  du  n'*  823 ,  restituer  dans  les  expressions  de  J'p,  J^q^  etc. 

,  etc.  qu  on  a  négliges ,  comme 


les   termes 


•^M 


dx 


dx 


étant  du  second  ordre. 


Fin  dt  la  sicondc  PanU. 
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OBSERVATION    sur   le   no.  703, 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  méthode  du  n*.  703  ,  il  peut 
paroître  nécessaire  de  prouver ,  à  priori ,  que  lorsque  1  équation  {Ay 
du  n^.  701  est  identique  par  elle-même,  l'intégration  de  l'équation 
di==:pdx+^dy  ne  dépend  en  effet  que  de  celle  des  équations 
différentielles  à  deux  variables ,  quoique  p  et  q  puissent  contenir 
en  même  tems  x^y  eî{t  c'est  ce  que  les  calculs  suivans  mettent 
entièrement  hors  de  doute. 

Si  l'on  donne  à  l'équation  ^l^=pdx+qJy ,  la  forme  d^^^qdy-^pix  "■ 
que  l'on  désigne  par  f*  le  facteur  qui  rend  le  premier  membre  diffé- 
rentielle exacte ,  et  qu'on  intègre  ce  premier  membre  sans  avoir 
égard  au  second,  on  aura  f^^di^qdy^t^iC.  Faisant  pour 
abréger  fhi^l^-^qdy)=zV  ^  i\  viendra  U  =  C7,  et  différentiant 
cette  équation ,  en  faisant  varier  en  même  tems  x^  y ,  !(^  dans  î/ 
et  en  regardant  C  comme  une  fonction  de  x  ,  on  obtiendra 

^U  j       dV  ^        dV  ^         dC 

-^d:,^—dy^  —  dx=-, 

dV  dC 

OU  f*(^î— y^^)  +  -7- ^a:=:— , 

dx  dx 

en  mettant  pour  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  leur 
valeur.  Si  l'on  retranche  de  cette  dernière  équation  la  proposée 
multipliée  par  m  ,  il  viendra 

^dx^~dx^^pdx,  ou^;.+  _  =  _; 

et  pour  que  la  détermination  de  C  puisse  avoir  lieu  suivant  l'hypothèse 
établie ,  il  faut  que  le  premier  membre  du  résultat  cî-dessus  se  ré-» 
duise  à  une  fonction  de  :i?  et  de  C,  au  moins  après  qu'on  en  aura 
chassé  {,  au  moyen  de  sa  valeur  prise  dans  l'équation  £feC:  on 
doit  donc  avoir  dans  cette  hypothèse 

=  0* 


dy 


yi6  AuifiTioifi. 

en  observant  de  feire^  varier  {  comme  une  fonction  de  y^  Déve-; 
loppant  cette  équation ,  on  en  déduira 

\dy     (il dy)       \  dy     d^  dy  )     dxdy     dxd[  dy  * 

dU  dU 

d-—  d — — 

d^U  .^      dy    ^.v-/^f      d^V  ,di   _d^K     di^, 

et  la  condition  par  laquelle  yi.  a  été  déterminé  donnera 

dyL  d.fJLq  '  dq  d^t, 

dy^^    d[    ~  di  di 

d'après  ces  valeurs  et  les  réductions  qu  elles  entraînent  j  Téqu^tion 
pirécédente  se  change  en 

dy        dx^  ^  di      ^  di~^ 

et  sera  par  conséquent  satisfaite  toutes  les  fois  que  l'équation  (^ 
sçra  identique. 

OBSERVATION   ^ur    U    n\    717. 

Nous  avons  fait  voir  dans  ce  numéro ,  que  Ton,  pouvoit  changer 
plusieurs  équations  siqiultanées  du  premier  ofdre ,  en  une  équation 
différentielle  partielle  ^u  même  ordre  ;  on  peut  par  le  même  moyen 
transformer  les  équations  différentielles  totales  des  ordres  supérieurs 
en  équations  différentielles  partielles.  L'équation  générale  du  second 

ordre ,  par  exemple ,  étant  mise  sous  la  forn^e  -~  —  RdxzsLo  ^ 
donne  le  système  d'équations 

d[ Rdx::^0,         .  dy^^ldxzszOj 

dy 

lorsqu'on  y  fait  -^  =  :;;  ;  et  d'après  la  remarque  du  n%  cité ,  oa 

dx 

tire  de  ces  àewx  équations  la  suivante ^  p  ^  qizrzR,  dans  laquelle 

dy 

on  a  di^z=ipdx^qdy  ^  parce  qu'on  regarde  -p  comme  une  fonc^. 

,     dx 

tion  de  x  et  de  y.  Il  est  évident  que  si  l'on  parvenoit  à  intégrer 
l'équation  différentielle  partielle  p^qi^^^R»  avec  une  constant? 


on  obtiendra 
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arbitraire  seulement,  on  auroit  une  des  intégrales    premières  de 
l'équation   du  second  ordre. 

Toutes  les  équations  du  troisième  ordre  peuvent  être  représentées 

d^y  dy  d? 

par  la  formule -*—;  —  Kdx^zio\  si  Ton  fait-j^={,     --.  =  ^, 

dx  dx  dx 

en  regardant  .^  AT  comme  constant ,  on  aura  -7—  f=:  ^{^,  en  sorte  que 

dx^ 

la  proposée  sera  équivalente  au  système  des  trois  équations 

dy  ''dz 

^"■^-°'         2;^""^"°'         d^^RJx=Oi 
et  si  l'on  considère  {'  comme  une  fonction  des  trois  quantités  Xf^  et  {, 
d'où  il  résultera 

^       dx      ^  dy     ^^d^     ^*  ,        .     ,,, 

d(         d{  dy  ^    d(  di       jg  _  Q  , 
dx         dy  dx        d:(^  dx 
d/  «//  d^ 

équation  diiïerenûdie  partielle  du  second  ordre  à  trois  variables  ^ 
qui  peut  tenir  lieu  de  la  proposée  en  la  combinant  avec 

£-,  =  0,        ^-î=:o. 

Ces  transformations  peuvent  être  poussées  jusqu'où  l'on  voudra  ; 
mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas ,  parce  qu'elles  renferment  en 
elles-mêmes  un  cercle  vicieux  qui  les  rend  à  peu  près  inutiles  pour 
l'intégration  rigoureuse  des  équations  dilSTérentielles  totales  des  ordres 
supérieurs  y  et  crue  le  procédé  qu'on  en  tirer  oit ,  pour  intégrer  par  les 
séries  ces  mêmes  équations ,  est  plus  compliqué  et  moins  commode 
que  les  méthodes  données  pour  le  même  objet  dans  le  cours  de  cet 
ouvrage. 
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65 , 1.  prem,  de  la  note ,  je«»+«±i ,  /tf.  x^w+a— j  ;  x»±l  »  /fir.  xf—  i* 

66 ,  L  6  »  M  f»R^r,  4z^  (/«^Wi».  n*,  /&•  aa^ 

Page 


£  R  R  ji  T  Zi.  7^9 

Page6  7  ,  1.  a ,  aux  dénom.  4a\  lis.  %a^  ;  6^^,  lis.  3  a',  wm/  U  second  membre  doit 
cire  multiplié  par  2.  . 

l.  12,  au  num,  dXy  lis.adx, 
L  derii,  au  num.  jc"»-!- 1 ,  Ils,  «w+i; 
68,1.  13,  tf^"lA:,/â.4^*-^>»ljc, 
72^  I.  3  9  au  dénom,  la^  Us,  ^,ia, 

63 

8x ,  î.  4  et  5  ,  «t  dont  rintégratîan ,  iV.  et  en  multipliant  cette  série  par  I9 
premier ,  l'intégration  du  résultat.... 

1.9,  V/  1+/*^%  Us.  — =i 


8a ,  l.  première ,  le  radical ,  Us, 


r^u* 


95  ,1.  18 ,  ajouttJ^ ,  Cette  formule  conduira  encore  à  an  résultat  exact ,  lorsque 
l'intégrale /Tû*i;c  sera  la  même  que  fPa*dx ,  à  un  facteur  constant  près  j 
U  en  sera  de  même  de  la  seconde  formule ,  si  l*on  a  JG(i''dx'=.AJPu*dx^ 

96,  1.  7,  au  num,  fl*(ltf)«"~*,  lis,  fl^fU)»^*, 


i»-^i 


104  ,  l.  3  ,  c/i  remont,  fx'^d  je (  i  -—  *)    *    ,  //i.  fx^d «  (  i  —  x»  )~**~- 

105  ,  1 .  dern.  fd[  sin  {'«—'»  cos ^ ,  /ij.  /[/{;  sin  ^»*— «cos  ^, 

118,  1.  14»  'a«<^t»  ^^^-  «"*^î* 

136,  l.  2,  T^^=^: —  ,  t^.  -r^Œ  r-r»  1.  15,  ^-^ ^,   /ifJ.  ^ ^• 

^    *  *  i/jv*       <f:c*  '  </«3      dx^  ''     1.2,3    '  I.2.. 

137>  l-  ï>  1^'*  =  ....  &.  1^4=... 

138,  1.4»r,(^3— a»),/ix.r,U3— tfa)- 
141 ,- 1.  I ,  tf'»>tf ,  lis.  a^a, 

M5  ,  1.  9 ,  J'i ,  n  .  n  «  etc.  /r5.  r , ,  Y\  ,  Ts. 

L  5  9  e/>  remont,  du  nu^nérateur  au  dénominateur ,  lis,  du  dénominateur 
au  numérateur. 

148,  1.  8,  en  remont,  (r^+r^»).  Us.  {T'^r^n).      "       ^ 
1.  6 ,  en  remont.  (  r''^+  r^'"»)  ,  /«.  (r^'^^r^^'„). 

149,  1.  i3,  +,  Us,  —  ;  1. 15  ,_+.ï-. ..  /tf.  — -^..., 

Il  • 

1,  x8 ,  -J -— ,  Us,  — • 

I,  20  ,   +  -^     .-  ,    ftx.  —    , .     .  * 
48/j*e  48/i^c 

157,  1.  21  ,  /JT^/a;»  ,  /w.  fXdx^, 

163,  \.  prtm.  delà  note^  h:=^/ydx  f  lis.  szrxfydx,  ^ 

172,  1.  i^,A(l,Us,  CQ. 

177,  I,  dern.  tfu  dénom.  V  a**^x^ ,  Us.  aVa^ — a*. 
187 ,  l-  17  ,  au  dénôin.  D  cbstf*,  /«.  ^sincp*. 
199,  \,  16,  QMJis.  PM', 
aooj.  12,  (Z„— ZJ</:tr,/rV.  (Z,,— ZJ</X 
219  ,  l.  7.,  après  le  mot  fenêtres ,  ajoutez  égales^ 
223,  1.  9,  ydx^xdy  y  lis,  xdy^^ydx. 
33$  ,  1.  a,  e«  remont.  Mdy ,  Us.  Ndy* 
^57.  1-  13  »  (  »^**  Pîécéd.  ),  Us.  (  n«.  5,55  ). 

y  «— <f  «i  et  //—  fi  m  } 

238,1. 2,**^— /^y~V*^— ^y~'; 

(7/1— *<r/tt)ct  (yn— J^,7ijj3 

lis,x/^^—»y         ^y    ct<r^^yr  — '^  ' 

Ca/c2^/  intégral.  Z  z  z  z 


.là 


t30  Errata. 

Pagea59,L  jZ-,  y^,  Os.  y—. 

164,  1. 7,-— =  ... ,  /ti.  --— tfy=p..7 
dx  dy 

396,  I.  dern.  ajoutci^  C'est  pour  cela  que  dans  les  écrits  des  premiers  Mur« 
lystes ,  qui  se  sont  occupes  du  Calcul /intégral ,  construire  une  équation 
difiérentieRe  est  courent  la  même  chose  que  l'intégrer  ou  en  sépaier  le» 
variables. 

3 17  y  I.  dern.  ont  des . . . ,  lis.  sont  des. 

318 ,  1.  16  ,  ^/M',  Us.  t-r^**dx. 

32  J  ,  1.  J  ,  après  +ctc..  ajourer ^  +  B'smfix  +Csîny  «  -(w>^' 
«^irf.  après  etc. ,  ajouta^  A  ,B\C^  etc. 

344 >  !•  4>  ««  remont,  après  ^^-j-^,  é^ouu^^  +Ly~> 

366  ,  I.  a ,  e»  remont,  d^y  =s . . .  lis^  a^y  =: .  ► . 
367,  I.  Il,  a»r+.. .,  Us,  ^'{  +  ... 
370,  1.6,  tt(l,Us.t!tV. 

480 ,  I.  4 ,  <«  remont*  -— =  C^^  /r/^  -;—  ==—  C^; 

1.  3,  4'(-f)  =  r^,  Kf.  4'(4)=— K 

Ï44,  l.dem.i*/?*,  &.  .4F»;  Cf*,  Us.  CD*, 
658 ,  K  7,  f/i  nmonu  courbe  Af  M',  /t^.  corde  3fAi'. 
711,  I.  3  y  4  et  6,  ajoute^  à  la  fin  =0. 


Supplément  à  VErrata  du  premier  Volume. 

ifAOf.  1 1 ,  ligne  3 ,  d'une  quantité  telle  ,  Useï ,  dans  tel  rapport. 
38  »  l*  3  »  ^'z  rtmonr»  au  dénota,  du  dernier  terme  ,  ^  ,  Us.  4, 

43 ,  1.  6,  en  remont  -f-  — ,   Us,"^  — . 

4  4 

46  •  I.  14  et  18 ,  '«ivonf  faccolade  écrive^  le  facteur  2. 


«—5 


«—4 


68  ,*1.  6 ,  eu  remont.  ^  cos—  J  ,  Us,  f  cos  —  J 

1.  ç ,  tf,  ^  cos  —  j  »  Us.  f  cos  —  j 
70,  1.6,  2"^'cos4c*{  .•..///.  a"^*cos«'»={..:. 

118  ^  1.  6 ,  iftt  «i/iïi.  d^u  ,  /if.  ii*i/. 

139,  1.7,  au  num,du^  Us.  du'. 

l5o  ,  I.  9 ,  Rdy,  Us.  Rdy*. 

i}9 ,  î.  0 ,  €/i  remo;z^  au  mim.  xV^  Us,  xy^dx^  j  m  denom,  y\  Us.  y'dx*. 

167 ,  l.  i3 ,  xf'dt ,  Us.  x*'d^  ;  y^/ ,  Us.  y*di^, 

17a,  1.  19,  aptes  soit  de  l'ordre»,  «k  lieu  du  reste  dt  t alinéa^  mette^  €€ 
qmsuît:  En  différeatiant  II  fois  l'équation  2/==o  et  I»  fols  réquation  Fi=âD, 
oii  se  procurera  «4-  m  équations  différentielles  ;  on  eir  aura  donc  un 
nombre  m  4*  ^  +  ^  9  ^Q  comptant  les  deux  proposées;  mais  comme  les 
inconnues  à  éliminer,  savoir:  /,i/.i»/...</"H-»r  ne  sont  <iu'au  nombre 
de  m-^-n  + 1  «  il  résultera  dç  leur  elimiaation  une  équadoa  finale  de 
.l'ordre  m-f'^* 


Errata^  731 

•2J3  ^  Z</  exposons  des  dénominauurs  de  la  série  des  lignes  13  et  14 ,  sont 

i  I  t 

1—-,      t ,      5  —  -»  etc. 

tn  tn  fti 

dv      d^V 
%'j;4,\.6^aulieuder,r',I^\..^  Os.yy-^y   ^  •*• 

241,  1.  19,  ^x,  lis.  6x. 

043  »  !•  2  9  ^A  remont,  au  num,  — •  <i  x ,  /ry.  —  a*jr. 

248 ,  l.  clern«  ie  /4  note 4  Cela  n'arrîveroît  pas  aussl-tot  que  xr=^i ,  /tr.  Cela 
arrivera  plutôt  ou  plus  tard ,  selon  que  le  module  sera  moindre  otf  plus 
grand  que  l'unité/ mais  toujours  avant  qu'on  ait  x=  l. 

378,  I.  Il ,  X*— /;x  +  y»  i^'  ** — jP*  +  ï- 
279  j  1. 8  ;  en  remont,  au  dénom,  ejjface^  =  o. 
089 ,  L  1  et  ft  9  en  remont»  —  a  ex ,  /cir.  —  a  C  x; 

9n 
194 ,  1.  5  et  3  ,  en  remont,  r|-  { »  Its.db  r.* 
300 ,  1.  03  :  premiers ,  /{>.  premiers  entr  eux. 

1.  6,  e/i  remont,  xj/^  =  r,  /£f.  x  =  r|/cc. 
3° 5  »  '•  5  »  "^  *  ^"^  cos  {^ ,  /«.  a  4'"x"'cos  ç. 


IW^» 


306,1.  dern.r    **Yyiis,^r    "»y,     — -r    '"y*, /«.  — .4r    '"y 
^11,  1.  23  )  au  coefficient,  lit*  à  celui  du  coefficient. 
314,  1.  10,  ^•,  /if.  }^*. 

322,  1.  3,  (/?),  /w.  (3). 

323,  L9,/'^tfi-.  R'. 

3^4 ,  1.  prem.  après  r',  ajoute^  il  feut  olserver  de  négliger  le  reste  de  cette 

divbion  qui  doit  être  nul ,  d'après  Téquatîon  finale* 
Z^6y  1.  dern.  4,45519,  Us.  4^5519. 
334  »  ^'  7  »  <«  remont,  F*,  lis.  Q  ,  iàid,  Q,  lis.  P*. 

537 .  1.  dern^y»— xy+4X  et >•— xy— tfx ^  /'».  y«— jt«+tfx  et  y »— x*— tfx* 
339,  I.  20,  sous  le  radical ,  '^(^h^^c^x ,  lis.  — (^  — c)x*. 

34»»  I.  9,^,  li^-£* 

347 ,  1.  2 ,  qu*on  chasse  w*,  /w."  qu*on  chasse  r**. 
1.  ly  ^  premier  radical  y  4/%  /a.  4£*. 

JSO f  '•  y  •  ««  «/»:«/.  7 ,  ^J.  ^  ;  '•  ï ,  /"/  +  /«  ^^  /w.  C*t  +  /'«  /•. 

35y,  1. 13,  l>*=iAt^lis.  h*=Aa. 

360 ,  I.  15 ,  tfw  num»  h^.  lis.  h^. 

3^8,  1.  5  ,  premier  y  lis.  second. 

3-a,  1.18,  y*==^x',  /iJ.  y'*=:^x^ 

374 ,  1.  prcm.  348  y  /w.  247. 

376  ,  listr  par-tout  x'  et  y',  tf«  &«  de  x  et  de  y* 

38o,  I.  Il ,  — ^  ^ /:/.  — ^. 

tfx'  i/X  * 


'36,  I.  24,  aunum.  —  x*,  /rV.  -:-^'^. 

388,  L  4,  inremont.ph^-^-qh^,..  ,lis^qh^+r/i^. 


P.ge  394 , 

399, 
400, 

408, 


409, 
421, 

43i4, 
438, 

441, 
443, 

448, 


Errata. 

a,  en  remont,  quatrième ,  lis.  trpisièine, 
1 1  ^  quatrième  ,  lis.  troisième*  ^ 
18,  au  dénom.  y' 9,  lis.y'^, 
11,  les  axes;  lis,  les  demi-axe^ 

16 ,  au  dénom.  cos  — ,  lis.  cos  —  » 


•  9 ,  OT  nmont,  à  u ,  iV,  à  ;z^ 

.a^,+dx"'+dy'^,lis,—dx^^^dy'\  \ 

.27,  i6oet  161  ^ /iV.  î*6oct  a6i.. 
.  5  ,  «n  rtmonr.  mctU[  (1  )  4fr^i  Péquadon^ 
.  dein.  (/—...),  A*  .(  i  — ...  ). 
.  a-j ,  -^,  //j.  B;  I.  26 ,  ^,  /w.  A  ;  1.  27  ,  C^  Us.  B. 
,  j  ,  en  remont,  j[,  lu,  î"*— {;'• 
.  i3  •  Bzy  lis.  Cr, 

.  6  et  7,  ^*'+/?/+  Ct',  /rV. ^jc'+^/+  C^'+  ^, 
-^^ ,  jtf  /<*<«  icj  équations  (3) ,  /we^  celles-ci,  ei*+a  •+  a'  ■=! 

455.  Fb/a  comment  on  peut  parvenir  aux  valeurs  rapportées  au  commenctment  dq 

tette  page  ; 

On  a  par  Ifes  équations  (3) ,  page  452 ,  et  par  les  équations  (7)  ,  page  4^3  , 

les  deux  premières  de  celles-ci  donnent 

et  mettant  pour  7'*  sa  valeur ,  Il  vient 

mais  en  faisant  h=i\  dans  les  formules  de  la  page  454,  on  trouve  ee/5'^i2o6'=>''', 
d'où  2ct'|S=2aiS' — 27'';  ajoutant  et  retranchant  successivement  à  l'équation  ci-dessus , 
ce  résultat ,  on  obtient 

ct'^+jS*+a*^=i— fit»— ig'*+a«tig'— a>'^+>''» 

ce  qui  conduit  aux  deux  preftiières  expressions  de  la  page  citée  ^  et  suffit  pour  montre^ 

comment  on  parviendroit  aux  autres, 

461 ,  ].  6y  en  remont,  infini ,  ^V.  nul. 

^    474,  1.  8  et  9  ,  4U  dénom.  4'e ,  Us,  2  e. 

481 ,  1.  dern.  /*=o,  /à.  £=0. 

487  ,  I.  21 ,  m*+/.V/;*— n»,  //>.  a*i»»+^*/w>+/»»— r.*, 

1.  93,  tf*OT*+/.*/»*— /2».  ///.  a^m'^+h^m^+m^—nK 

1.  a) , /ï  =  f  (m),  /rj./i=ç(m). 

I.  4  et  3 ,  r;z  remont,  pçir  rapport  à  m  et  ^  ;7 ,  /ir,  en  y  regardant  m  tt  m 

comme  des  fonctions*de  a;  et  de  y. 

dF  dV 

L  ^,  en  remont,  -r- ,  lis.  — . 

'  dn  dx 

496,  1.  17  ,  4(''')  =  ^  I  ^^-  4(''')==Q• 
5C2,  I.  ao,  i=.  ..,/tj.  —  1  :=.... 

J09 , 1. 4 ,  - cp',( î')'-4'(t')%  ^^*  -  <P'( *')*~4'(*')'. 

513,  I.  14,  a ,  lis.  u, 

517, 1.  prem.  au  num.  ds^  ,  lis.  ds'^;  au  dénom.  '^dy'^.  Us.  —  d'^'^. 
1;  I7,4tf  dénom.  d^'^,  lis^  d*jj;'*;  4x'^,  Us.,  ûV*, 


488, 
49^  y 
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Traité  des  Courbes  algébriques ,  par  du  Séjour 
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Essai  sur  les  ouvrages  Physico-Mathématiques 
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Traité  de  la  Manœuvre  des  Vaisseaux ,  par  le 
même ,  in-4.  s  '5  fr» 

De  Calculo  integralium  exercitatio  mathemfei- 
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N.  B.  Le  même  Libraire  ,  jaloux  de  pouvoir  ojpir  aux  Giomitres  et 
aux  Astronomes  un  assortiment  tris' complet  cT ouvrages  intiressans  ,  est 
parvenu  à  rassembur  de  toutes  parts  la  plus  ample  collection  qui  ait  jamais 
ite  faite  en  ce  genre.  La  Bibliotlùque  nationale  et  celle  de  l* Observatoire  ne 
possèdent  quune  partie  des  livres  qui  la  composent.  On  y  trouve  presque 
touus  les  éditions  des  écrits  des  anciens  Géomitres  ,  des  Astronomes 
persans ,  des  Auteurs  contemporains  de  Descarus ,  &c.  &c,  et  Us  meilleurs 
ouvrages  qui  paroissent  annuellement  Cfi  France  et  dans  les  pays  étrangers f 
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